e Note bem, a leitura destes
apontamentos  nao dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira.
Nomeadamente, no referente ao
Moédulo 10, Apontamentos de
Analise Matematica 1, Matematica 1
- Eng. Manuel Messias ¢ paginas:
5022519

* Chama-se a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia das
solugoes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta ¢
a respostas propostas, ¢ posterior
exposicao junto do docente de
todas as duvidas associadas.

4. Método de primitivacao por partes.

Primitivacao por partes.

Modulo

TOPICOS

Método de primitivagdo por partes.

Método de primitivagdo por substituigdo.

O método de primitivacao por partes € aplicado ao produto de duas funcoes do qual se pretende

conhecer a primitiva. Considerando duas fungoes u' = f(z) e v = g(z), entéo

Plf(@)g(a)] = PI(@) g(z) - PIPLf(@)] /(@)

’

u v

Plu'v] = wv — Plu'|

u

v

u

o'

A fungdo v = g(x) deve ser escolhida por ser a que mais se simplifica por derivagao e a fungao

u' = f(x) tem de ser uma fungao cuja primitiva é conhecida.

Casos de interesse.

1. Para P[z"e"| deve fazer-se

n

v = nxn—l

, de onde resulta a férmula recorrente

De modo semelhante se procederia em geral para P[f(z)e”].

Plz"e"] = e"z" —nPlz" €]

2. Para P[z" sen(z)| deve fazer-se
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, de onde resulta a férmula recorrente
Plz" sen(z)] = —z" cos(z) + nP[z" ! cos(z)]

De modo semelhante se procederia em geral para P[f(z)trig(z)], em que trig(z) designa qualquer

funcao trigonométrica.

3. Para P[z" arctan(z)| deve fazer-se

u =z" v = arctan(x)
e
w=z"" /1) o' =1/(1+2?)

, de onde resulta a férmula

" xn+1 1 xn—l
Plz" arctan(z)] = arctan(z) — P
n+1 n+l |1+z

De modo semelhante se procederia em geral para P[f(x)arctrig(z)], em que arctrig(z) designa
qualquer funcao trigonométrica inversa.

4. Para P[z" In(z)], com n # —1, deve fazer-se
u =" v =In(x)
e
w=z"" J(n+1) v'=1/z
, de onde resulta

Plz" In(z)] = z+ I (n 1)

De modo semelhante se procederia em geral para P[f(x)In(zx)|.

Resumindo:
P f(z)e” e’ f(=)
P f(z) trig(z) rig@) 7@)
P f(z)arctrig(x) f(z) arctrig(z)
P f(z)In(z) f(=) In(z)

© Prof. José Amaral M10 - 2 17-11-2006



CALCULO INTEGRAL MATEMATICA 1 - TURMA 151

Exercicios.

1. Calcule P[(x2 —2z)e "]

' - 2
= = — 2
e TFazendo {" ~° e vee * , resulta
u=-e" v =2z -2

P(z? —2z)e "] = - " (z® — 2z) + Ple " (2z — 2)]

u' = eil‘ v = 2$ - 2
fazendo agora ey, , resulta
u = —67'1 v = 2

P(z? —2z)e ™| = —e "(z® —2z) — e “(2z — 2) + 2P [e "]
—e (2 —-2Y)—e 2z -2)-2 " +C
=z " +C
2. Calcule P [z cos(z)]

u' =cos(z) [v=zx
e Fazendo ey ,

, resulta
u = sen(z) 1

Pz cos(x)] = sen(z)x — Plsen(x)|= z sen(z) + cos(z) + C

3. Calcule P [arctan(z)]

W =1 |v=arctan(z)
e TFazendo { e o = 1 , resulta
uU=2x =
1+ 2?

Plarctan(z)] = z arctan(z) - PL o }

= zarctan(x) — % In(1+z*)+C

4. Calcule Pl(z +1)In(z +1)]

u=x+1 v=In(z+1)
e Fazendo " (z+1)7 e 1

, , resulta
2

ozl

2 T+ 1

Pl(z +1)In(z +1)] = (“21)2111(3; 1) p[(@”“)Q1}

(z+ 1)2
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5. Calcule P [e” sen(z)]

o Neste caso ¢ irrelevante a escolha, pois nenhuma das fungoes se simplifica por
derivacéo. A estratégia de primitivacdo consiste em tentar obter a expressao de
partida.

, resulta

’
U
Fazendo
u=e

= e {v = sen(z)
e

v' = cos(z)
Ple” sen(z)] = €” sen(z) — Pe” cos(z)|

u = e* {v = cos(z)
e

resulta
v' = sen(z)’

Fazendo agora {

Ple” sen(z)] = €” sen(z) — e” cos(z) — P[e” sen(z)]
2P [e" sen(z)] = e” sen(x) — e” cos(x)

» sen(z) — cos(x)

Ple"sen(z)] =€ BT +C
6. Calcule P[In(z + 2)]
u'=1 v=In(z+2)
e Fazendo , resulta,
u=z+2 (v =1/(x+2)

T +2
=(x+2)In(x+2)—z+C

Plin(z+2)] = (z +2)In(z +2) - P[x ¥ 2}
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5. Método de primitivacao por substituicao.

Primitivacao por substituicao.

Sendo f(z) uma fungao primitivdvel num intervalo I e sendo x = g(t) uma funcdo bijectiva e
diferenciavel num intervalo J tal que g(J) =1, entao

Plf(x)=P [f(g(t))g'(t)]t:gfl(x)

O objectivo da substituicdo de varidvel, = = g(t), na expressao da fungdo a primitivar, f(z), é
transformar essa expressao noutra, f(g(t))g'(t), cuja expressao é reconhecivelmente mais simples.

Calculada a primitiva, procede-se a nova transformacao de variavel, t = g_l(x), obtendo-se assim

Plf(z)].

Casos de interesse.

Na tabela seguinte mostram-se alguns casos tipicos de escolha da substituicao de variavel, adequada a
simplificacao das expressoes analiticas das funcoes a primitivar.

f(z) contendo x =g(t) q'(t) t= 9_1(35)
a2 — o2 asen(t) a cos(t) a,rcsen(mj
a
a2 + 22 atan(t) asec’(t) arc tan acj
a
22 _ g2 a sec(t) asec(t)tan(t) arcsec xj
a
= In() ! e
t
In*(z) e’ e In(z)
© Prof. José Amaral M10 -5 17-11-2006
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1. Calcule P{

1

Fazendo z = g(t) = t*, pelo que ¢'(t) = 4¢°

1

1
Pl——|=P——
LW?} L4+t3

P[ ! 4t3} _4p| t
th+ 62 th+?
logo
1
Pl
z+ 423
3z 2x
2. Calcule P e e
e’ +1

Fazendo z = ¢(t)

In(t), pelo que ¢'(t) = %

et=g ' (z)="4z, resulta

4t3}
t=4Alx

}:4P{1}:41nt+1+0

t+1

}:4lnt+1t_% +C=4In{z+1)+C

e t=g'(z)=¢€", resulta

P 3% + 5e’*
e’ +1

:I _ P|:(ex)3 + 5(693)2

e’ +1

2
plEFS o plpiae =t
t+1 t+1

2z
:%+4ex—4]n(ex+l)+C’

t+1

3
3. Caleule Pl:ln $+21nx+5}

z(3+1Inzx)

3 3
p In"z+2lnxz+5 _p t t+2t+5et
z(3+1Inzx) e'(3+1)
:P{t2—3t+11+_28}:
3+1 3
_In’(2)
3

Fazendo z = g(t) = €', pelo que ¢'(t) =€’ e t = g"'(z)

_p 24245
3+t

_ P{ﬁ + 5t 1}
L],
t=e

t2

:E+4t—4ln\t+1\+(]

In(z), resulta

3,
2t +11¢—28In3+¢|+ C

- % In?(z)+111n(z) - 28 Injln(z) + 3|+ C
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3
4. Caleule P{x}
4 — x2

e Fazendo z = g(t) = 2sen(t), pelo que ¢'(t)=2cos(t) e t =g '(z) = arcsen(z/2),

resulta
3 3 3
Pl: z }:P 88L(t)%:os(t) =P égSL(t)h:os(t)
4-z° 4 —4sen’(t) 2,/1 — sen’(t)
3
Y ®) 2cos(t) | = 8P[sen’(t)]
cos(t)
= 8P[sen?(t)sen(t)] = 8P[(1 - cos*(t))sen(t)]
3
= 8P[sen(t)] - 8P(cos?(t)sen(t)] = ~8cos(t) + 8 Cosg ®,
2 2
Sendo cos(t) = /1 —sen®(t) = [1— (;j _ N4 5 T resulta, finalmente
z? 2 1 2\3
P =iz - 42 v C
4 = 2? 3
5. Calcule P{ 2= x}
x
2 —4t -1 2—-x
o TFazendo z = g(t) = , pelo que ¢g'(t)=———+ e t= T ,
g(t) 2, Peloa g(t) 1) g (z) "
resulta
e I P T
x (t“+1)
r_ 2 -2 =1
e TFazendo {" (t 2+ D 12t e U, , resulta
u=—(t"+1) v =
P{ 2‘“’} — ol @y P 1))
x
t 1 t
=2 -2 P =2 —2arctan(t)+C
t2+1 { 1+t2} t* +1 )
2-z
x 2—x
:22_7—2arctan +C
i1 r
x
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