e Note bem, a leitura destes
apontamentos  nao dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira.
Nomeadamente, no referente ao
Moédulo 11, Apontamentos de
Analise Matematica 1, Matematica 1
- Eng. Manuel Messias ¢ paginas:
520 a 536

* Chama-se a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia das
solugoes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta ¢
a respostas propostas, ¢ posterior
exposicao junto do docente de
todas as duvidas associadas.

Modulo

TOPICOS

Primitivagdo de fungdes racionais.

Zeros de um polinémio.

Fracgdes simples.

Decomposigdo em fracgdes simples.

Primitivacdo de fracgdes simples.

6. Primitivacao de funcgoes racionais.

Zeros de um polinémio.

Dado o polinémio

, €m que ag,aq,",a,

1. Diz-se que z, é um zero de P(x) se P(z,)=0.
2. P(x) admite o zero x =z sse é divisivel por = — x;, ou seja, P(z) = (x — zy) Q(z)

3. Se P(z) tiver um zero complexo z, = a + j3, entdo tem também o zero complex

Lo fO:O‘_jﬂ'

4. Diz-se que z, é um zero de P(z) de grau de multiplicidade k, com k=123,...

divisivel por (z —z,)¥ e néo é divisivel por (z — )" .

P(z) = agz™ + a;z" + az"”

sao coeficientes reais

5. Sendo P(z) de grau n, tem n, e s6 n, zeros.

Fraccoes simples.

24ota, +a,

o conjugado de

, se P(z) é

Chamam-se fraccoes simples as fungoes racionais do tipo

2.
(z—a)"

A

xr—a

A

,A;a e R

JA,ae R,n>2e N
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3. % JA,B,a, B e R
(z-a) +8
Az + B

(- + B

LA, B,a,B e R

Decomposicao em fraccoes simples.

Se: i) P(z)/Q(z) é uma fungao racional irredutivel, ou seja, P(z) e @Q(x) nao tém

zeros comuns, pelo que nao é possivel simplificar a fraccao.

1) P(x)/Q(z) é uma funcao racional prépria, ou seja, o grau do numerador é menor
que o grau do denominador.

iit) Q(x) = ap(z —a)’ -+ (2 =) ((z — @) + B°) (& =) + ¢*)’

Entao P(z)/Q(z) é uma fracgao simples ou pode ser decomposto numa soma de fracges simples

P(z) 4 A Ap B, B, Bq
= + 2+...+7+...+ + 2+...+7+
Qz) z-a (z-a) (z —a)” z-b (z-b) (z —b)*
M1x+N1 M2CU+N2 . MT.CU+NT.

@-af+ B (@-af+ ) (@-aPip)
Pe+Q . Pa+Q . Pa+Q,
@-72+¢"  ((z-7)+¢°) ((x =)+ %)

,onde A,,---,B;,M,,N,, -, P,,Q, sao constantes a determinar.

Primitivacao de fracgoes simples.

A primitivacdo de qualquer um dos 4 tipos de fraccoes simples é imediata ou pode ser facilmente
calculdvel recorrendo ao método de substituicao.

1. Fracgoes resultantes da existéncia de um zero simples de Q(z) em z =a.

p{ A }zAP[ ! }:Aln
x—a T—a

2. Fracgoes resultantes da existéncia de um zero multiplo de Q(z) em z =a.

+C

r—a

P{ A } APz —ay] =A@

(z-a)"

+C
-n+1

3. FraccOes resultantes da existéncia de um par de zeros complexos de Q(z) em z=azx j3.

Recorrendo & substituicio z —a = Bt a primitiva é transformada na forma P[(Ct + D)/ (t* +1)] que

resulta num In() e/ou num arctan().

Az+B | _ | Ale+Bt)+B _Aa+B { 1 } A { 2t}
(e M I e Er S B
B

Ao+ B [x—aj A [m—ajz
= arctan +—=In| 1+
B B 2 B
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4. Fracgoes resultantes da existéncia de um par de zeros complexos de Q(z), de multiplicidade n, em

x=az*jB. Recorrendo a substituicio x—a = (Gt
P[(Dt + E)/(t2 +1)"], de onde resulta

Pl: Az + B
((

x_a)z +,62)n

_p A(a+Bt)+Bﬂ
,62n(t2 +1)n

A 2t
= P

Aa+ B 1
P
16271—1 {(tZ 4 ])n:|

A (2!

+C

Aa+ B 1
2/@27},—2 n_‘l

+
16271—1 (t2 4 -l)n

a primitiva é transformada na forma

em que a primitiva restante pode ser resolvida recorrendo ao método de primitivacao por partes,

resultando a férmula de recorréncia

1 13

1
P{(ﬂ + 1)“} T -2 (2 1)

+2n—3P 1
m -2 | (2 +1)""
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Exercicios.

2
1. Calcule P{M}

2 — 4z +3

o  Comecando, por divisao polinomial, por obter uma fraccao irredutivel

2
pl -t :P{1+25x 3 }:mp[fx 3 }+c
z°—4x+ 3 - —4x+ 3 - —4x+3
Determinando em seguida os zeros de Q(z)= 22 —4z+3 , concluindo que o

polinémio tem duas raizes simples
Qz)=z* -4z +3=(z—-1)(z-3)
Pelo que a fracgao racional pode ser decomposta em fracgoes simples do tipo

5r-3 A N B
2 —4z+3 (z-1) (z-3)

Determinando A, e B
5t-3=A(zx-3)+Blz-1)=> A=-1AB=6

podemos escrever finalmente

P{szﬂg}:erP{ -, 6 :|+C
2? — 4z +3 (z-1) (z-3)

:x—ln‘$—1‘+6ln‘x—3‘+0

2. Calcule P 5
dx® =4z +1

423 + }
o Comecando, por divisao polinomial, por obter uma fraccao irredutivel

5

3, .2 4o — — 2 _

p| AT | plb L T4 :5$+w+1p[216w5}0
dz° — 4z +1 4 dz® —4x +1 4 2 16 [z°-2+0.25

Determinando em seguida os zeros de Q(z) = z? —x+0.25, concluindo que o

polinémio tem uma raiz dupla
Qz)=z* -z +0.25=(z—0.5)(z - 0.5)
Pelo que a fracgao racional pode ser decomposta em fracgoes simples do tipo

162 -5 A B
2 - + 2
2 -x+025 (z-0.5) (z-0.5)

Determinando A,e B

16z -5=A(x—-05)+ B=>A=16AB=3
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podemos escrever finalmente

3., .2 2
P 42%# :§x+x—+iP 16 + 3 5| +C
4z —4x+1| 4 2 16 |(x-0.5) (x-0.5)

2
:§x+x—+1n‘x—0.5‘ +EP[($_O‘5)72]+C
47 2 16

2
:§x+x—+ln‘x—0.5‘—i(x—0.5)_1+0
4 2 16

3
3. Calcule P #
z° —4x° + 13z

e (Comecando, por divisao polinomial, por obter uma fraccao irredutivel

3 2 2
p ' T —2|—] _plis 43x 123:c+1 4P éécc ]23x+] L C
z° —4x° + 13z xr° —4x” + 13z z° —4x° + 13x

Determinando em seguida os zeros de Q(z) = z® —42% +13z, concluindo que o

polinémio tem uma raiz real simples e duas raizes complexas conjugadas
Qz)=2®-42° + 13z =z(z - (2+37)) (@ - (2-37)) = z[(z - 2)* + 3°]
Pelo que a fraccao racional pode ser decomposta em fracgoes simples do tipo

4% — 13z +1 A+ Bz +C

2?42 +13z 2P -4z +13
Determinando A, Be C
4z ~13z+1=(A+ B)z* + (C - 4A)z + 134 = A =1/13,B =51/13,C = —165/13

podemos escrever

2_ —_— —
p| A 130+ :1P[1+ Sl - 165 :|:]1n$+]P =165 |
z° =4z +13z | 13 |z z°-4x+13] 13 13 | (z-2)"+3

Recorrendo agora ao método de substituicao, fazendo x—-2=3t, ou seja,

x=g(t)=2+3t,peloque ¢'(t)=3 e t = g_l(az) -7 ; 2 , resulta

P{ 51z — 165 }: P{51(2+3t)—165 3} :;P[153t—63}

(x—2)° +3° 9t% + 37 t*+1
:153P[ 22t }_631{ 21 }:m]n(t2+])—2]arctan(t)
6 t* +1 3 1 t*+1 2

2
= Eln ($_2j +1 —21arctan(x_2J+C
2 3
Pelo que, finalmente

3 _9\2 _
P x—+1 :x+iln‘x‘+§ln r=2 +1 —marctan(x 2 +C
2 — 4z +13z 13 26 3 13 3
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4. Calcule Pl:

RAL MATEMATICA 1 - TURMA 151

3 -1
2t 462249

e Determinando os zeros de Q(z) = z* +62% +9, concluimos que o polinémio tem

uma raiz dupla compleza conjugada em z = +./3j
Qz) =2t +622 +9 =(x —/3j)% (@ +/3)) = (2? + 3)?
Pelo que a fracgao racional pode ser decomposta em fracgoes simples do tipo

23 -1 _Az+B  Cr+D
et +622+9 2243 (ac2+3)2

Determinando A, B, C,e D
23 -1=A42° +B2? +(34+C)2+3B+D = A=1,B=0,C =-3,D = -1

podemos escrever

3_
Pl—= 21 =P{ = }—313
- +6x°+9 7 +3

T 1
(2 +3)2 } - PL# + 3)2}

Sendo
P " }zlp[ 2290 }zlln(:c2+3)+0
lz” + 3 2 |z*+3 2
i ] . 2 -1
Pl 5 =1P(952+3)*22gc}:lu+c=—l 21 +C

1 1 [22+3-22] 1 1 1 22
P22:P22:P|:2 }—PH
(z +3) 3 | (" +3) 3 z*+3] 3 |(z°+3)

gt }—;P[(x2+3)_2x2}

3 |22+3
3 NER J3 3
= —arctan| z—~ |+ ——arctan| z— |+ C
9 3 6z°+3 18 3
J3 J3) 1z
= —arctan| x — |+ — +C
18 6 2% +3

Resulta finalmente

3
z° —1 1 2
P|:x4:| :7111(.’,5 +3)+

+62° +9 | 2
:lln(aszri%)+l -z —ﬁarctan @ +C
2 62>2+3 18 3

3 -—=— — —arctan| xt —
z°+3 6z°+3 18

31 1« 3 (ﬁ}c
2
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