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6. Primitivação de funções racionais. 

Zeros de um polinómio. 

Dado o polinómio 

nn

nnn

axaxaxaxaxP +++++=
−

−−

1

2

2

1

10
)( L  

, em que 
n
aaa ,,,

10
L  são coeficientes reais 

1. Diz-se que 
0

x  é um zero de )(xP  se 0)(
0

=xP . 

2. )(xP  admite o zero 
0

xx =  sse é divisível por 
0

xx − , ou seja, )()()(
0

xQxxxP −=  

3. Se )(xP  tiver um zero complexo β+α= jx
0

, então tem também o zero complexo conjugado de 

0
x , β−α= jx

0
. 

4. Diz-se que 
0

x  é um zero de )(xP  de grau de multiplicidade k , com K,3,2,1=k , se )(xP  é 

divisível por k
xx )(
0

−  e não é divisível por 1

0)( +
−

k
xx . 

5. Sendo )(xP  de grau n , tem n , e só n , zeros. 

 

Fracções simples. 

Chamam-se fracções simples as funções racionais do tipo 
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Decomposição em fracções simples. 

Se:  i) )()( xQxP  é uma função racional irredutível, ou seja, )(xP  e )(xQ  não têm 

zeros comuns, pelo que não é possível simplificar a fracção. 

ii) )()( xQxP  é uma função racional própria, ou seja, o grau do numerador é menor 

que o grau do denominador. 

iii) srqp
xxbxaxaxQ ))(())(()()()( 2222

0 ϕ+γ−β+α−−−= LL  

Então )()( xQxP  é uma fracção simples ou pode ser decomposto numa soma de fracções simples 
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, onde kkkkkk QPNMBA ,,,,,,, LL  são constantes a determinar. 

 

Primitivação de fracções simples. 

A primitivação de qualquer um dos 4 tipos de fracções simples é imediata ou pode ser facilmente 
calculável recorrendo ao método de substituição. 

1. Fracções resultantes da existência de um zero simples de )(xQ  em ax = . 
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2. Fracções resultantes da existência de um zero múltiplo de )(xQ  em ax = . 

C
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3. Fracções resultantes da existência de um par de zeros complexos de )(xQ  em β±α= jx . 

Recorrendo à substituição tx β=α−  a primitiva é transformada na forma ])1()([ 2
++ tDCtP  que 

resulta num ln()  e/ou num arctan() . 
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4. Fracções resultantes da existência de um par de zeros complexos de )(xQ , de multiplicidade n , em 

β±α= jx . Recorrendo à substituição tx β=α−  a primitiva é transformada na forma 

])1()([ 2 ntEDtP ++ , de onde resulta 
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em que a primitiva restante pode ser resolvida recorrendo ao método de primitivação por partes, 
resultando a fórmula de recorrência 
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Exercícios. 

 

 

 

1. Calcule 












+−

+

342

2
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xx
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• Começando, por divisão polinomial, por obter uma fracção irredutível 

C
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x
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
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Determinando em seguida os zeros de 34)( 2 +−= xxxQ , concluindo que o 

polinómio tem duas raízes simples 

)3)(1(34)( 2
−−=+−= xxxxxQ  

Pelo que a fracção racional pode ser decomposta em fracções simples do tipo 
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Determinando A , e B  

61)1()3(35 =∧−=⇒−+−=− BAxBxAx  

podemos escrever finalmente 
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2. Calcule 
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
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• Começando, por divisão polinomial, por obter uma fracção irredutível 

C
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Determinando em seguida os zeros de 25.0)( 2
+−= xxxQ , concluindo que o 

polinómio tem uma raiz dupla 

)5.0)(5.0(25.0)( 2 −−=+−= xxxxxQ  

Pelo que a fracção racional pode ser decomposta em fracções simples do tipo 
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Determinando A , e B  

316)5.0(516 =∧=⇒+−=− BABxAx  
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podemos escrever finalmente 
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3. Calcule 












+−

+

xxx
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• Começando, por divisão polinomial, por obter uma fracção irredutível 

C
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Determinando em seguida os zeros de xxxxQ 134)( 23
+−= , concluindo que o 

polinómio tem uma raiz real simples e duas raízes complexas conjugadas  

]3)2([))32())(32((134)( 2223
+−=−−+−=+−= xxjxjxxxxxxQ  

Pelo que a fracção racional pode ser decomposta em fracções simples do tipo 
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Determinando A , B e C  

13165,1351,13113)4()(1134 22
−===⇒+−++=+− CBAAxACxBAxx  

podemos escrever 
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Recorrendo agora ao método de substituição, fazendo tx 32 =− , ou seja, 

ttgx 32)( +== , pelo que 3)( =′ tg  e 
3

2
)(1

−
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−

x
xgt , resulta 
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Pelo que, finalmente 
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4. Calcule 












++

−

96

1

24

3

xx

x
P  

• Determinando os zeros de 96)( 24
++= xxxQ , concluímos que o polinómio tem 

uma raiz dupla complexa conjugada em jx 3±=  

222224 )3()3()3(96)( +=+−=++= xjxjxxxxQ  

Pelo que a fracção racional pode ser decomposta em fracções simples do tipo 
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Determinando A , B , C , e D  
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podemos escrever 
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Sendo 
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Resulta finalmente 

C
x

x

x
x

Cx
x

x

x
x

xx

x
P

+









−

+

−
++=

+









−

+
−

+
++=













++

−

3

3
arctan

18

3

3

9

6

1
)3ln(

2

1

3

3
arctan

18

3

36

1

3

1

2

3
)3ln(

2

1

96

1

2

2

22

2

24

3

 


