e Note bem, a leitura destes
apontamentos  nao dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira. Vs
Nomeadamente, no referente ao M d I
Moédulo 12, Apontamentos de o u 0
Analise Matematica 1, Matematica 1
- Eng. Manuel Messias ¢ paginas:
537 a 560

TOPICOS

. N N Primitivagao de fungdes irracionais.
* Chama-se a atengio para a

importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia das
solugoes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta ¢
a respostas propostas, ¢ posterior
exposicao junto do docente de
todas as duvidas associadas.

7. Primitivacao de funcgoes irracionais.

Funcoes irracionais cuja primitivacao se reduz a de fungoes racionais.

Embora nao exista um método geral para primitivar funcoes irracionais, sendo que muitas delas nao
tém primitivas elementares, ou sequer conhecidas, existe uma familia importante de funcoes
irracionais que, em resultado de uma adequada substituicao de varidvel, podem ser reduzidas as
fungoes racionais, passando o problema da sua primitivacao a ser trivial.

Expoem-se em seguida os casos mais comuns de funcoes irracionais redutiveis a funcées racionais. As
substituicoes de varidvel aconselhada permitem resolver cada um dos problemas de primitivacao de
modo sistemético, sendo que para casos particulares pode haver solucdes que conduzam a solugoes
menos trabalhosas.

Sendo que R(zq,zs, -,x,) designa uma expressao analitica de uma fungao racional em =z, zy,---,z,

temos:

1. Caso f(x) = R(e").

Em geral fazer: e* = t;z = In(t); «'

2. Caso f(x) = - R(in(x)).

Em geral fazer: In(z)=t;z =e';2' = €'

3. Casos f(z) = cos(x) R(sen(z)) ou f(x)=sen(z) R(cos(x)) .
1
Em geral fazer: sen(z) = t; z = arcsen(t); ' = ——,
1 -2

1

-2

ou, cos(x)=1t; x=arccos(t); z' =—
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4. Casos f(z) = R(tan(z)) ou f(z) = R(cotan(z)).

1
Em geral fazer: tan(z) = t; z = arctan(t); 2’ = 2
+1
, 1
ou, cotan(z)=1t; x = arccotan(t); ' =— 5 -
1+¢

5. Caso f(z) = R(sen(x)cos(z)) e, em geral, para mais que uma de qualquer uma das funcgoes

trigonométricas, tan(x),cot(z),sec(x) e cosec(x).

2 . .
j =t; x = 2arctan(t); ' = ——, tendo ainda em atengao que

Em geral fazer: tan[
1+t

tan( j 1—tan’ (;j

e cos(x)=— <.
] + tan? 1+ tan? x
2 2

ar + b p/a ar + b Pn1/@n
x’ ’---7
(cx+dj (cx+dj

ax +b

o |8

sen(zx) =

6. Caso f(z)=R

Em geral fazer ( j =t?, em que ¢ é o menor multiplo comum de ¢;,4,,"**,q,, -

cx +d

7. Casos f(x) = R(z,\az® + bz + ¢)

Em geral fazer a mais simples das trés seguintes possiveis substituicoes de variavel:

w/a$2+bx+c=\/gx+t ,sea >0
Vaz? +bx +c =Jc +tz ,sec>0

2 , C e ,
,ou, caso ax” + br + ¢ tenha raizes reais distintas, e sendo a uma dessas raizes,

Jaz? +bz+c =(z—a)t
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Exercicios.

3z
1. Caleule P| 51
e +e’ +1

. , |
e TFazendo e =t,ouseja, z =1In(t) e z' = 7 resulta

3z 3 3
p 26 +1 _p 2t +1 lzp 3t J;l
e’ +e” +1 t"+t+11 Tt

que é primitivavel com base nos métodos gerais vistos no médulo anterior.

2. Calcule P{m?’gm)ﬁi}
z(In“(z)-1)

. t t
e TFazendo In(z)=1t,ouseja, x=e" e 2’ =e", resulta

M 3 2 +3 ot | = 2 +3
P|:$(ln2($)_1):|_P|:et(t2_1) :|_P|:t2_1:|t—ln(z)

que é primitivavel com base nos métodos gerais vistos no médulo anterior.

sen(z) + 1

3. Calcule P{ cos(m)}

sen”(z) — 6sen’(z) + 8sen(x)

e TFazendo sen(z) =1, ouseja, x = arcsen(t) e z' = , resulta

1
1= ¢
sen(z) + 1 t+1

_ g2 |
PLen?’(:c)—GsenQ(x)Jr8sen(x)COS(m)}_P|:t3—6t2+8t o 4/1—t2}

=P [:at?}
t° —6t° + 8t t=sen(z)

que é primitivavel com base nos métodos gerais vistos no médulo anterior.

4. Calcule P m
tan(z) — 2

e Fazendo tan(z) =1, ou seja, = = arctan(t) e z' = 1]2 , resulta
+t
P tan(z) | _ P t 1
tan(z) — 2 t—21+¢t

. p{t}
(t—2)(1+1t%) t=tan(z)

que é primitivavel com base nos métodos gerais vistos no médulo anterior.
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aleule p| 5@
5. Caleul PLen(m) + cos(x)}
e Fazendo sen(z) = Mecosx—wrewa
Fazend ( )_21+tan2(ac/2) (@)= 1+ tan’(z/2) .
tan(:;/(?) ;
sen(z) _ 1+ tan®(z/2
PLen(m) + cos(x)} F tan(z/2) . 1 - tan?(z/2)

1+tan?(z/2) 1+ tan®(z/2)

3 2 tan(z/2)
=F | 2tan(z/2)+ 1 - tan?(z/2)

, pelo que, fazendo tan(x/?) =t,ouseja, x =2arctan(t) e z' = o
+1

p sen(x) :P[ 2t : 22}:P : 4t :
sen(z) + cos(z) 2+1-t" 1+t (=t + 26+ )+ 1) |,

que é primitivavel com base nos métodos gerais vistos no médulo anterior.
3

r+5
1=z +5

resulta

6. Calcule P{

e TFazendo z+5 =t°, dado que 6 é menor multiplo comum entre 3 e 2, pelo que,

r=1t" -5 e 2’ = 6t resulta

3 2

r+5 t 5
P =P 6t
L—«/HJ L—t?’ }

7
:P{ 6t 3}
I-t t=8/z+5

que é primitivavel com base nos métodos gerais vistos no médulo anterior.

«/x2—6x+8—2]

7. Calcule P

\/$2—6$+8+$

e Optando por uma das substituigoes:
Vo2 -6z +8 =z +t
z? —6x+8 :\/§+tx
a? -6z +8 = (z -2t
o — 6z +8 = (z—4)t

é possivel transformar o problema numa primitiva de uma funcao racional em ¢,
soltivel com base nos métodos gerais vistos no médulo anterior.
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