p103-p164 : Generalidades sobre fungdes reais de variavel real.
Conceito de
» Ler com atencgéo. » Monotonia de uma funcéo
» Dominar os conceitos. » Funcéo Par e Funcao Impar.
» Fazer exercicios. » Funcéo Periodica.
Conceito de » Funcéo Limitada.

» Funcéo (Aplicacao).

b Correspondéncia Univoca. » Classificacdo de funcdes reais de variavel real.
» Dominio e Contradominio de uma fungéo.

» Funcéo Sobrejectiva, Injectiva e Bijectiva.

» Identidade, Restricdo, e Extensdo de uma funcéo.
» Funcéo Composta.

» Funcéo Inversa.

» Operagdes com fungdes.

Funcio (Aplicagio) Dominio

Sejam A e B conjuntos quaisquer e seja f uma relagio binaria de A O dominio de uma fungio f: A — B é o conjunto dos objectos « € A

para B. Dizse que f &uma aplicagio de A em B ou uma fungio tais que existe y € B correspondente a cada um deles, e representa-se por

definidaem A com valoresem B se D;

Vze A IlyeB:y=
ve yeB:iy=J) VxeA,ElyeB:y:f(z)

Contradominio

Note-se que se trata de uma correspondéncia univoca definida de A para — - ’ . .
O contradominio de uma fungdo f: A — B é o subconjunto de B cujos

B, ou seja, qualquer elemento de A tem correspondente em B e o elementos sio as imagens por meio de f dos elementos do dominio, e
correspondente € inico. representa-se por CDy

Os elementos de A designam-se por objectos.

Os elementos de B designam-se por imagens ou transformados.

O conjunto A designa-se por conjunto de partida ou dominio.

O conjunto B designa-se por conjunto de chegada.



Funcio Sobrejectiva s

A fungio f: A — B dizse sobrejectiva se o contradominio de f coincide

com o conjunto de chegada, CD; = B, isto &
VyeB,dze A:y= f(x)

Funcio Injectiva

A fungio f: A — B dizse injectiva se a objectos diferentes correspondem

imagens diferentes

V1,29 € Dy, 21 # 29 = f(21) # f(23)

Fungio Bijectiva

A fungio f: A — B diz-se bijectiva se for sobrejectiva e injectiva.

Vy € B, ElxeA:y:f(x)

Funcio Composta

Dadas duas fungdes quaisquer f e g, chama-se g compostacom f,e

representa-se por go f,ou g(f) a fungio assim caracterizada
-O dominiode go f é o subconjunto do dominio de f
constituido pelos elementos cujas imagens pertencem ao dominio
de g.
Dyoy = {x:x € Dy Af(z)eDg}
- O conjunto de chegadade go f éode g.

- (g f)(z) = glf(@)] Yo e Dyos

Identidade de fungdes

Diz-se que duas fungdes f e g sdo idénticas se
- Tém o mesmo dominio
- Tém o mesmo conjunto de chegada
- f(z) = g(x),Vz € Dy

Restri¢io de uma fungio

Seja f: A—> B e C,um subconjuntode A, C' = A. Chama-se
restrigio de f a C' A fungio g: C — B tal que

Vz e C, g(z) = f(z)

Extensio de uma funcio

Se g: C — B éuma restri¢io de uma fungio f: A - B onde C c A,

entdo f diz-se uma extensdo, ou prolongamento,de g a A

Exemplo:

f:A—> Bcom A={23}, B={1357} e f(x) =2z +1
g:C— D com C=1{1135}, D=1{442027} e g(z) = 2> -5

Dgos = {12} O conjunto de chegada é D CDgyos = {a.20}

gOf:g[f(x)1:(2z+1)2—5=4x2+4z—4



Funcio Inversa

Seja f : A —» B uma fungio injectiva. Chama-se fungio inversade f, e
representase por !, a fungio tal que

- Tem por dominio o contradominio de f, D,-1 = CDy
- Tem por contradominio o dominio de f, CD .1 = Dy

-y=1"(@) o= f)

S6 as fungdes injectivas tém funcio inversa

Funcio Identidade

Chama-se fungio identidade num conjunto A, e representa-se por [ 4, a
fungio que a qualquer elemento de A faz corresponder o préprio

elemento, Vz € A, I4(z) = z.

Funcio Real de Variavel Real "

Chama-se fungio real de variavel real a qualquer fungio dum subconjunto

deRem R, frAcCR>R > y=f(n)

E usual usar a varidvel z para indicar qualquer objecto, ¢ a varidvel y
para indicar a correspondente imagem. Diz-se que x ¢é a variavel

independente e y a varidvel dependente.

Propriedades da composicio e da inversio de fungdes

1. A composigio de fungdes ¢ associativa
Para quaisquer fungdes f, g, h tem-se: (f o g)o h=/fo (g o h)

2. A composicio de fungdes nio é comutativa
Para quaisquer fungdes f e g, tem-se em geral que: fog = go f
Se fog=gof,entio f e g dizem-se permutaveis.

3. A aplicagio identidade é elemento neutro para a composigio de
aplicagdes, foly =Igof=f.

4. A composi¢io entre uma fungio e a sua inversa € a aplicagdo identidade.
Sendo f: A — B,entiofoft=Ige flof=1,.

5. A inversa da composta de duas fungdes é igual & composta das inversas

dessas fungdes, em ordem inversa, (go f)™ = f o g7t.

Dominio 12

E usual indicar uma fungio real de variavel s6 pela sua expressio analitica,
neste casos convenciona-se que o dominio da fungio é o maior

subconjunto de R para o qual a expressio analitica é possivel (em R).

Sendo A(z) e B(x) quaisquer expressdes analiticas, indicam-se na tabela

as condigdes a impor para a determinagio do dominio

Expressio Condigio

A(z)
B(z) B(z)#0
B A(z), comn par Alz) 20
log, (A(x)), (a > 0,a = 1) A(z) >0
A(z)B@ Alz) >0




Exemplo: 1 Contradominio b
) No caso geral a determinagio do contradominio de uma fungio real de
Dominio da fungio real de variavel real f(z) = (3 —|2f)100 2 vl real imli
variavel real implica o

Por definigdo de poténcia de expoente real, a base tem de ser positiva. - Estudo da funiio: continuidade; assimptotas; monotonia;

3-lz>0e-3<z<3 extremos locais; etc.

D={zeR:-3<z<3} Nos casos mais simples o contradominio pode ser determinado

Rl i) - A partir da definicio.
- A partir do dominio da relagio binaria inversa.

Exemplo: 15 Operagoes com funcdes 16

Adigio
(f +9)(x) = f(x) + 9(z), Dyrg =Dy N Dy

. L. - - 22
Determine o contradominio da fungio g(z) = 3 - 5227 .

y=3-52"7 &3y =52 o log (3-y) = 20— a2 Subtracgio
- = f(z) - D; ,=D;nD
ok (ITilogBy) (f - 9)(@) = f(@) - o(«), Dy, =Dy D,
R R Multiplicagio
- {y <3 (f % 9)(@) = @) xg(a), Dy.y = Dy D,
y=2 P
Divisao
(f +9)(@) = f(x) + (), Dpsg =Dy 0Dy {we 9t glz) =0}
CD, =[-23] Composigio
(fo9)(@) = fg(x)), Dyoy :{IEZRZIEDQ/\g(z)EDf}
Inversio

y=f"@) e c=fy), D =CDy, CD.y =Dy



Exemplo:

Considerando as fungdes reais de variavel real

z—1 sex<1 T sex <0
= =4 1
f(@) ! sex>1 9() 3 sex >0
T - -4

caracterize (f + g)()

Dy., =%\{02}

z—1

sex <0
T
i(:r): 2 —2? —dz+4 seO<z<1
g z+2 sex>1

Funcio Par e Func¢io Impar

Uma fungfo r.v.r. dizse uma fungio par se

Vaz e Dy : f(x) = f(-z)

Uma fungfo par é simétrica em relagio ao eixo das ordenadas.
Uma fungio r.v.r. dizse uma fungio impar se

Vz e Dy : f(z) = ~f(-z)

Uma fungio impar é anti-simétrica em relagio ao eixo das

ordenadas.

Fungio Periddica

Uma fungfio r.v.r. dizse periédica se existir um T e R \{0} tal que

Vze Dy flz+T)= f(z)

O menor valor positivo de T diz-se o periodo fundamental da fungio.

. - 18
Monotonia de uma fungio

Uma fungio r.v.r. dizse mondtona num subconjunto A do seu dominio

se é crescente ou decrescente em A .

Funcio crescente. f(z) ¢ crescente em A se
Vi, Ty € A: g >3 = flag) 2 f(z7)

Fungio estritamente crescente. f(z) ¢ estritamente crescente em A se
Vi, 9 € A9 >3 = fl@g) > f(z7)

Funcio decrescente. f(z) € decrescente em A se
Vay,29 € A:xg > a1 = flzg) < flaq)

Funcio estritamente decrescente. f(z) ¢ estritamente decrescente em A

se

Vay,29 € A:xg > a1 = flzg) < fla7)

Funcio Limitada 20

Seja f(x) uma fungdo r.v.r.e A um subconjunto do seu dominio.

f(x) dizse uma fungio minorada em A se o conjunto f(A) for
minorado.

f(x) diz=se uma fungio majorada em A se o conjunto f(A) for
majorado.

f(x) dizse uma fungio limitada em A se o conjunto f(A) for
limitado.

Chama-se supremo, infimo, maximo, e minimo de f(z) em A, ao
supremo, infimo, maximo e minimo do conjunto f(A), se existirem.

Se f(z) for limitada em A, chama-se oscilagio de f(x) ema A

sup(]}ir)) ~inf(f(z)).
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Classificagio de fungdes reais de variavel real 1.2 Fungio Quadratica
1 Fungdes Polinomiais fl@)=az? +bz+c , a=0bceR
Uma fungio r.v.r. dizse polinomial se a sua expressdo analitica & da forma
f(2) = agz™ + a1z N+ apz" 2 + ..+ a, z+a, a>0 a<0

em que ag,dy,...,a, sio nimeros reais, ditos os coeficientes do
olinébmio, € n,n — 1,...,1,0 sdo inteiros nao negativos, sendo n o grau do
linbm n-1..10 nt t nd rau d
polinémio.
1.1 Fungio Afim

flxy=mz+b , abeR

m=Y2""% z= _b
To — X7 2a
b=y —mx
x
2 Fungbes Racionais = Exemplo: 24
Uma fungio r.v.r. dizse uma fungio racional se a sua expressio analitica ¢ 5
x
da forma flz)= T+1
@) Pl agr” +az" Tt +aga" vt a4y gz +ay,
z) = =
Q@ pe™ + ™+ byr™ 2 4o+ by, ozt by,
lim f(z)= lim ———=2
T—>t0 T—>t0 1 l
2.1 Fung¢io Homografica ¢
Uma fungio r.v.r. dizse uma fungio homografica se a sua expressio lim f(z)= =2 +00 |
z—>-1" 0~
analitica é da forma i
2
b hm1+ flz)= ey = - oLt
=2TT0 b #0,de® e |
cx+d 31

A representagio geométrica duma fungio homografica é uma Hipérbole

Equilatera com as assimptotas paralelas aos eixos coordenados



3 Fungdes Irracionais 25

Uma fungio r.v.r. diz-se uma fungio irracional se na sua expressio analitica
existem operagdes sobre a variavel independente nio redutiveis a adigo,
subtracgio, multiplicagio e divisio em nimero finito.

3.1 Irracionais algébricas

Uma fungio r.v.r. diz-se uma fungio irracional algébrica se na sua
expressdo analitica as operagdes sobre a variavel independente sdo apenas as
de adigio, subtracgio, multiplicagdo, divisio, potenciagio de expoente

inteiro e radiciagio em nimero finito.

Exemplo: f(z) =+ Yz +1

3.1 Irracionais transcendentes

Uma fungio r.v.r. diz-se uma fungio irracional transcendente se nio é
algébrica.

Exemplos: f(z) = sen(z); f(z)=e”



