p297-p342 : Limites de fungdes reais de variavel real.

» Ler muito atentamente.
» Conhecer e dominar as técnicas
de calculo de limites.

» Fazer exercicios.

» Limite segundo Cauchy.

» Limites Laterais.

» Teoremas.

» Indeterminacdes.

» Limites de referéncia.

» Exemplos de célculo de limites.

Limites Laterais

Seja f uma fungio r.v.r. de dominio D.
Se a € % é um ponto de acumulagio de ]a,+ oo N D dizse que o limite

lateral direito de f no ponto a € b eescrevese lim f(z)=b, se
+
r—a

Vé>0,Ele>0:zeDAx>a/\0<‘zfa‘<e:‘f(x)fb‘<6
Se a € R & um ponto de acumulagio de |- oo, a N D diz-se que o limite

lateral esquerdo de f no ponto a é b e escrevese lim f(z)=b, se
T>a

v6>0,3de>0:zeDAaz<an0<|z—d<e=|f(z)-b <6

Seja f uma fungio r.v.r. de dominio D e seja a € R um ponto de acumulagio de

D.Dizse queo lim f(z)=b,sse, lim f(z)= lim f(z)=0b
T—>a z—>a” z—>a”

Limite segundo Cauchy 2

Seja f uma fungio r.v.r. de dominio D eseja a € R um ponto de acumulagio de
D . Dizse que o limite, segundo Cauchy, de f no ponto a é b e R, e escreve-se

lim f(z) = b, se, para qualquer niimero real§ > 0, existe um nimero real € > 0
T—a

/

tal que, para valores z do dominio, distintos de a, a distincia de f(z) a b ¢é
inferior a § quando a distincia de z a a for inferiora .

lim f(z)=b< V6>0,3e>0:xe DA0<|c—d <e=>|fz)-b <6

T—a

Teoremas

1. Unicidade do limite

O limite de uma fungio num ponto, quando existe, € Ginico.
2. Limite da funcio constante

Sendo k um valor constante e A é um intervalo aberto,

se f(xr)=k ,VreA,e ac Aentdo lim f(z)=k.

T—a
3. Limite da funcio composta

Se lim f(z)=b e lim g(z) = g(b), entdo
z—b

r—a

lim g[f(z)]= g(b)

r—a
4. Limite da fun¢io enquadrada

Se numa vizinhanga do ponto a se tem g(z) < f(z) < h(z) e

lim g(z) = lim h(z) =b,entio lim f(z)=b.

r—a r—a r—a



5. Algebra dos limites

Se lim f(z)=b e lim g(z) = c,com a,b,c € R, entio:
r—a T—a

L lim[f(z)+ g(z)] = b + ¢, desde que nio ocorra +oo + (—)
Tr—a
ou —o0 + (+00) .
2. lim [f(z) - g(z)] = b — ¢, desde que ndo ocorra +oo — (+o0)
T—a
ou —o — (—o0).
3. lim [f(z) g(z)] = b ¢, desde que néio ocorra 0(+e0), 0(—o0), (+0)0
r—a
ou (—0)0.
4. lim [f(z)/g(z) ] = b/c, desde que nio ocorra 0/0, +oo/+o0, —o0/—c0,
Tr—>a
+00/—00, OU —00/+00 .

5. lim [f(x)]9®) = b¢, desde que ndo ocorra 17, 17, 0%, ou + .

Tr—a

Indeterminagdes

Existem 7 simbolos de indeterminagio.

02 0w, -0, 17,00,
0 %’ : 17,07,
o 0 £
1. Indeterminagdes da forma PR
o0

11 tim B2 oy i [ 2

z>+0 g(T) o z>—0 g(x)

Dividir o numerador e o denominador pela expressio que cresce mais

rapidamente
Exemplo 3
. 1+-%
. z° +3x T T _1
lim = lim ==
o223 — 227 + 5z 19*w2_2+i 2
z g2

6. Limite do produto de um infinitésimo por uma fungio limitada

Se lim f(z)=0 e g(z) élimitada Vz € V,(a) \a, entio

r—a

Iim (f(z)g(z)) = 0

1.2 lim f@) -0
z—>0 g(x) 0

Dividir o numerador e o denominador pela expressio que decresce mais
lentamente
Exemplo

23 +3z a? +3 3

lim — " = lim ———— = —
50973 — 922 45z 90222 —2z+5 5

1.3 lim M = 0 ,a # 0,400,—0

z—sa g(zr) O
Dividir o numerador e o denominador por z —a
Exemplo

B2 _ (@-1D@" +2+2) 4
lim =————= = lim 1.3 2 s
a1 % -1 el (z-1)(z" +2° +2° +2+1 O

6



2. Indeterminagdes da forma 0 x o

. - - 0 el
Transformar em indeterminagdes da forma PR

)
Exemplo
lim el7%3% i 3%
T—>+0 = lm -1
T+ ¢
3 x
=e lim | —
T—>+wo\ €
=

4. Indeterminagdes da forma 12,00, 00

. . - 0 0
Transformar em indeterminagdes da forma 0o
o0

In(f(z))
1

)7 = M) _ a@m(f@) o)

Exemplo
1 . In(z+1)
. 1 lim ——=
lim (z+1)nz  _ conie I
T—>+0
In(1+4)
lim | 1+ z
T—+90) Inz
=e

3. Indeterminagdes da forma o« — 10

. N 0 0
Transformar em indeterminagdes da forma 0o

@) - gla) = — I A2
flx) gl
Exemplo

lim (x -In(2 + ez)) = lim (ln e’ —In(2+ ex))

T—>+0 T—>+0
x
. €
=1In| lim
z—>+0 2 4+ %
=1In(1)
Limites de referéncia. 12

f(2)
Se lim f(z) = 2o entdo lim {1 +ij —ef Vken

z—>a z—>a f(x)
Exemplo s
3 3 22
liinlxzizz = lim|1+—2
z 1 3
2-2x

8
=e 2



Limites de referéncia.

arctg(z)
z

sen(z) _ lim tg(z) _ lim arcsen(z) _ lim
>0 T >0 T z—>0

lim

z—>0 &

Se lim f(z) =0, entdo

Tr—a
i SV _ e teU@) _ - arcsen(f(z))
e f(z) a>a  f(2) z—>a f(z)
- arctg(f(z)) .
z—a f(z)
Exemplo
lim sen(4-2z) _ hm(w 4- 295)
z>2 3r-6 72 4-2x 3x-6
__2
3
Limites de referéncia.
. €
lim —=w ,Vpe®R
z—>0 P
Se lim f(z) = w0, entdo
r—a
f@
lim =0 ,VpeR
T—>a f(z)p
of @

lim =0 ,VpeRaa>l
z—a f(x)?

Relagdes tteis para levantar Indeterminagdes.

Vz e }O,g‘: :sen(z) < z < tg(x)

Yz e }_ gg‘: : |sen(z)| < 2| < [tg(z)|

13 Limites de referéncia.

=1

et -1
lim
z—>0 T

Se lim f(z) =0, entdo
Tr—a
X ef(z) -1
lim =

T—>a f(:z)

Exemplo
3z

2

lim

70 2% + 2z




