p343-p380 : Continuidade de fungdes reais de variavel real.

» Ler atentamente.
» Dominar os conceitos.

» Fazer exercicios.

» Funcéo continua, prolongavel por continuidade, e descontinua.
» Classificagao de descontinuidades.

» Continuidade num intervalo e por secgdes.

» Teoremas de Bolzano e Weierstrass.

» Exemplos de estudo de continuidade.

Prolongamento por continuidade.

Seja f uma funcio r.v.r. de dominio D eseja a € R um ponto de acumulacio

nao pertencentea D .
Dizse que f é prolongavel por continuidade em a se
l.agD (ou seja, f(a) ndo esta definido)

2. Existe e é finito lim f(z)
Tr—>a

Sendo f prolongavel por continuidade em @, chama-se prolongamento
por continuidade de f no ponto a i funcio f de dominio DU {a},

tal que

_ f(z) ,sexeD

T)=11lim f(z) .sex=a
Tr—>a

Fungio Continua. 2

Seja f uma funcio r.v.r. de dominio D e seja a € R um ponto de acumulagio de
D.
Dizse que f é continua em a se

l.aeD

2. Existe e ¢ finito lim f(z)
Tr—a

3. lim (@) = f(@).

Continuidade Lateral.

Sendo a € D um ponto de acumulacio de D N Ja,+ o], diz-se que f é

continua a direitaem a se lim f(z) = f(a)
z—a’

Sendo a € D um ponto de acumulagio de D N ] — o0, + a[, dizse que f é

continua a esquerda em a se lim f(z) = f(a)
T—>a

Fungio descontinua. 4

Seja f uma fungio r.v.r. de dominio D eseja a € R um ponto de acumulacio de
D. Dizseque f ¢ descontinua em a se nio ¢ continua nem prolongavel por

continuidade.

O ponto a diz-se um ponto de descontinuidade de f.

Um ponto de descontinuidade diz-se de primeira espécie se existem e sio
finitos ambos os limites laterais no ponto, caso contrario diz-se um ponto

de descontinuidade de segunda espécie.



Continuidade num subconjunto do dominio.

Seja f uma funcio r.v.r. de dominio D.
f dizse continua no conjunto A = D ¢ A < D', se é continua em

todos os pontos do conjunto.

f diz-sc continua num intervalo fechado I =[a,b] com I c D ¢

I < D', se é continua no interior do intervalo e lateralmente continua, do
lado do intervalo, nos extremos do intervalo.

f dizse seccionalmente continua no conjunto Ac D e Ac D', se

¢ continua em A ou se ¢ finito o conjunto de pontos onde f nio é

continua em A e em nenhum desses pontos ocorre uma descontinuidade

de 2* espécie.

Procedimentos no estudo da continuidade.

1. Determinar o dominio sem proceder a qualquer simplificagio da
funcio.

2. Determinar o derivado do dominio.

3. Justificar a continuidade da fun¢io usando, se possivel, os teoremas das
propriedades operatorias.

4. Estudar a continuidade da fungio, pela definicao, nos pontos onde os

teoremas nao forem aplicaveis.

Teoremas (propriedades operatdrias). 6

Uma fungio constante num intervalo aberto ¢ continua em todos os pontos desse

intervalo.

Sendo f e g fun¢des continuas num ponto a, também sio continuas em a as

funcoes:
1. f+g. 2. f-g. 3. fxg.
4. f/g,se gla)#0.

5 f",com ne N.

6. 5[, sc fla)>0 para n par.

Uma funcio polinomial ¢ continua em 9N .

Se g ¢ uma funcio continua num ponto a, e f ¢ uma fungio continua num

ponto g(a), entdo fog ¢écontinua no ponto a.

Teorema de Bolzano. 8

Seja f uma funcio r.v.r. continua num intervalo I, e seam a e b dois pontos de
I,coma<b.

Se f(a) < f(b) entio Vk € |f(a), f(b),3c € Ja,b] : f(c) =k

Se f(a) > f(b) entio Vk € Jf(b), f(a),3c € Ja,b] : f(c) =k

(ou seja, uma funcio continua num intervalo nio passa dum valor a outro

sem passar por todos os valores intermédios.)

Corolario 1: Se f é continua em [a,b] ¢ f(a)f(b) <0 entio 3c € Ju,b[: f(c) =0

Corolario 2: Se f ¢é continua no intervalo I entio f(I) é um intervalo.

Teorema de Weierstrass.

Uma funcio continua num intervalo limitado e fechado tem maximo e minimo

nesse intervalo.



Exemplo 1.

Seja f a fungio r.v.r. definida por

,sex <2

x
fl@)=<42_4

-x+4 ,sex>2
Determine o dominio de f.
Estude a continuidade de f nos pontos-1,0,1 e 2.

Esboce o grafico da funcio.

Df:{zeiﬂ:zSQ/\zQ7:r¢0}u{z€91::r>2}
=F w0 uloiuln2]ul2+«]

Dy =n\{0,1}

Exemplo 2.

Seja f a fungio r.v.r. definida por

ln(?;xi—Q) sex<l
7 -1
flz) = 3 sex =1
9 ;
e e
—— ,sex>1
3z -3

Estude a continuidade de f no ponto z =1.

3
1e Dy, 1)=—
€ Dg, f(1) 5
2-z 1-z _ _
lim f(z)= lim &€~ lim MM:_E
1 1t 3x—3 e1t 1-z =3(1-x) 3

lim f(z)= lim ln(?;:r -2) ~ lim In(3z-3+1) 3(z-1) _3
z—>1" z—-1" 7 -1 z>1" 3z -3 (CK—])(CE-F]) 2

2e D, 10

le Dy lim f(z)=1=f2) lim f(z)=2
52 z-1*

lim f(z) = —0 lim f(@) =+

P ey f ¢ descontinua de 1* espécic = = 2

[ & descontinua de 2* espécic = 1 sendo continua & esquerda no ponto.

4

sl - L L

~leD; 0¢ Dy

lim f(:):—%:f(—l) 7!%)/(1):*1

z>-1

J & continua em z = -1 J & prolongivel por continuidade em z = 0

A fungio ¢ descontinua, de 1* espécie, em z = 1, o ponto pertence a0
dominio, mas o limite no ponto nao existe, dado que os limites laterais,

que existem e sdo finitos, sio diferentes. Como lim f(z) = f(1) podemos
z—>1"

dizer que f(z) ¢ continua a esquerda em z =1.

Exemplo 3.

Seja f a fungio r.v.r. definida por

flz) = TENT AL Ja +a?
Nzt +z?

Estude a continuidade de f no ponto z =0.

OEDf



c+zte® 1, T 13
T iEz

lim f(z) = lim ~———— == lim
z~>0f( ) z—0 2 CC4+CE2 2 20

lim f(z) = 1 lim L
-0 2250 \[p4 142
z

lim f(ac):l lim[ i +]J=1

z—0" 2 750" z7+1

. 1 .. 1

lim f(z)=— lim | ———+1|=0
z—>0" 22507\ _+ CC2+]
A funcio ¢ descontinua, de 17 espécie em x = 0, dado que o ponto nao
pertence ao dominio, o limite ndo existe, mas os limites laterais existem e
sao finitos (embora diferentes, sendo a fungio poderia se prolongavel por

continuidade).

2.1 Estudo da continuidade no ponto = = 0

Oin

lim f(z)= lim ——————%=

z—>0" z—>0" ‘12 — 21‘

arcsen(l - EJ s

2 2
== =+

O+

A funcio ¢ descontinua, de 2* espécie, em z = 0, dado que o ponto nao

pertence o dominio e o limite existe mas ndo ¢ finito.

2.2 Estudo da continuidade no ponto = = 2
2¢ Df

arcsen(] - Ej 1=

2 2

T
arcsen(l - Ej
lim f(z)= lim ————=% = lim
z—>2" z—>2" ‘x — 2;1:‘ z—>2" 1-— z ‘CEQ - 22‘
2

Exemplo 4.

Estude quanto a continuidade a fungio r.v.r. definida por

arcsen(l - EJ
.\ 2)

‘12 - 21“

fl=) =

1. Dominio da func¢io

Df:{zeﬂtzflsl—gsl/\‘zzfﬁ‘¢0}

Dy =10.2[U]2,4]

2. Estudo da continuidade da fun¢io
f(x) é continua nos intervalos ]0,2[ e ]2,4] resultantes da imposicio das
restricoes necessarias a forma da expressio analitica composta de fungoes
polinomiais, que sio continuas em R .

Basta fazer o estudo nos pontos £ =0 ¢ x =2.

16
——
x
‘] =
. . 92 1
lim f(z)= lim ——&—=—-—
2" 2 4
- 22(1 - 7J‘
2
+
——
arcsen(] - g} 1-Z 1=z .
lim f(z)= lim = lim 2 =—
2" z—2" 1- z ‘22 — 22‘ T2 | 22(] _ EJ‘ 4
2

A fungio ¢ descontinua, de 1* espécie, em z = 2, dado que o ponto nao
pertence o dominio, o limite ndo existe, mas os limites laterais existem e
sdo finitos (embora diferentes, sendo a fungio poderia se prolongavel por

continuidade.).



Exemplo 5.

Calcule os limites:

1.
lim & = lim Gl
zollnz++z -1 yaoy_'_aley -1
eyQ -1 y2
= lim
¥20 YT gy q/e? 1
eV -1 1
= lim 3
v20 Yyt o1 eV -1
Y Y
=0
1 0 1
z? sen(fj '-jT\ =
2 lim — %2 = limxsen(f] L -0
z—0 Sen(:r) z—-0 x sen(:r)




