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8. Calculo diferencial em IR.

» Funcéo regulares em intervalos.
» Teorema de Rolle.
» Teorema de Lagrange.
» Teorema de Cauchy.
» Regra de Cauchy.
» Aproximacéo Polinomial.
» Formula de Taylor.
» Férmula de MacLaurin.

» Estudo de Funcdes.
» Monotonia e Extremos.
» Concavidades e Inflexdes.
» Assimptotas.

» Estudo completo.

Teorema de Lagrange.

(do valor médio, ou dos acréscimos finitos)
Seja f uma fungio de dominio Dy, e seja [a,b] c Dy.
Se f éregularem [a,b]

Entio 3ce b : w = f'(c).

Teorema de Cauchy.

(generalizagio do teorema de Lagrange)

Sejam f e g duas fungdes definidas num intervalo [a,b].

Se: i) f e g sio regulares em [a,b]
i) g'(z) = 0,V € o, b] .

5  fb) = fla) _ f(e)
Entio 3c e o b[: Wb =)~ ge)

Funcbes regulares em intervalos.

Funcio regular.
Seja f uma fungio de dominio Dy, e seja [a, b] c D;.Dizse que f ¢

regular em [a,b] se f é continua em [a,b] e é diferenciavel em Ja, b] .

Regra de Cauchy.

Teorema de Rolle.

Se: i) f éregular em [a,b]
i) f(a) = f(b)-
Entio 3¢ e Jo,b]: f(¢) = 0.

Corolario 1.
Entre dois zeros duma fungio diferenciavel existe pelo menos um zero da
funcio derivada.

Corolario 2.
Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcio diferenciavel
existe, quanto muito, um zero da fungio.

Sejam f e g duas fungdes diferencidveis numa vizinhanga de a, privada
de a,onde g' ndo se anula.

Se lim&w):9 ou limmzﬁ

entio
zoaglz) O zoa glx) *

se este tltimo limite existir.

Exemplo.

_ 2z 1
z->0  sen”(2z) 48



Aproximagio Polinomial. 5

Formula de Taylor.
Seja f uma fungio n vezes diferencidvel numa vizinhanga dum ponto a,

seja x um ponto dessa vizinhanga e ¢ um ponto entre a ¢ x. Tem-se que

f@) = f@)+ F@-a) s LD ap s L@ (gt

2 (n=1)!
nl (k)
= f k'(a) (Z— a)k + Rn
k=0 )
™) :
emque R, = (z—a)" & designado por resto de ordem n.

n!

Formula de Mac-Laurin.
(Caso particular da férmula de Taylor para a = 0)
7=l £(k)
fz) = fi'(()) 2+ R,
pors k!
ARIO

' z",ecentre 0 e x.
n!

com R, =

Extremos 7

Seja f uma fungio de dominio Dy e seja @ um ponto de Dy.
Se Je > 0,Vz € V,(a) se tem:
L f(z) > f(a),entdo f(a) dizsse um minimo local, ou relativo,
em sentido estrito.
2. f(z) = f(a),entio f(a) dizse um minimo local, ou relativo,
em sentido lato.
3 f(z) < f(a),entdo f(a) dizsse um maximo local, ou relativo,

em sentido estrito.
4. f(z) < f(a), entio f(a) dizse um maximo local, ou relativo,
em sentido lato.
Se Vi € Dy se tem:
3. f(x) < f(a), entdo f(a) dizsse um maximo absoluto.

6. f(z) = f(a), entdo f(a) dizsse um minimo absoluto.

Em qualquer das situagdes f(a) dizse um extremo e a dizse um

extremante.

Estudo de Funcdes.

Monotonia.

(Corolarios do teorema de Lagrange)

Seja f uma fungio diferenciavel num intervalo I .

1 Se f(z) # 0,Vz e I,entdo f éinjectivaem I .

2.Se f'(z) > 0,Vz e I,entdo f ¢é estritamente crescente em [ .
3.Se f'(z) < 0,Vz e I,entdo f & estritamente decrescente em I .
4.Se f(z)=0,Yx e I,entio f éconstanteem [ .

Sejam f e g fungdes diferenciaveis num intervalo I .
5.8e f'(z)= g (x),Vz e I,entdo f— g €constanteem [ .

,/ Maximo absoluto: f(z3).

Minimos locais: f(a) e f(x;).

Maximos locais: f(z), f(x3) € f(zy)-
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Em pontos interiores do dominio, os extremos locais ocorrem

1. Em pontos onde a derivada se anula, ditos pontos de
estacionaridade. ( f'(zg) = f'(x;) = 0).
2. Em pontos onde a fungio nio ¢ diferenciavel.
(felaz) = falaa) ¢ folay) # filzy))
Nio ¢ suficiente que a derivada se anule num ponto para que esse ponto
seja extremante local. ( f'(z9) =0).

Se

1. f éuma fungio n vezes diferenciavel numa vizinhanga de um ponto
a,n=2.

2. £ & a primeira das sucessivas derivadas de f que nfo se anula no
ponto a.

3 £ ¢ continua em a.

Entio

1.se n éimpar, f nio tem extremo local no ponto a.
2sen épar, f(a) & £ minimo local se f((a) > 0.

# méximo local se f™(a) <0.

a xO x T 2 X 3 Xy b

Em zj, 71,29 ¢ 23 f(z) tem pontos de inflexdo.

Em |zg, ;[ € Jag. 23] f(x) é convexa.

Em Jﬂezo[s ]zlfIQ[! ]1‘3,14[ ¢ ]z-lb[ f(:E) ¢ concava.

Concavidades e Inflexdes. 10

Sendo f uma fungio diferenciavel num ponto a, e g a fungio
correspondente a recta tangente ao grafico da fungio f no ponto a,

g(z) = f(a)+ f'(a)(z—a),dizse que f ttmem z=a:

1. A concavidade para cima (¢ convexa) se 3e > 0,V € V,(a) : f(z) 2 g(z).
2. A concavidade para baixo (& concava) se Je > 0,V e V,(a) : f(z) < g(z)
3. Uma inflexdo se f(z)— g(z) tem sinais contrarios numa vizinhanga de

a,para r<a epara xr > a.

Se 1. f éuma fungio n vezes diferenciavel numa vizinhanga de um ponto
a,n=2.
2. ™) & a primeira das sucessivas derivadas de f, superior A primeira, que
ndo se anula no ponto a.
3 ™ ¢ continuaem a.
Entio
1 se n &impar, f tem uma inflexio em a.
2sen épar: i féconvexaem a se fM(a)>0.
i, fécdncavaem a se f(")(a) <0.
: 12
Assimptotas.
Assimptota vertical em x = a sse
lim f(z) =40 ou lim f(x)= %0
z—>a” z—a*
Assimptota nio vertical y = mx + b sse
. T .
lim f@) _ m e lim [f(z)-ma]=b
Exemplos.
1
(z) = fa)=la?+3
-1




Estudo completo de uma fungio.

1. Dominio, Dy.
2. Simetrias e periodicidade.
f(z) = f(=x),Va € Dy? (€ par?)
f(z) = =f(-x),Va € Dy ? (€ impar?)
f(x) = f(z+T),Va e Dy? (€ periddica?)
3. Intersecgdes com os eixos coordenados.
Pares (0, f(0)) e (z0).
4. Continuidade.
Pontos onde f é continua, prolongavel por continuidade ou

descontinua. Classificagio das descontinuidades.
5. Assimptotas.
Assimptota verticalem z =a se
lim f(z) =10 ou lim f(z) =+
z—>a” z—a”
Assimptota ndo vertical y = mz +b se
lim f@) _ m e lim [f(z)-mz]=b

x>t T T—>*to0

6. Monotonia e extremos.

Diferenciabilidade: f'(x), Dy ? Pontos de estacionaridade: f'(z) = 0?

Quadro do sentido de variagio.

Note bem: Nio é necessario z
(pontos singulares), nem suficiente f'(:r) - + -
(pontos de inflexdo), que se
verifique f'(a) = 0 para que f(x) N 7 .
f(z) tenha um extremo em q .
7. Concavidades e inflexdes.
f"(x),Dyr? Zerosde f"(x)?
Quadro do sinal de f"(z).
Note bem: Nio é necessirio ”CC
(pontos singulares), nem suficiente f (Z) - + -
(pontos de maximo ou minimo),
que se vertfique f”(a) =0 para que f(CE) A\ W A\

f(z) mude o tipo de concavidade

em a.




