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TOPICOS

Nogdo de primitiva.

* Chama-se a atengio para a

importincia do trabalho pessoal a Primitivas imediatas.

realizar pelo aluno resolvendo os

problemas apresentados na Regras de primitivagdo.

bibliografia, sem consulta prévia das

solucoes propostas, analise Método de primitivagdo por decomposigdo.

comparativa entre as suas resposta ¢
a respostas propostas, ¢ posterior
exposicao junto do docente de
todas as duvidas associadas.

1. Nocao de primitiva.

Primitiva.

Sejam f e F duas fungoes definidas num intervalo I < R. Diz-se que F' é uma primitiva de f no
intervalo I se

F'(x)=f(x) ,Vxel

Se F(z) é uma primitiva de f(z) no intervalo I, entdo qualquer fungdo G(z) da forma
G(x)= F(z)+ C, onde C é uma constante arbitraria, é também primitiva de f(z) em I, sendo a

expressao geral das primitivas de f(x):

Plf(@)] = [ f@)dz = F(z) + C
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Exercicios.

1. Calcule P[2x]
o Pl]=2+C
2. Calcule P[e”]
o Ple]=e"+C
3. Calcule P[sen(z)]
o Plsen(z)]=—cos(z)+C

4. Determine a funcao F(z) tal que F'(z) = 12554,Vx e R,e lim F(z)=m.
+ x T—>0

!

e Atendendo a que (arctan(u)) = e fazendo u =z, conclui-se que

bl
1+u?

! _p|_ % = F(z) = arctan(z?
P[F(x)}_PLHxQ)J F(z) tan(z?) + C

Logo, de lim F(x) =, resulta
T—>0

lim(arctan(m2)+6’:7r@arctan(oo)+0=7r<:>%+C:7rc>C=g
T—>®

Pelo que, finalmente:

F(z) = % + arctan(z?)
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2. Primitivas imediatas. Regras de primitivacao.

Primitivas imediatas.

As primitivas mais simples podem ser obtidas por recurso a um conjunto de regras, designadas por
regras de primitivacao, resultantes da “inversao” das regras de derivacdo. As primitivas calculadas
por estas regras dizem-se primitivas imediatas. Caso seja necessario proceder a algum tratamento
analitico antes de aplicar as regras de primitivacao as primitivas, assim calculadas, sao designadas por
primitivas quase imediatas.

Regras de primitivacao.

Considerando a funcéo u, sendo n, a e k constantes, e omitindo as contantes de primitivagao, C,

temos:

Pk =Ekx

Pku=kPu

Pe'y' =e"

au

Pa'u' =

In(a)

’

Psen(u)u' = —cos(u)

P cos(u)u' = sen(u)

Psec®(u)u' = tan(u)

P cosec? (u)u' = —cotan(u)
Psec(u)tan(u)u’ = sec(u)

P cosec(u) cotan(u)u' = — cosec(u)
Primitivas quase imediatas

P tan(u)u’ = —In| cos(u)|

P cotan(u)u’ = In|sen(u)|

= arctan(u)

p—% - arcsen(u)

1= u?
p U
‘u‘w/uz -1

p %Y - argsh(u)

= arcsec(u)

u? +1
p—% - argch(u)
2
u” =1

Psh(u)u' = ch(u)

P ch(u)u' = sh(u)
Psech?(u)u' = tanh(u)

P cosech?(u)u' = —cotanh(u)
P sech(u) tanh(u)u’ = sech(u)

P cosech(u) cotanh(u)u’ = — cosech(u)

Psec(u)u’ = In| sec(u) + tan(u)|

’

P cosec(u)u' = —1In| cosec(u) + cotan(u)|
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1. Determine a

MATEMATICA 1 - TURMA 151

Exercicios.

fungao f(x) tal que f’(cc)zll,VxeR\{l}, flO)=5,e fle+1)=T7.

e Sendo f'(z)=

x—1

11,entéo f(x):P[ ! }

'
u

Tendo em atencao que P [ } = ln‘u‘ , e fazendo u = x — 1, resulta
U

f@)=hz-1+C ,z=1
In(l-2)+C; Lz <]
Cn@-D+Cy Lz >1
Sendo que f(0)=b<In(1-0)+C, =b<=C, =5
e fle+l)=T<n(e+1-1)+Cy=T=21+C, =T<=C, =6

In(l-z)+5 ,x<I1

resulta, finalmente flz) = {] (z-1)+6 :
nz-1)+6 ,z>

x+1
2. Calcule P| ———
Az? + 235}
n+l
e Tendo em atencao que P[u"u']= , resulta
n+1
1 = 1 =
P{“”} =P|(z®+22) 5(z+1)| =~ P|(z? + 22) 5(2z + 21)
V2 + 2z 2
_4
2 5
= ; (2 +42x) C = Z?/(mz +22)" +C
5
3. Calcule P sen72(ac)
cos”(z)
un+1
e Tendo em atencao que P[u"u']= — 1 resulta
n+

i {5(?:2(2)} = P[cos *(a)sen(a)] = Plcos (z)sen(z)] = cos ™ (z) + €' = sec(a) + C

, ou, de outro modo, tendo em atencio que P [sec(z)tan(z)u'] = sec(u), resulta

P[ sen(z) } _ P{ 1 sen(x)} = P[sec(x)tan(x)] =sec(z) + C

cos?(z) cos(x) cos(x)
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3. Método de primitivacao por decomposicao.

Primitivacao por decomposicao.

Sendo fi, fy,..., f, funcoes primitivdveis num certo intervalo, f, + f, +...+ f, € uma funcao também
primitivavel nesse intervalo, e

Pl +fy +.+ £, = Pl ]+ PR+ -+ P[f,]

Ou seja, a primitiva da soma é igual a soma das primitivas. Aplicada a apenas duas functes a
propriedade toma a sua forma mais comum

Plu + v] = Plu]+ P[v]

Casos de interesse.

1. Para primitivar quocientes de polinémios, N(z)/D(z), em que o grau de N(z) é maior ou igual ao
grau de D(x) deve proceder-se previamente a divisao.

N A(z)
P{ D@)} - Aol P{Dm}

2. Para primitivar poténcias de expoente impar de sen(z), P(sen®*'(z)),¥n e N, ou de cos(z),
P(cos®™ N (z)),¥n € N, decompor a expressdo utilizando as relacoes sen’(z) =1 — cos’(z), ou

cos?(z) = 1 —sen?(z), obtendo assim uma soma de primitivas do tipo

k+1
P[cos” (z)sen(z)] = _COZJF](@

k+1
P[senk(x) cos(z)] = w

3. Para primitivar poténcias de tan(z), P(tan"(z)),Vn>=2eN, ou de cotan(z),
P(cotan™(z)),¥n €N, decompor a expressio utilizando as relacdes tan®(z) =sec’(z)—1, ou

cotan®(z) = cosec’(z) — 1, obtendo assim uma soma de primitivas do tipo

tan"™ " (z)

Pltan" (z)] = S

— Pltan"?(z)]

n-1
P[cotan"(x)] = — cotan” (z) _ P[cotan™ % (z)]

n—1
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Exercicios.

$3+3$2+5$—2}

1. Calcule P{
z+1

e Procedendo a divisao dos polindmios, resulta

3 2 3
P[x + 3z +5x_2}:P[x2+2x+3+ _5}:g+x2+3x—5P{ ! }

z+1 x+1 z+1

3
=x—+x2+3$—5ln‘x+1‘+0

4 3
2. Calcule P T 2332 +Tz-3
z° +1

e Procedendo a divisao dos polinémios, resulta
4 3 _ _
P{x +22° + Tz 3}:1{3&2”3&_“ 5 2}

22 +1 " +1
3
=x+x2—$+5P{ 2230 }—ZP[ ! 2}
3 2 Lz +1 1+z

3
:%erz —x+§ln‘m+1\—2arctan($)+0

3. Calcule P [sen®(x)]
e Utilizando a relaciio sen’(z) = 1 — cos?(z), resulta
P[sen®(z)] = P[sen®(x)sen(z)] = P[(1 - cos*(z))sen(z)]
= P[sen(z) — cos®(z)sen(z)] = P [sen(x)] — P[cos?(z)sen(z)]

3
= —cos(x)+cosg(x)+0

4. Calcule P[cotan®(z)]

e Utilizando a relacio cotan?(z) = cosec’(z) — 1, resulta

Plcotan®(z)] = P [cotan®(z) cotan(z)] = P [(cosec®(z) — 1) cotan(z)]

2
= P|[cotan(z) cosec?(z)] — P[cotan(z)] = — cotan (z) _ P cos(z)
2 sen(z)
2
= _com2n(x) —In[sen(z) |+ C
nota: é igualmente valida a resposta
3 cosec’(z)
PJcotan’(z)] = BT In|sen(z) |+ C
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