e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

y 4 problemas apresentados na bibliografia,
sem consulta prévia das solugdes
propostas, analise comparativa entre as
suas resposta e a respostas propostas, e

posterior exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.

Matrizes

[Poole 134 a 178]
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Matriz. Elemento, Linha e Coluna de uma Matriz. Matriz Linha e
Matiz Coluna. Matriz Nula. Matriz Rectangular e Quadrada.

1. Sendo m e n dois nUmeros naturais, uma matriz A, mxn (m

por n), € uma tabela de m vezes n numeros (¢ R ou C),
dispostos em m linhas e n colunas

a1 Gt Gy
Aot e
Ap1 Om2 " Oy

2. Dizemos que q;; é o elemento da posicdo 7,7 da matriz A.

3. A i- ésima linha da matriz A é [a; a; - a,], ea j-
ésima coluna da matriz A é

alj

a2j

Ay

4. Uma matriz que s6 possui uma linha é chamada matriz linha
(1xn), ou vector linha,

A:[an Qi - a’ln:|

, € uma matriz que sé possui uma coluna é chamada matriz coluna
(nx1), ou vector coluna,

Ambas sdo designadas por matriz fila, usando-se o termo fila da
matriz para designar quer uma linha quer uma coluna de uma matriz.
5. Uma matriz em que todos os elementos sao iguais a zero diz-se
uma matriz nula, 0,

al'j = O, VZ,]
6. Se m #n dizemos que A é uma matriz rectangular, e se
m =n dizemos que A é uma matriz quadrada (de ordem n).

Exemplo 1.
Sejam as seguintes matrizes:
1 4 2 4 3 7
3 4 1 0 0
A=|2 3 5|, B= , C=12 6|, D=[5 1 3], E=|1|, F=
2 1 7 0 0
7 1 6 1 5

A matriz A é uma matriz quadrada (3x3), tal como F (2x2). Todas as restantes sdo
matrizes rectangulares. B é uma matriz 2x 3 (duas linhas por trés colunas), C é uma matiz
3x2, D éuma matriz linha (1x3), e E é uma matriz coluna (3x1).

Sao exemplo de alguns elementos das matrizes dadas acima

a/12:4, b23:7, d11:5, 631:3

© Prof. José Amaral ALGA MO1 - 2 04-10-2007
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= pjMatlab 1. o o
e Criacao de uma matriz linha 1x 3
' >> A=[1 2 3]
A =

1 2 3

e Criagao de uma matriz coluna 3 x 1
>> A=[1; 2; 3]
A =

1

2

3

e Criagao de uma matriz 3x 3
> A=[123; 412 ; 351]

A =
1 2 3
4 1 2
3 5 1
e Selecgdo de um elemento de uma matriz (a3, ), A(lin,col) ,
>> A(3, 2)
ans =
5
e Selecgao de uma linha de uma matriz (22 linha), A(lin,:) ,
>> A(2,:)
ans =
4 1 2
e Seleccdo de uma coluna de uma matriz (12 coluna), A(:,col) ,
>> A(:, 1)
ans =
1
4
3

Criagdo de uma matriz nula (2 x 4 ), zeros(nlin,ncol),
>> A=zeros(2, 4)
A =

© Prof. José Amaral ALGA MO1 - 3 04-10-2007
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Matrizes Quadradas: Diagonal Principal; Traco; Matriz Diagonal,
Triangular Superior, e Triangular Inferior. Matriz Identidade e
Escalar.

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n,
7. A sequéncia ordenada (ou n —uplo) dos elementos a

ijav,i:jl

(ayq,a99, "+, 0a,,), diz-se a diagonal principal de A

8. Designamos por trago de A a soma dé& todos os elementos da
sua diagonal principal

n
tr(A) =ajy +ag +-+a,, = Z%’
i=1

9. A diz-se uma matriz diagonal se todos os elementos que
estdo fora da diagonal principal sdo iguais a zero.

10. A diz-se uma matriz triangular superior se todos os
elementos situados abaixo da diagonal principal sao iguais a zero.
11. A diz-se uma matriz triangular inferior se todos os
elementos situados acima da diagonal principal sao iguais a zero.
12. A diz-se uma matriz identidade se todos os elementos que
estdo fora da diagonal principal sdao iguais a zero e todos os
elementos da diagonal principal sdo iguais a 1
(aij =0,Vi# j)/\(aij =1, Vi :.7)
13. A diz-se uma matriz escalar se todos os elementos que

estdo fora da diagonal principal sdao iguais a zero e todos os
elementos da diagonal principal sdao iguais a uma constante, k&,

(az’j =0, Vi # j)/\(az’j =k, Vi = j)

Exemplo 2.

Sejam as seguintes matrizes:
1 4 2 1 00 1 1 00 1 00

5/, D=0 3 0|, U=|0 5/, L={2 3 0|, I=]0 1 0, K=

6 0 0 0 6 4 1 6 0 0 1

S O W
S w O

0
0
3

»

A diagonal principal da matriz A ¢é o terno ordenado (1,3,6) e o seu trago é
tr(A)=1+3+6=10.

D é uma matriz diagonal. U é uma matriz triangular superior. L é uma matriz triangular
inferior. I é uma matriz identidade. K é uma matriz escalar.

© Prof. José Amaral ALGA M01 - 4 04-10-2007
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= p ] MatLab 2.
e Criagao de uma matriz 3 x 3 e selecgao da sua diagonal principal, diag(A),
' >>A5[123; 654; 789
A =
1 2 3
6 5
7 8 9
>> di ag(A)
ans =
1
5
9

e Calculo do traco da matriz, trace(A),
>> sun(di ag(A))
ans =

15
, ou simplesmente
>> trace(A)
ans =

15

e Criacdo de uma matriz diagonal

>> D=diag([ 1 2 3])

D =
1 0 0
0 2 0
0 0 3
e Selecgdo da matriz triangular inferior, tril(A), ou triangular superior, triu(A),
de uma matriz ja existente
>>tril (A >> triu(A)
ans = ans =
1 0 0 1 2 3
6 5 0 0 5 4
7 8 9 0 0 9
e Criacao de uma matriz identidade, 3x 3, eye(n), e de uma matriz escalar ,
3x3,
>> | =eye(3) >> K=3*eye( 3)
I = K=
1 0 3 0 0
0 3 0
0 0 1 0 0 3
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Algebra de Matrizes: Igualdade. Adicdo. Multiplicagdo por escalar.

14. Duas matrizes, A =(q;;),,., € B=(b;)
0o mesmo tamanho, ou seja, m=p e n=gq,
correspondentes sdo iguais, ou seja, a;; =b

sdo iguais se tém
e os elementos

15. A soma de duas matrizes do mesmo tamanho, A =(a;;)x, €

B = (b;;)xn » define-se como sendo a matriz mxn

C=A+B

resultante da soma dos elementos correspondentes de A e B, ou

seja,

Ci' :a/l]+b

J 15>

16. A multiplicagio de uma matriz, A =(

Vi,

por um

escalar, a e R (ou a € C), define-se como sendo a matriz mxn

B=aA

resultante da multiplicacdo por o de cada uma os elementos da

matriz A, ou seja,

bl] = aa/ij7 V’L,j

Exemplo 3.
Sejam as seguintes matrizes:

1 4 2 2 -1 1
A=|2 3 5|,B=|2 1 -1
4 1 6 1 4 -1
Asomade A e B é a matriz
C=A+B

(1+2 4+(-1) 2+1
=12+2 3+1 5+(-1)
4+1 1+4 6+(-1)
(3 3 3
=14 4 4
5 5 5

O produto do escalar o =5 pela matriz A é a matriz
B =5A
[5x1 5x4 5x2
=1bx2 Hx3 HxH
15x4 5x1 5x6
5 20 10
=10 15 25
120 5 30

© Prof. José Amaral ALGA M01 - 6
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= p ] MatLab 3. |
e Soma de duas matrizes, A+B ,
' >> A=[142; 235; 41 6]
1 4 2
2 3 5
4 1 6
> B[2-11; 21-1; 14 -1]
2 -1 1
2 1 -1
1 4 -1
>> C=A+B
3 3 3
4 4 4
5 5 5
e Produto do escalar ¢ =5 pela matriz A,a * A,
>> a=5
a=
5
>> B=a*A

© Prof. José Amaral ALGA M01 - 7 04-10-2007
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Produto de Matrizes. Poténcia de uma Matriz.
17. O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas
da primeira é igual ao nimero de linhas da segunda, A =(a;;),x,€

B = (b;;)x, » define-se como sendo a matriz mxn
C=AB

cujos elementos, c, ., resultam do produto ordenado dos elementos

ij 1
da linha 7 da matriz A pelos elementos da coluna j da matriz B
hll X bl] b]n
by 25 bon
X :

al af o oaf]’ x
¢ Cip y v
Najl] ciomac
Cm1 " Cmn : : :
_aml Apo amp_
, OU seja

p
k=1

18. Dada uma matriz quadrada A e um inteiro ndo negativo k&
definimos a poténcia de uma matiz como

AF = AxAx---xA

k termos

,sendo A’ =1, .

Exemplo 4.
Sejam as seguintes matrizes:

1 2
1 2 3 4 1

A = , D= , E=|3 1
3 -1 2 10

0 4

Do produto da matiz D, (2x 3), pela matriz E, (3 x 2), resulta uma matiz 2 x 2

1 2

3 4 1]|3] [3 4 1)1
1 2 0] 4]

341
DE: 31:

{210} o o

0 4 1 9

2 1 0]|3] [2 1 01
L O_ _4_

{3><1+4><3+1><0 3><2+4><1+1><4}_F5 14}
2x1+1x3+0x0 2x2+1x1+0x4 5 5
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Note-se que o produto da matiz E, (3 x2), pela matriz D, (2x 3 ), também esta definido

, resultando uma matiz 3x 3

ED=|3

Este exemplo evidencia claramente que o produto de matrizes ndo é comutativo

(3x2)) ((2)3)

T _
2

[1 2]
3 4 1}: 5 1}:

210

0 4]l | o 4]

3
2
3
2

[1x3+2%x2 1x4+2x1 1x14+2x0
3x3+1x2 3x4+1x1 3x1+1x0
_O><3+4><2 O0x4+4x1 Ox1+4x0

7 1
11 13 3
'8 4 0

DE # ED

O =R O = O =

Quando se verifica DE = ED as matrizes dizem-se matrizes permutaveis (ou comutaveis).

O cubo da matriz A é

b Al Al

-
6 NI 1o
EIEUE
s el 2
o o) 2
KO

b 7ly| 077

[Tx1+0x3 7Tx2+0x(-1)
|0x1+7x3 0x2+7x(-1)

714
21 -7

© Prof. José Amaral
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MatLab 4.

' >> D=[3 4 1; 21 0]

>> DFE
ans =
15

>> E*D
ans =

[

3

[

14

6
13
4

1; 0 4]

1
3
0

o Produto de matrizes, A*B,

e Poténcia de uma matriz, A*n,
>> A=[1 2:3 -1]

A =

>> AN3
ans =
7
21
>> A AFA
ans =
7
21

14
-7

14
-7

© Prof. José Amaral
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Matriz Transposta. Matriz Simétrica e Anti-simétrica. Matriz
Conjugada e Transconjugada. Matriz Hermitiana e Anti-

Hemitiana.
19. A matriz transposta de uma matriz A =(q;;),,., € definida
pela matriz nxm
B=A"T
, obtida trocando-se as linhas de A com as colunas, ou seja
20. Uma matiz quadrada A diz-se simétrica se AT = A, e diz-se
anti-simétricase AT = -A..
21. Dada uma matriz complg(a, A, chama-se matriz conjugada
de A, e representa-se por A, a matriz que se obtém conjugando
cada um dos elementos de A, e chama-se matriz
transconjugada de A, e representa-se por A", a transposta da
conjugada de A.
22. Uma matiz A diz-se hermitiana se A" = A, e diz-se anti-
hermitianase A" = -A.
Exemplo 5.
Sejam as seguintes matrizes:
1 3 4 1 2 4 0 -2 1 ) 0 -7 —-1+j
3 2+5 1
A:289B:235C:20—4D:2,0:—30—5
5 7 6 4 5 6 -1 4 0 J 1+5 5 0
A transposta de A é
112 5
AT =38 7
419 6
A matriz B é simétrica, e a matriz C é anti-simétrica
1 2 4 0 2 -1
B"'=B=|2 3 5], c'=-—cCc=|-2 0 14
4 5 6 1 -4 0
A conjugada e a transconjugada da matriz D sao
3 2—-5 1 s 2
D- 7, D'=D"=(2-j —j
2 -3 0
1 0
A matriz E é anti-hermitiana
0 J -1-yJ J 1-7
E=| j 0 -5 |oE'=E'=-E=| 0 5
1-5 5 0 -1-5 =5 0

Os elementos da diagonal principal de uma matriz anti-simétrica sdo obrigatoriamente nulos, e
de uma matriz anti-hermitiana sdo obrigatoriamente nulos e/ou imaginarios puros.

© Prof. José Amaral
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MatLab 5.

e Transposta de uma matriz, A.”,
>> A=[1 3 4;, 289, 57 6]

A =
1 3
2 8 9
5 7

>> A

ans =
1 2
3 8 7
4 9

¢ Conjugada de uma matriz, conj(A) ,
>> D=[3 2+ 1; 2] 0]

D=
3. 0000 2. 0000 + 1.0000i 1. 0000
2.0000 0 + 1.0000i 0

>> conj (D)

ans =
3. 0000 2.0000 - 1.0000i 1. 0000
2. 0000 0 - 1.0000i 0

e Transconjugada de uma matriz, A",

>> D

ans =
3. 0000 2. 0000
2.0000 - 1.0000i 0 - 1.0000i
1. 0000 0

© Prof. José Amaral ALGA MO1 - 12 04-10-2007
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Matriz Escada. Pivot. Operacoes sobre Linhas. Matriz Equivalente
por Linhas. Caracteristica.

23. Diz-se que uma matriz estd na forma escalonada (ou esta na
forma de uma matriz escada) se

1. Todas as linha nulas estdo abaixo das linhas nao nulas.

2. Por baixo do 1° elemento ndo nulo de uma linha, chamado,

pivot, todos os elementos sdo nulos.

3. O pivot da linha 7 + 1 esta a direita do pivot da linha 1.
24. Uma matriz escada estd na forma escalonada reduzida se
0s seus pivots sdo 1 e cada pivot é o Unico elemento ndo nulo na
sua coluna.
25. Desighamos por operacao elementar sobre as linhas de
uma matriz cada uma das seguintes 3 operagoes:

1. Troca entre si de duas linhas da matriz

L, L,
2. Multiplicagdo de uma linha da matriz por um escalar nao nulo
al, > L,
3. Substituicdo de uma linha pela sua soma com um multiplo
escalar de outra linha
L +al, > L,

26. Uma matriz B diz-se equivalente por linhas a uma matiz
A, e escrevemos A ~B, se B pode ser obtida de A por

aplicacdo de uma sequéncia de operagdes elementares sobre
linhas.

27. Designamos por caracteristica de uma matriz A, e
escrevemos car(A), o numero de linhas ndo nulas da matiz escada

que dela resulta pela execucdo de operacdes elementares sobre
linhas.

Exemplo 6.
Sejam as seguintes matrizes:
1 4
0 0
A =
0 0
00

1 2 5
1 00 0 3 12 3 1

2 3 1
, B=(0 1 1 0 2|, C=|2 1 3 -1

0 3 6
00011 11 3 -2

0 00

A matriz A estd na forma escalonada, tendo caracteristica car(A) = 3.

14 1 2 5]
A_|0]002)3 1
“lolo[o[3)6
ol ofol[o]o]]

A matriz B esta na forma escalonada reduzida, tendo caracteristica car(B) = 3.

3
2
1

i

© Prof. José Amaral
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Através da execucdo de um sequéncia de operagdes elementares sobre linhas, vamos
transformar a matriz C numa matriz escada

(12 3 1
C=(2 1 3 -1
113 -2
12 3 1] Ly =2Ly — Ly
~l0 -3 -3 -3 Ly =1Ly — Ly
0 -1 0 -3]
12 3 1 Ly < Ly
~/0 -1 0 -3
10 -3 -3 -3]
12 3 1
~o 1 03 —1Ly > Ly
0
1
0 Ly —2L, - L,
Ly +3Ly = Ly

A matriz ja esta na forma escalonada. Podemos prosseguir no sentido de a transformar na forma
escalonada reduzida

10 3 -5
Cc~/0 1 0 3
0 0 -3 6
(1 0 3 -5
~l001 0 3 —1L3—>L3
3
00 1 -2
_1 E
N 0 3 Ly —3L; —> L
[o[[0]1)-2]

A matriz C esta agora na forma escalonada reduzida (todos os seus pivots sdo 1 e cada pivot é
o0 Unico elemento ndo nulo na sua coluna)

12 3 1 100 1
cC=/213 -1|~/0 1 0 3
11 3 -2 0 01 -2
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= p ] MatLab 6.
e Troca entre si de duas linhas da matriz, A([Li Lk],:) = A([Lk Li],:),
' > C[1231, 213-1;, 113 -2]
1 3 1
2 3 -1
1 1 3 -2
> C([13],:) =d[31],:) Ly & Ly
1 3 -2
1 3 -1
2 3 1
e Multiplicagdo de uma linha da matriz por um escalar ndao nulo, C(Li,:) =
a*C(Li,:),
>> ((3,:) =5*C(3,:) S5Ls — Ly
1 1 3 -2
2 3 -1
5 10 15 5
e Substituicdo de uma linha pela sua soma com um multiplo escalar de outra
linha, C(Li,:) = C(Li,:) + a*C(Lk,:),
>> ((3,:)=C(3,:)-5*C1, :) Ly —5L = Ls
1 1 3 -2
2 1 3 -1
0 5 0 15
e Caracteristica de uma matriz, rank(A),
>> rank( Q)
ans =
3
¢ Reducgdo de uma matriz a forma escalonada reduzida, rref(A),
>> rref (C
ans =
1 0 0 1
1 0
0 0 1 -2
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Matriz Inversa. Método de condensacdo. Matriz Ortogonal.

28. Uma matriz quadrada A =(a;;),., diz-se invertivel, (ou

regular, ou nao singular) se existir uma matriz A™', denominada
matriz inversa de A, tal que

AA T =ATA =T,
, em que I, é a matriz identidade. A ¢é invertivel sse car(A)=n e
a sua inversa é unica.
29. Se A ndo tem inversa dizemos que é uma matriz singular
(ou nao regular, ou nao invertivel).

30. Método da condensacdo para a determinacdo da inversa de
uma matriz: Sendo a matriz A invertivel, se, por operagoes

elementares sobre linhas, transformar-mos a matriz [A\ I} na
matriz [1| B], entdo B= A",

31. Uma matriz quadrada A =(a;;),., diz-se ortogonal sse a sua
inversa for igual a sua transposta

Al =AT
ou seja
AAT =ATA =T,
Todo o nimero real, ndo nulo, a, possui um inverso, isto €, existe um b tal que ab=ba=1.0

inverso é Unico, usando-se a notacdo b = a”'. Nem todas as matrizes, A, nao nulas, possuem
inversa, ou seja, nem sempre existe uma matriz B tal que AB=BA =1.

Exemplo 7.
Sejam as seguintes matrizes:
1 2 -1
2 5
A = B=(2 2 4 C= 1/2 ﬁ/2
b 13 -3 B3f2 -2

e Ainversa da matiz A é a matriz

, como podemos verificar
4 2 5| 3 =5 2x3-5x1 —2x5+5x%x2 1 0
1 3(-1 2 1x3-3x1 —1xb5+3x2 0 1
e Recorrendo ao método de condensacdo, podemos calcular a inversa da matriz B

(12 -1]/1 00
Bl1,]=|2 2 40 10
13 -3/0 0 1
(1 2 -1 10
~10 =2 6 -2 1
0 1 -2 -1 0

L, —2L, - L,
Ly — 1L, - Ly
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1 2 -1 1 0 0]
0 -2 6 -2 10
0o 1 -2 -1 0 1]
1 2 -1 1 0 0]
0 1 -2 -1 0 1
0 -2 6 -2 1 0]
10 3 3 0 -2
01 -2 -1 0 1
00 2 -4 1 2
10 3 3 0 -2
01 -2 -1 0 1
o0 1 -2 12 1
100 9 -32 -5
010 -5 1 3
00 1 -2 12 1
.13‘34]

Tendo sido possivel converter a matriz [B | 13} na matriz [13 ‘ B’l}, temos

9 -3/2 -5
B'l=|-5 1 3
-2 12 -1

e A transposta da matiz C é a matriz

Assim sendo,

or | 12 /3/2
J3/2 —1/2

R me ﬁ/ﬂ
32 1232~
2 m%% /2 ﬁ/ﬂ{f//ﬂ

/32 _1/2}“52} [/3/2 —1/2}&?2}

10
10 1

2

A matriz C é uma matriz ortogonal

L |12 432
=o' e )

L, < L

Ly -2L, > L,
Ly +2Ly — Ly

1
— L, > L
93 3

L, -3Ly — L,
Ly +2L; = L,
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MatLab 7.

e Matriz inversa, inv(A) ,
>> A=[2 5; 1 3]

A =
2 5
1 3
>> inv(A)
ans =
3 -5
-1 2
>> B=[12-1; 22 4; 13-3]
B =
1 2 -1
2 2
1 3 -3
>> i nv(B)
ans =
9.0000 -1.5000 -5.0000
-5. 0000 1. 0000 3. 0000
- 2. 0000 0. 5000 1. 0000
>>

e Inversa pelo método de condensagéo.
>> D=[ B eye(3)]

D =
1 2 -1 1 0 0
2 2
1 3 -3 0 0 1
>> Derref (D)
D =
1. 0000 0 0 9.0000 -1.5000 -5.0000
0 1. 0000 0 -5.0000 1. 0000 3. 0000
0 0 1.0000 -2.0000 0. 5000 1. 0000
>> D=[):, 4: 6)
D=

9.0000 -1.5000 -5.0000
-5. 0000 1. 0000 3. 0000
-2.0000 0. 5000 1. 0000
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Propriedades da Algebra Matricial.

Sempre que as expressoes estejam definidas temos:

Adicao

1. A+B=B+A (comutativa)

2. A+(B+C)=(A+B)+C  (associativa)

3. A+0=A (elemento neutro)
4. A+(-A)=0 (elemento simétrico)

Multiplicacao por escalar
5. o(BA) = (af)A

6. (a+P0)A =aA + (A

7. o(A +B) =aA +aB)
Multiplicacao

8. A(BC)=(AB)C (associativa)
9. AI, =1, A=A (elemento neutro)
10. AB+C)=AB + AC
(B+C)A =BA +CA (distributiva)
11. o(AB) = (cA)B = A(aB)
12. AO=0A=0 (elemento absorvente)
Transposicao
13. (AT =A

14. (A+B)" = AT + BT
15. (eA) = aAT
16.|(AB)" =BTAT
17. (AHT = (AT
Conjugada

18. A = A

19. A+B=A+B

20. :A = zA

21. AB=AB
Transconjugada

22, (A" =A

23. A+B)=A"+B"
24. (zA)" =zA”
25.|(AB)" =B'A”
Inversa

26.

27.
28.
29. = (A~
30. A’l =(A)"!
31. (A7) =AY

32./AB=0%(A=0vB=0)|(s6se A ou B for invertivel)
33./AB=AC»B=C (s6 se A for invertivel)

AB)"! ‘1A‘
) 1 —1A 1
)T
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Sendo A,B e C matrizes quadradas quaisquer, diga se as proposicoes seguintes sdo

verdadeiras ou falsas (admite-se que as operagoes indicadas estdo definidas).
1. (AB)T = ATB”

2. 2AC+BC=C(2A +B) 1 2 3
3. AB=0=>A=0vB=0 Verdadeira [ | [ ] [ ]
4. (ABO)” =C"B7AT Falsa

5. BA+2A =(B+2A

(1] &

IIESEN
X[ «

6. A’A°=A°

1. (AB)" # ATB” . Pode demonstrar-se, isso sim, que

(AB)" #BTAT

2. Nao esquecer que o produto de matrizes ndo € comutativo. Podendo verificar-se em particular
que 2AC + BC = C(2A + B), caso as matrizes C e (2A + B) sejam permutaveis, em geral, isto

€, para quaisquer matrizes quadradas A ,B e C, temos

2AC+BC=(2A +B)C
# C(2A + B)

3. AB=0=A=0vB =0 apenas nos casos em que A ou B for invertivel. Temos nesses

Casos que
AB=0=>AT'AB=A"'"0=>IB=0=>B=

0
AB=0=>ABB '=0B ' = AI=0=>A=0

5. Tenha-se em atengdo que BA +2A = (B +2I)A = (B+2)A. Sem perda de generalidade, e

por clareza de exposicao, consideremos o caso particular
1 2 1 2
B= e A=
3 4 3 4
temos
1 2 2 2 1 2 2 2 3 4 1 2 20 3 2
B+2= + = + = =B +2lI, = + =
3 4 2 2 3 4 2 2 5 6 3 4 0 2 3 6
2 4 4 8 2 0|2 4
2A =2 = :212A:
1 3 2 6 0 21 3
1 21 2 1 2 8 18
BA +2A = +2 =
3 4|3 4 3 4 12 30

temos
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Exercicios.

% 1. calcule (*BC+A?)™!, sendo

2

Temos

j%BC+A2=ﬂff51_qh H+F Oll 0}

|1+
1 0

- 1 0 1 0
TR Sl A el [ }M [ }LJ
= j(=1) . |+
1+7 1+ 1
L [O

-5 1-51 1 0
=J . Tt

1+7 143 0 1

1+ 1+ 10
= +

~1+j —1+j| |0 1
| 245 147
-1+

Recorrendo ao método de condensacao

: : i 3 1. 2 1.
2+ 1+5 1 0] | 1 Seiioom2d 0 [2_1ALYQL1
40 1] | L 5
-1+ 7 0 1
L ogrgd goyd 0
T4 3.1 03 (1=J)Ly + Ly > Ly
0 —+—-73 ———7 1
" 5 57 5 5
I = Y
-l 5 5 5 5 225, > L
g 1 _1.3.4.3 5 5
i 5 57 5 57
10 —+—-3 —3+;j
~ 3 1.
01 —l—§] é_%j (—— )L2+L1—>L1
i 5 5
Temos
(PBC+A2 =| 5 50 5 57| 1] 2¥0 =8+
L3 A3 B[-1-37 4-3)
5 57 5 5

Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> A=[1 0; 0 -1];
>> B=[1-i 1+].";
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>> C[1 1],
>> i nv(j 225* B* C+AN2)
ans =
2/5 + 1/ 5i -3/5 + 1/ 5i
-1/5 - 3/ 5i 4/ 5 - 3/ 5i
2. Sendo
1 7 3 6|0 9 3 3
4 0 8 2112 1 5 4
C=AB-=
5 2 1 4(|8 2 6 4
2 90 3]|2 7 01
calcule cy5 .

Atendendo a definigdo de produto matricial, c¢,3 € igual ao produto da 22 linha da matriz A pela
32 coluna da matriz A

Cy3 =agibiz =[4 0 8 2] |=4x3+0x5+8x6+2x0=60

S O Ot W

Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> ¢23=[4 0 8 2]*[3 56 0].'
c23 =
60

3. Admitindo que A e B sdo matrizes de ordem n, B é regular, e A e B sdo permutaveis,
mostre que A e B~ também s3o matrizes permutaveis.

Temos
AB=BA
B '(ABB' =B'(BA)B™'
(B'A)(BB™')=(B"'B)(AB™)
B'A)I, =1 (AB)
B 'A=AB™'

4. Admitindo que A e B sdo matrizes ortogonais de ordem n, mostre que
ATB-1,)"B+A'B-AT =0

Temos
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ATB-1,)'B+A'B-A"
ATBT -1/) B+ A 'B-AT
ATB" -1, B+ A'B-A"

Il
ol ol ol

Sendo A uma matriz ortogonal , AP =AT, pelo que
ATBT -1, ) B+A'B-AT =0
ATB"B-1,B)+ ATB-AT =0
ATB'"B-1,B+B-1,)=0
Sendo B uma matriz ortogonal , B'B=B'B= I, , pelo que
ATB"™B-1,B+B-1,)=0
AT1,-B+B-1,)=0
AT0)=0

. Sendo , e matrizes regulares de ordem n, tais que = , mostre que
5. Sendo A, B e C | de ord B=C?A*
(ATB7]CQ)7] — (AfIK)T

Temos
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