e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

y 4 problemas apresentados na bibliografia,
sem consulta prévia das solugdes
propostas, analise comparativa entre as
suas resposta e a respostas propostas, e

posterior exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.
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Equacao Linear. Sistema de Equacoes Lineares. Equacao

Matricial.

Exemplo 1.

1. Uma equacdo linear de n variaveis z,z,,---,z,, designadas
por incognitas, é uma equacgdo da forma

oz + a9y +-+a,x, =b
em que a;,ay,"-,a, € b sdo constantes (e R ou € C).
2. Um sistema de equacodes lineares é um conjunto de equagdes
lineares, ou seja, um conjunto de equacdes da forma

ATy + ATy + -0 + 41, T, = by

a2]$] + a22$2 + -0+ aznxn = b2

G Ty + QpoZy + -+ Q) T, = b,

em que a os coeficientes do sistema, e b,, os termos

17 !
independentes, sdao constantes (¢ R ou € C), para ,k=1,...m e
j=1L...n.
3. Um sistema linear pode ser representado por uma equacao
matricial

AX =B
em que
a4y A1n
ay a a
A=|® 22 2n
Am1 Op2 Amn
é a matriz simples, ou matriz dos coeficientes do sistema,
T
X = [«’51 Ty - xn:|
€ a matriz (vector) coluna das incégnitas, e
T
B= [bl by - bm]

€ a matriz (vector) coluna dos termos independentes.

O sistema de equag0es lineares

r+2y=>5
2r+y=4

pode ser escrito na forma de uma equacao matricial, A X =B,

B MEH

1 2 x
sendo a matriz dos coeficientes A = {2 J o vector coluna das incognitas: X = { } = [:c y]T , €
Y

5
o vector coluna dos termos independentes B = L} = [5 4]T
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Solucdes do Sistema. Método de Gauss-Jordan.
4. Uma solugdo de um sistema ¢é uma matriz coluna

S:[s1 Sy v sn]T, tal que as equagdes do sistema sdo todas
satisfeitas quando fazemos as substituigbes, z; =s;, =y =55, -

T, =8,
5. Se dois sistemas lineares AX =B e CX =D, sao tais que a

matriz [C\ D} é obtida da matriz [A\ B} em resultado da aplicagdo
de um conjunto de operagdes elementares sobre linhas, entao os
dois sistemas possuem as mesmas solugdes, dizendo-se sistemas
equivalentes.

6. O método de Gauss-Jordan de resolugdo de sistemas consiste
em aplicar operagoes elementares as linhas da matriz completa
(ou matriz ampliada) do sistema, [A\ B}, até que a matriz dos

coeficientes esteja na forma escalonada reduzida.

Exemplo 2.
O sistema de equag0es lineares

r+2y=>5
2c+y =4

tem matriz completa

[AB}:F 25}

2 114

Por aplicacdo do método de Gauss-Jordan

1 2 5
A[B]=], |,
[t 2 5 L, -2L, - L,
0 -3 -6
1 2 5
10 1
“lo 2}_[013} Ly =2L, > Iy

, resulta o sistema CX =D, equivalentea AX =B,

o 1)L

, ficando determinada a solucdo do sistema

© Prof. José Amaral ALGA M02 - 3 06-11-2007
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Classificacao de Sistemas Quanto a Solucao.
7. Quanto ao nimero de solugdes que admite, um sistema com n
incognitas classifica-se como (dita a natureza do sistema)
- Sistema possivel e determinado: se tem uma Unica solugao
(sse car(A) = C&]”([A ‘ BD: n);
- Sistema impossivel: se ndo tem solugbes
(sse car(A) = car([A | B]));
Se a ultima linha ndo nula da forma escalonada reduzida
da matriz completa do sistema for da forma [O-uO\ b;n}

com b, # 0 o sistema é impossivel;

- Sistema possivel e indeterminado: se tem infinitas
solugdes.

(sse car(A) = car( [A | BD< n);

Se o sistema tiver solugao, e a forma escalonada reduzida
da matriz completa possuir colunas sem pivots, o sistema
€ possivel e indeterminado. As variaveis que ndo estdo
associadas a pivots sdo chamadas variaveis livres ou
variaveis arbitrarias, isto €&, podem assumir qualquer
valor, sendo o seu numero chamado o grau de
indeterminagao do sistema, g =n —car(A). As variaveis

associadas aos pivots, ditas variaveis principais, tém os
seus valores dependentes das varidveis livres. O conjunto
de todas as solugbes de um sistema possivel e
indeterminado é chamada solucao geral do sistema.

Exemplo 3.
e O sistema de equacgoes lineares

r+2y=>5
2c+y =14

que, como vimos, tem por solugdo z =1 e y =2, é um sistema possivel e determinado.
z=1
y=2

arel-l )

pelo que car(A) = car([A | B])=2=n.

Como vimos

e Do sistema de equagdes lineares

z—y=0
2 -2y =4

resulta, recorrendo ao método de Gauss-Jordan,

© Prof. José Amaral ALGA M02 - 4 06-11-2007
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arel-l, Ty Y]
{1 -1 O}:[CD} Ly,-2L, > L,

0 0 -4

Dado que a ultima linha ndo nula da forma escalonada reduzida da matriz completa do sistema é
da forma [O---O\ b;n} com b, =—4 # 0 o sistema € impossivel:

-y
0

De modo equivalente, podemos concluir que o sistema € impossivel, dado que
car(A)=1#2= Ca,r< [A | BD

0
—4

e Do sistema de equacgodes lineares

2c+y=3
dx +2y =6

resulta, recorrendo ao método de Gauss-Jordan,

[A‘B}:_Q 1 3}
42 6
o2 32 ~12L, > L,
4 2 6
Sz 3/2}:[(;]3} L, 4L, - L,
0 0 0

Dado que a forma escalonada reduzida da matriz completa possui colunas sem pivots, a 22
coluna, o sistema é possivel e indeterminado. O sistema considerado é equivalente a

T

N 1 3
T+ —yY=—
2 2
A varidvel que nao estdo associada a um pivot, y, € uma variavel livre. Tendo uma sé variavel
livre, o sistema tem um grau de indeterminacdo ¢ =1 (também dito sistema simplesmente
indeterminado). O sistema tem uma variavel principal (associada a um pivot), =, com um valor
dependente da variavel livre. A solugdo geral do sistema é expressa na forma
1 3

T=——y+—
2y 2

, tendo portanto como solugao

De modo equivalente, podemos concluir que o sistema € indeterminado, dado que
car(A) = car( [A | BD: 1 <n =2, comum grau de indeterminagdo g =n —car(A)=2-1=1.
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Sistemas Homogéneos.

Exemplo 4.

8. Um sistema da forma AX =0 ¢é designado por sistema
homogéneo.

9. Todo o sistema homogéneo admite pelo menos a solugdo
X =0, chamada solugao trivial.

10. Se um sistema homogéneo tiver outra solucdo para além da
solugao trivia,l entao tem infinitas solugdes.

11. Se A =(q;) é tal que m <n, entdo o sistema homogéneo

AX =0 tem solucdes diferentes da solugdo trivial, ou seja, todo o
sistema com menos equacgdes do que incognitas tem infinitas
solugoes.

12. Sendo AX =B um sistema indeterminado, X:Xp uma

mxn

solugcdo particular do sistema, ou seja, uma qualquer das suas
solugbes, e X =X, a solugdo geral do sistema homogéneo

associado, AX =0, entdo X=X, +X, é a solucdo geral do
sistema AX =B.

e Sejaosistema, AX =B,

O sistema homogéneo associado, AX =0, dado que

Zy
1111 b,
Z
020 2 =| b,
Z3
2 4 2 4 b
Ty
111 10] [1to100
a Ty =23
[A\o}:02020~01010:>
Ty =Xy
2 4240 |[00000

tem como solugdo geral, X =X, ,

x4 -a
T -b
| | a
z, b

Sabendo que X, = [1 2 -1 O]T € uma solugdo particular do sistema AX =B, entdo a sua

solucdo geral é da forma

—a 1 —
—-b 2 2-b
X=X,+X, = +_] ~lao
b 0 b

© Prof. José Amaral
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Exercicios.
/ 1. Estude a natureza do sistema

(a+])$c1 :b_2_7
axy + jrg = —2j

em funcdo dos pardmetros complexos a e b.
Escrevendo o sistema na forma matricial
a+1 0|z b—2j
a  jla| | -2j

Temos, recorrendo ao método de Gauss-Jordan,

fa+1 0 b-2j
_1 0 02 1
- . oatl L, - L
la J -27 a+1
‘1 0 b-2j
~ a+1 _
. ab +2j Ly —aly > L
0 j —
L a+1
'& 0 b2
0 1 .ab +2j
L a+1

Pelo que:

e para a# -1, as expressdes assumem valores finitos, pelo que o sistema é possivel e
determinado;

e paraa=-1,
se ab+2j=2j-b#0< b=2j osistema é impossivel, dado que

b-25 .ab+2j
a+1 a+1

=t

se ab+2j=27-b=0< b=2j5 o sistema é possivel e indeterminado, dado que

b-2j .ab+2j 0O

a+1 a+1 0

2. Estude a natureza do sistema

X1 + Ty + XT3 =1+b
) + T3 =a—bxy

em funcdo dos parédmetros reais a € b .

© Prof. José Amaral ALGA M02 -7 06-11-2007
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Escrevendo o sistema na forma matricial

11 1z 1+b
1 b 1||zy|= a
b 1 0|3 b(1+2b)

Temos, recorrendo ao método de Gauss-Jordan,

1 1 1 1+b
[AIB]=|1 b 1 a
b 1 0 b(1+ 2b)
1 1 1 1+b LZ_ILI_)LZ
~10 b-1 0 a—-b-1 L3—bLl—)L3
2
10 1-b —b b
_1 1 1 1+ 1
~ 0 a_b_l 7L2—)L2
b—1 b-1
0 1-b —b b’
_1 . b24b-a |
b-1
~lo 1 o a—-b-1 L -1L, > L,
) b-1 Ly +(b-1)Ly > Ly
0 0 -b b°-b+a-1
_1 0 1 m |
b-1 1
~l0 1 0 Lb_] _ELB_)LS
b—1
00 1 _P-bra-l
L b ]
_1 0 %3 b —a+1]
b(b—1)
00 1 —b¥+b-a+1
b

Pelo que:

e para b=0Ab=1, as expressdes assumem valores finitos, pelo que o sistema é possivel
e determinado;

e para b=0 resulta

100 —a+1]
0
[A|B]=]0 1 0 “_11
00 1 —a+1
L 0 |
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se a—1#0< a#1 osistema é impossivel, dado que

2° —b*—a+1 —b*+b-a+1
b(b—1) b

:ioo

se a—1=0< a=1 osistema é possivel e indeterminado, dado que

2° —b*—a+1 —b*+b-a+1 0

b(b—-1) b 0
e para b=1 resulta
100 2°4
0
[A|B]=|0 1 0 a52
00 1 —a+1

se a—2#0 < a#2 osistema é impossivel, dado que

2° ~b>—a+1l a-b-1
b(b—1) b1

:iw

se a—2=0< a=2 osistema é possivel e indeterminado, dado que

2° b —a+1 _a-b-1_0

b(b—1) b-1 0
Resumindo
b#0Ab=#1= O sistema é possivel e determinado
a =1 = O sistema é indeterminado
~ " la #1 = O sistema é impossivel
b1 a =2 = O sistema é indeterminado
"~ la#2= Osistema é impossivel
© Prof. José Amaral ALGA M02 -9 06-11-2007
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- MatLab 1.

Como vimos, a fungdo rref(A) faz a redugdo da matriz A a forma escalonada reduzida. Com

base nesta fungdo, e nos considerandos dos pontos anteriores, a resolugdo de sistemas em
Matlab é trivial.

1. O sistema de equacoes lineares
3.’171 — CUQ + 2.’173 = 5

1 1 -1 1
_ 2 2 16
tem a matriz completa [A | B} =
3 -1 2 5
0 4 -2 2
, pelo que

>> AB=[11 -11; 22 16; 3 -12 5;04 -2 2];
>> CD=rref (AB)

CD =
1.0000 0 0 1.1667
0 1.0000 0 1.1667
0 0 1.0000 1.3333
0 0 0 0

Para ver o resultado na forma fraccionaria (quando possivel), utilizamos o comando format rat

>> format rat

>> CD

CD =
1 0 0 7/6
0 1 0 7/6
0 0 1 4/3
0 0 0 0

O sistema é possivel e determinado, com solugao

Poderiamos ter verificado que o sistema é possivel e determinado, fazendo
>> A=[11 -1; 2 2 1; 3 -1 2;0 4 -2];
>> B=[1; 6; 5;2];
>> ra=rank (A7)
ra =
3
>> rb=rank ([A B])
rb =

© Prof. José Amaral ALGA M02 - 10 06-11-2007
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Dado que car(A) = car( [A | BD: n =3 o sistema é possivel e determinado.

Para resolver um sistema de equagOes lineares podemos utilizar a funcdo do MatLab
linsolve(A,B)

>> A=[11 -1; 2 2 1; 3 -1 2;0 4 -2];
>> B=[1; 6; 5;2];
>> format rat
>> linsolve (A,B)
ans =
7/6
7/6
4/3

2. O sistema de equacoes lineares
xl +2x2 —x3 +x4 :5
tem a matriz completa
1 -1
[A|B]=0
1

W = N
W N =
N Ot Ot

1
0
, pelo que

>> AB=[1 2 -1 15;01125; 1303 2];
>> CD=rref (AB)

CD =
1 0 -3 -3 0
0 1 1 2 0
0 0 0 0 1

Dado que a ultima linha ndo nula da forma escalonada reduzida da matriz completa do sistema é
da forma [O-uO\ b;n} com b, =1+ 0 o sistema é impossivel.

Alternativamente, podemos fazer
>> A=[12 -11;01 12 ; 130 3];
>> B=[5;5; 2];
>> rank (A)
ans =
2
>> rank ([A B])
ans =

3

, € concluir que, sendo car(A) # Car< [A | BD , 0 sistema é impossivel.

Se utilizar-mos a fungao linsolve(A,B) somos informados que o sistema é impossivel

>> linsolve (A,B)

© Prof. José Amaral ALGA M02 - 11 06-11-2007
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Warning: Rank deficient, rank = 2, tol = 3.3233e-015.

ans = ..

3. O sistema de equagoes lineares
CU3 + x4 = 2
21’1 — 21’2 =

23(:1—2332 — T3 — Ty =-2

tem a matriz completa

o 0 1 1 2
2 -2 0 0
[A‘B}:4 4 22
9 —92 —1 -1 -2

, pelo que
>> AB=[0 0 1 12;2 -2000;4 -4 22 4;2 -2 -1 -1 -2];
>> CD=rref (AB)

CD =
1 -1 0 0 0
0 0 1 1 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

A forma escalonada reduzida da matriz completa possui colunas sem pivots, a 22 coluna e a 43,
pelo que o sistema é possivel e indeterminado. O sistema considerado é equivalente a

Ty
1 =1 0 0fz 0
0 0 1 1||lzs| |2
Ty
T — X9 = 0
As varidveis que ndo estdo associada a um pivot, z, e xz,, sdo varidveis livres. Tendo duas

variaveis livres, o sistema tem um grau de indeterminacdo ¢ =2 (também dito sistema

duplamente indeterminado). O sistema tem duas variaveis principais (associadas a um pivot),
x, e x3, com um valor dependente das varidveis livres. A solugdo geral do sistema é expressa

na forma
CC] = CCZ

>> A=[0 0 1 1;2 -2 0 0;4 -4 2 2;2 -2 -1 -1];

, tendo portanto como solugao

Alternativamente, podemos fazer

>> B=[2;0;4;-2];

© Prof. José Amaral ALGA M02 - 12 06-11-2007



SISTEMAS DE EQUAGCOES LINEARES ALGEBRA - TURMA LR11D

>> rank (A)
ans =
2
>> rank ([A B])
ans =

2

, € concluir que, sendo car(A)= car( [A \ BD: 2<n=4 , o sistema é indeterminado
(duplamente indeterminado dado que g =4 -2 =2).

Se utilizar-mos a fungao linsolve(A,B) somos informados que o sistema é indeterminado
>> linsolve (A,B)
Warning: Matrix is singular to working precision.
ans =
0/0
0/0
0/0
0/0

4, Seja o sistema

1 1 1|z 1
1 a —1|ly|=10
0 1-a 1z b

com a,b e R. A natureza do sistema depende dos parametros a e b. Para fazer o estudo do

sistema recorrendo ao MatLab temos de declarar previamente a e b como variaveis recorrendo
ao comando syms

>> syms a b
>> AB=[1 11 1;1 a -1 0;0 1-a 1 b];
>> CD=rref (AB)

CD =

[ 1, 0, 0, (b*a+b-1)/(a-1)]
[ 0, 1, 0, -(-1+2*b)/(a-1)]
[ 0, 0, 1, -b+1]

Assim, o sistema em analise é equivalente ao sistema CX =D
1 0 0flz (ab+b-a)/(a—1)
0 1 Of|ly|=| —(2b-1)/(a-1)
0 0 1]z 1-b
A natureza do sistema depende dos valores assumidos pelas expressoes
(ab+b—a) o —(26-1)

a—1 a—1

Assim:

e para a # 1, as expressoes assumem valores reais e finitos, pelo que o sistema é possivel
e determinado;
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e paraa=1,
seab+b-a=2b-120b= % o sistema é impossivel, dado que

(ab+b—a):(2b—1):ioo
a—1 a-—1

seab+b—-a=2b-1=0b= ; o sistema é possivel e indeterminado, dado que

(ab+b-a) (26-1) 0

a—1 a—1 6
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