Médulo 04

e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
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problemas apresentados na bibliografia,
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todas as davidas associadas.
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1. Um vector, u, é definido por uma direccdao, um sentido, e um

Vectores Livres.
(Revisdo do 10° e 11° ano.)
comprimento, e representa-se geometricamente no plano, R?, ou

u

no espago, R3, por um segmento orientado, que corresponde a
um deslocamento de um ponto para outro.
A ponta da seta do vector é chamada ponto final, extremidade,
ou afixo, e o outro ponto extremo é chamado ponto inicial ou
origem do vector.
Segmentos orientados com a mesma direcgao, o mesmo sentido e
0 mesmo comprimento representam o mesmo vector, ou seja, sao
considerados como vectores iguais

u=vV=Ww
2. O vector simétrico de um vector u é o vector que tem o
mesmo comprimento, a mesma direcgdo, e sentido oposto ao de
u, e representa-se por —u.
3. A soma de dois vectores, u e v, é o vector u+v que une a
origem de u a extremidade de v quando se faz coincidir a origem
de v com a extremidade de u.
4. Propriedades da soma de vectores

u+v=v+u (comutativa)
(u+v)+w=u+(v+w) (associativa)
u+0=0+u=u (elemento neutro)
u+(-u)=0 (todos os vectores tém simétrico)

5. Um vector com comprimento zero, tendo direcgdo e sentido
indeterminados, chama-se vector nulo, e representa-se por 0.
u+(-u)=0
6. O produto de um escalar, o, por um vector, u, € o vector
ou tal que:
Se a =0, au é o vector nulo.
Se a#0, au tem:
- comprimento igual a |of vezes o comprimento de u;
- a direcgao de u;
- 0 sentido de u se a >0 e contrario aode u se a<0.
7. Propriedades do produto de um escalar por um vector.
o(Bu) = (aB)u
ou+v)=au+av (distributiva)
(a+ Bu=au+ pPu (distributiva)
8. O comprimento de um vector, u, é definido como sendo o
comprimento de qualquer um dos segmentos orientados que o
representam, e é designado por norma do vector, usando-se a
notag&o |u].
9. Um vector de norma igual a 1 é chamado vector unitario ou
versor. Dado um vector nao nulo, u, o vector

u
e

u|
€ o vector unitario com a direccdo e sentido de u. A operacdo de
divisdo de um vector u pela sua norma € designada por
normalizacao do vector u.
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Vectores Livres.
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10. Chama-se angulo de dois vectores, «, ao menor angulo
formado por dois segmentos orientados, com a mesma origem, que
representem os vectores, 0 <a <.

11. Quando o angulo entre dois vectores é recto, a = /2, dizemos

que os dois vectores sdo vectores ortogonais ( ou vectores
perpendiculares entre si).

12. O produto interno (ou produto escalar) de dois vectores ,
u-v, € um nimero real dado por

u-v= HuH HVH cos(a)

em que « é o angulo entre os dois vectores.
13. O angulo de dois vectores pode ser calculado a partir do

produto interno
v
. = arccos
vl

14. Resulta da definicao de produto interno entre vectores que

2
u-u =yl
u-v=0<u=0vv=0vu e v sdo ortogonais.

(Dois vectores nao nulos sao ortogonais sse u-v =0)
u-v>0s0<a<n/2

u-v<0oen2<asw

15. Propriedades do produto interno
u-v=v-u (comutativa)
u-(v+w)=u-v+u-w (distributiva)

au-v)=(au)-v=u-(av)

u-u:HuH2 >0
16. Dados dois vectores, u e v, podemos sempre decompor o
vector u na soma de dois vectores, u, e u,,
u u=u; +u,
, tendo u; a direcgdo de v e sendo u, perpendicular a v. O
vector u; € chamado projeccao ortogonal de u sobre v,

proj, u, sendo
— e . u-v u-v
u; = proj, u proj, u=u; = s V=V
vl vy

19 = perp, u

, € sendo a componente perpendicular
u-v
perp,u=uy, =u—-u; =u—-——V
V-V
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Vectores num referencial cartesiano em R?.
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17. Um par ordenado de vectores com direcgdes diferentes,
(e;,e,), diz-se uma base de vectores em R’.

18. Uma base ortonormada € uma base em que os vectores e, e
e, tém comprimento 1 e sdo perpendiculares.
19. A base canénica de R? (ee,), ¢ um referencial

ortonormado, ou cartesiano, em que se escolheu uma base
ortonormada de vectores com as direcgdes e sentidos dos eixos
coordenados.

20. As componentes do vector u numa base (e;,e,) sdo dois

vectores, u; e u,, que tém, respectivamente, a direcgdo de e, e
e,, € cuja soma € igual a u
u=u; +u,
21. As coordenadas do vector u numa base (e;,e;) sdo o0s
ndmeros reais, u; e u,, que devemos multiplicar por e, e e, para
obtermos as componentes de u
u = ue; + ugey

Tendo o vector o seu ponto inicial na origem do referencial,
O =(0,0), as coordenadas do vector sdo coincidentes com as
coordenadas do ponto onde o vector tem o seu afixo (u;,u,), ou

seja, o conjunto de todos os pontos do plano corresponde ao
conjunto de todos os vectores cujo ponto inicial € a origem do
referencial, O, pelo que também é usada a notagdo

u = (uy,uy)
Temos portanto, para os versores da base canénica,
e, = le; + Oe,
= (]70)
e, =0e; + le,
= (071)
E também usual designar u, e u, como as componentes do
vector segundo e, e e,, respectivamente.
22. O vector soma de dois vectores, u=ue +ue, e
v=uve +ve,, € o vector w=u+v de coordenadas
(u +vy,uy +v5), oOu seja, resultante da soma ordenada das

componentes segundo cada um dos versores
w=u+vVv

= (w18 +ugey) + (v +vyey)

(uy +vy)eq +(uy +vy) ey

:wlel+’lU2e2
23. O produto de um real o por um vector u é o vector
v =au de coordenadas (au;,au,), ou seja, resultante do produto

do escalar pelas componentes segundo cada um dos versores
VvV =ou

Oé(ulel + U2ez) = Ozulel + aU2ez

= U]e] + ’1)282
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Notacao Matricial.
24. Um vector pode ser escrito em notacao matricial como uma
matriz linha, ou vector linha, ou uma matriz coluna, ou vector
coluna.
Em R?, alternativamente a notagdo

u = (up,uy)
, u pode ser escrito na forma da matriz linha

u = [“1 “2}
Temos

u=u; +uy

= u161 + U/2e2

o e o

= [ul Uz}
Alternativamente, u pode ser escrito na forma da matriz coluna

[

—u1+u2

Temos

c
I

Il
1
IS
N =
|

25. Utilizando a notacdo matricial, as operacdes de soma entre
vectores e produto de um vector por um escalar sdo idénticas as
definidas para as matrizes. Por exemplo, em R? sendo
u=1ue; +usey € V=1, +e,, temos
w=u+v
= (u +v1)eq +(uy +vy)e,y
, ou, matricialmente

Uy (4 U‘l+'U<l
w=u+v-= + =
Uy %) U2+’U2

VvV =ou = Ctulel + Oéu262

, €

, ou, matricialmente

Exemplo 1.
1. O vector que tem origem no ponto A = (—2,2) e extremidade no ponto B =(2,4), u = AB, é
igual ao vector na posigdo candnica (com ponto inicial na origem do referencial)

© Prof. José Amaral ALGA M04 - 5 19-10-2007
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v=B-A
=(2,4)-(-2,2)
=(2+2,4-2)
=(4,2)

, ou ainda, igual ao vector w = CD com origem no ponto C = (0,5) e
extremidade no ponto
D=C+v
=(0,5)+ (4,2)
b P =(0+4,5+2)
= (4,7)

,ouseja, u=v=w=(4,2)=4e, +2e,.

N S S S B 2. Dados os vectores u=2e, +e, € v=2e —2e,, 0 vector
w=2u-v é
w=2u-v
22(261+62)—(261—262)
:4el+262_2€1+2€2

:261 +462

,ou, w=2u-v=221)-(2-2) = (4,2) - (2-2) = (24).

utilizaremos a notagao de vector linha):
>> u=[2 1],
>> v=[2 -2];

>> W=2* U- v

Recorrendo ao MatLab teriamos (por economia de escrita

W =
2 4

,ouseja, w=2e; +4e,

© Prof. José Amaral ALGA M04 - 6 19-10-2007



VECTORES EM R2 E R:3

ALGEBRA - TURMA LR11D

Vectores num referencial cartesiano em R?.
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T

Exemplo 2.

26. A norma do vector u, com base nas suas coordenadas, é
dada por

[u| = Juf + 3

27. O produto interno pode ser calculado a partir das
coordenadas dos vectores, correspondendo a soma do produto
ordenado das componentes de cada um dos vectores segundo cada
um dos versores
u-v = U/1U1 +UQU2
28. Em R?, dois vectores ndo nulos sdo vectores ortogonais sse
u-v =0, ou seja
U]UI +'U,2'U2 - 0
29. Para vectores coluna, a notacao matricial do produto

interno resulta

LI'VZLITV

, € para vectores linha

u-v = LIVT
Por exemplo, em R? sendo u=ue; +ue, € V=uve; +vye,,
temos, considerando vectores linha,

1
u-v = uVT = |:'LL1 U2:| = ul'Ul + 'LL2U2
Vg
, €, considerando vectores coluna
T U1
v
LY2 ]

3. O vector u = 6e; +3e, tem norma

= [u? +ud =62+ 32 =J15
, ou seja, tem um comprimento igual a JE

, e tem versor

u 6e +3ey 6 3

eu:H— m —mel+m62

, OU seja, u pode ser expresso apenas em fungao do versor e,

u=691+3e2:x/£eu

Recorrendo ao MatLab teriamos (note bem: por economia de
notagdo, sempre que as componentes do vector sejam reais,
podemos utilizar o operador ' (transconjugado) em vez do

operador devido . ' (transposto):

>> nu=sqgrt(u*u.')

© Prof. José Amaral
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nu =
6. 7082

, ou seja, |u|= J45

>> eu=u/ nu

eu =
0. 8944 0.4472

, OU seja e, = Le1 +ie2. Podemos verificar que e, tem norma

45 45 *

unitaria

>> eu*el’

ans =

1. 0000

4. O produto interno entre os vector u=3e, +0e, e v=2e, +2e,, sendo o produto
ordenado das componentes de cada um dos vectores segundo cada um dos versores, é
U-V = Uy + Ugly

=(3x2)+(0x2)

=6

Dado que o angulo entre os vectores € 0 < a < w/2, o produto interno
entre eles é positivo.

Obteriamos o mesmo resultado tendo em atengdo que, sendo, por
inspecgdo da figura, o = /4,

u-v= HuH HVH cos(a)

3 =3 x /2% + 2?2 cos(n/4)
:3@?

=6
Recorrendo ao MatLab teriamos:
>> u=[3 0];
>> v=[2 2];
>> y*yv'
ans =
6

, OU seja uv’ =6

5. Desconhecendo o angulo entre dois vectores, podemos calcula-lo com base no produto
interno e na norma dos vectores

(i)l e )3
o = arccos = arccos = arccos| — | = —
ul[v] 3-/8 o | 4

© Prof. José Amaral ALGA M04 - 8 19-10-2007
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Alias, tendo em atencdo que a norma de um vector pode ser calculada com base no produto
interno,

2
u-u=u

, podemos reconhecer que o angulo entre dois vectores pode ser calculado com base em
produtos internos

& = arccos (qu = arccos {(u ' u) (V ' V) }

Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> nu=sqrt(u*u');

>> nv=sqgrt (v*v');
>> al fa=acos((u*v')/(nu*nv))
alfa =

0.7854

. s
, OU seja, o =

>> al falpi
ans =
0. 2500

6. O produto interno entre os vector u = 3e,+0e, e w=-2¢e, +2e, é

=(3x(-2))+(0x2)
=6

Dado que o angulo entre os vectores é 7/2 < 8 < 7, o produto interno
entre eles é negativo.

O produto interno entre os vector v =2e; +2e, e w=-2¢; +2e, €

V‘W:'Ulwl +'U2w2
=(2x(-2))+(2x2)
=0

Sendo os vectores ortogonais, o produto interno entre eles é nulo.

Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> v=[2 2];
>> w=[-2 2];

>> yrw
ans =
0

, OU seja, vw! =0

© Prof. José Amaral ALGA M04 - 9 19-10-2007
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/. Dados os vectores u = 2e, +e, e v=2e, —2e,, a projeccao ortogonal de u sobre v ¢é

. u-v u-v
projyu=u; =-— - v=—"V
Mo vy
i 2x2)+ (I1x (=2
; _ @D 0x(2) o,
(2x2)+((-2)x(-2))
: 2
=—(2e;-2e
(261 —2e,)
=0.5e, —0.5e,
, sendo a componente perpendicular
Perpy U =Uy =u — U,
1 0.5 1) 05 i 1.4 2 25 3

= 261 + €y —(0.561 + 0.562)
:1.5el‘+1.562

Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> u=[2 1];
>> v=[2 -2];
>> ul=(u*v' )/ (v*v')*v
ul =
0.5000 -0.5000

. . llVT
ouseja, projyu=u; = ——Vv=05e +0.5e,
\A%

>> u2=u-ul
u2 =
1. 5000 1. 5000

, OuUseja, perp, u=uy, =u-—-u; =1.5e; +1.5e,
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Vectores num referencial cartesiano em R>.
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Su=u +u,+u,

30. Um terno ordenado de vectores, (e;,ey,e3), ndo coplanares e
com direcgdes diferentes diz-se uma base de vectores em R>.

31. Uma base ortonormada em R®> é uma base em que os
vectores e;, e, e e; tém norma 1 e sdo perpendiculares dois a

dois.
32. Um referencial ortonormado em R’ (e;,e,,e;)
referencial ortogonal e monométrico em que se escolheu uma base
ortonormada de vectores com as direccbes e sentidos dos eixos
coordenados.
33. As componentes do vector u numa base (e;,e,,e;) sao trés

€ um

vectores, u; u, e uy, que tém, respectivamente, as direcgdes de
e, e, € e3, e cuja soma € igual a u
u=1u;+uy+us
34. As coordenadas do vector u numa base (e;,e,,e;) Sdo 0s
ndmeros reais, u;, u, € us;, que devemos multiplicar por e;, e, e
e; para obtermos as componentes de u
U = U1 + Ug€y + Uzes

A semelhanca de R?, é também usual a notagdo

u = (ug,up,u3)
, € a designagdo de wu,,u, e u; como as componentes do vector
segundo cada um dor respectivos versores e, e,,e e;.
35. O vector

VvV = Ulel + U2€2 + U3e3 ]

soma de dois vectores, u=ue, +uye, +uze; €
é o vector w=u+v de coordenadas
(u) + vy, U9 + vy, ug +v3)
W=u+v

= (u +vy) ey +(uy +vy) ey + (ug +v3) €3

= wlel + w262 + w363
36. O produto de um real o por um vector u é o vector
v = au de coordenadas (au,,au,,ous;)
vV =ou

= Oé(ulel + Un€o + U3€3)

= Oéule] + Oéu2€2 + QU3e3

Ulel + U262 + U3e3
37. A norma do vector u, com base nas suas coordenadas, é dada
por

2 2

Jul = ul +ul + ul

38. O produto interno pode ser calculado a partir

coordenadas dos vectores num referencial ortonormado em R3
u-v = U1U1 + UQUQ + U3U3

39. Em R3, dois vectores ndo nulos s3o vectores ortogonais sse

u-v=_0

das

U1U1 + UQUQ + U3U3 = O

© Prof. José Amaral
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Exemplo 3.

1. Dados os vectores u=2e; +0.5e, +le; e v=05e, +2e,+2e;5,0vector w=u+v é

w=u+Vv
= (2e] +0.5e2 +]e3)+(0.5e] +2e2 +2€3)

. z
Uy + U3

=25 €4 + 2.562 + 3e3

O vector u tem norma

u| :JU% +uh +uj = 22 4052 +12 ~ 2.29

O produto interno entre os vector u e v, é

Uy + UgUy + U3V
(2x0.5)+(0.5x2)+ (1x2)
=4

Vo Ua H U u-v
e

Dy

Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> u=[2 0.5 1];
>> v=[0.5 2 2];
>> W=U+V
W =
2. 5000 2.5000 3. 0000
ouseja, w=u+v=25e; +2.5e, +3e;

>> sqgrt(u*u')

ans =
2.2913
ou seja, |u| = Juu” ~2.29
>> uryv'
ans =
4
u-v=4

2. Sendo o produto interno entre u e v positivo, 0 4ngulo entre os vectores é 0 < a < /2

O = arccos = arccos| ———
v (u-u)(v-v)
4
J@2 4052 41 )(0.5% +2% +2%)
~0.92 (= 0.58 /2 ~52.6°)

= arccos

© Prof. José Amaral ALGA M04 - 12
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Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> al fa=acos(u*v' /sgrt((u*u')*(v*v')))

alfa =
0.9175
LIVT
ou seja, a = arccos ~ 0.92 (~ 0.58 /2 ~52.6")
(uuT)(va)
3. A projeccao ortogonal de u sobre v é
. u-v u-v
projju=u; = —>Vv=——V
M" vy
_ 1 (056,426, +2e,)
P

T ~0.24e, +0.97e, +0.97 e;

, sendo a componente perpendicular

perpyu =uy = u — U0y
~1.76 e, — 0.47e, + 0.03e;

Recorrendo ao MatLab teriamos:

>> ul=(u*v' )/ (v*v')*v

ul =
0. 2424 0. 9697 0. 9697

LIVT

VVT

ou seja, proj, u=u; = v~024e; +097ey +0.97 e,

>> u2=u-ul
u2 =
1. 7576 - 0. 4697 0. 0303

ou seja perp, u=uy =u-u; = 1.76e; — 0.47e, + 0.03e;
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Produto Externo e Produto Misto de Vectores em R3.

40. O produto externo (ou produto vectorial) de dois vectores ,
ux v, & um vector com as seguintes caracteristicas
- Tem modulo

Jux v| = ul[v]sen(a)
, sendo « é o angulo entre os dois vectores.

- Tem direcgao perpendiculara u ea v.
- Tem sentido dado pela regra da mao direita (ou do saca

rolhas).
41. Propriedades do produto externo
-uxv=-vxu (anti-comutativo)
-uxv=0<u=kv (vectores paralelos)

-u-(uxv)=v-(uxv)

-afuxv)=(au)xv=ux(av)

-(uxv)-w=U-v)xw

-uxX(VHW)=uUxXv+UuUxw
42, Dados dois vectores em R? u=uje; +uje, +uze; e
vV =v,e; + v9ey + v3e3, O produto externo entre eles pode ser
calculado através do determinante simbdlico
fe; ey ey
uxv=det|u uy ug

V1 Vg U3

Uy U3 Uy Us U Ug
= det }el + de{ e, +det es
Uy U3 U U3 U Uy

= (ugvg — uzvy) €1 + (uyv3 — uzvy) €9 + (U vy — uyvy ) €
43. Anormade uxv,
lux v| = ul[v]sen(e)

, € numericamente igual a area do paralelogramo determinado por
uev.

44. Dados trés vectores em R} u=ue; +uye, +use;,
V=€ +19€y +U3€3, € W =we; +uye, +wse; 0 produto misto
u- (v xw) pode ser calculado através do determinante
up Uy ug
u-(vxw)=det| v, vy w3
wy Wy ws

45. O volume de um paralelepipedo determinado por trés vectores
u, v e w, € numericamente igual ao valor absoluto do produto

misto destes vectores, [u-(vxw).

© Prof. José Amaral
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Exemplo 4.
1. O produto externo entre os versores e e e, é

€1 € €3 €1 € €3
uxv=det|u uy uz|=detf1 0 0

(%1 Uy (%] 0 1 0

€3

O produto externo entre os versores e, e e, €

€ € €3 € € €
uxv=detly u, uz|=det|0 1 0
v, Uy U3 10 0

= —e3

O produto externo entre os vectores u=1le,+0e,+0e; e

v =0e, +2e, —le;, é
W=uxvVv
€ € € € € €
=det|u; uy uz|=det|1 0 O
vy Uy U3 0 2 -1
= e, + 2e;

O volume do paralelepipedo determinado por u, ve w, é
V=u-(vxw)

=v-(wxu)

w-(uxv)
=W-W

=5

;/@ Em MatLab, o produto externo entre os vectores u e v, uxv,
pode ser calculado através da funcdo cross(u,v). O produto
externo entre os versores e, € e,, €

>> cross(el, e2)
ans =
0 0 1

, OU seja, e; xe, = ej

>> cross(e2, el)

ans =
0 0 -1

, OU seja, e, xe; = —e;

>> u=[1 0 0];

>> v=[0 2 -1];
>> w=cr oss(u, V)
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0 1 2
,0USeja, w=uxv=e,+2e;

>> u*cross(v,w'
ans =
5

,ouseja, V=uvxw) =5
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