Médulo 05

Vectores em R"

[Poole 003 a 028 ; 090 a 101 ; 189 a 209]

Vectores iguais.
Soma de vectores.
Produto de um escalar por um vector.
Vector nulo.
Vector simétrico.
Propriedades algébricas.
Produto interno.

Propriedades.
Norma.
Angulo entre dois vectores.
Distancia.
Desigualdade de Cauchy-Schwartz.
Desigualdade triangular.
Espacgo euclidiano.
Combinagao linear.
Independéncia linear.
Vectores ortogonais.
Projeccao ortogonal.
Subespaco.
Base.
Dimensao.
Base ortogonal e ortonormada.
Mudancga de base.

e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chama-se a atengio para a importincia
do trabalho pessoal a realizar pelo aluno
resolvendo os problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia das
solugdes propostas, anilise comparativa
entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposigio junto do
docente de todas as davidas associadas.



VECTORES EM RN

ALGEBRA - TURMA LR11D

Vectores Iguais. Soma de Vectores. Produto de um Escalar por
um Vector. Vector Nulo. Vector Simétrico. Propriedades da
Soma e do Produto por um Escalar.

1. Sendo n um inteiro positivo, define-se o espago R" como o
conjunto de todas as sequéncias ordenadas de n numeros reais,
), (ditas n-uplos).

X = (.’,U],.’,UQ,"',.’,UH

2. Tal como em R? e R?, os elementos de R”" podem ser

interpretados como pontos, ou como vectores, num espago n-
dimensional.
3. Em R", dois vectores, u = (uj,uy,-:-,u,) € v =_(vy,09,"+,0,),
sdo iguais se, ordenadamente, cada uma das suas coordenadas é
igual
Uy =V, Uy = Vg, U, =V,
4. O vector soma de dois vectores, u=(u;,u,,-,u,) e
v = (vy,09,--,0,,), € 0 vector w=u+Vv cujas coordenadas sdo a
soma ordenada das coordenadas dos vectores u e v
W=u+V =(u +v,U + Vg, U, +,)
5. O produto de um real o« por um vector u é o vector
vV = au = (Qug,uy, -, o0u,)
, dizendo-se que v é um multiplo escalar de u.
6. Um vector de R" pode ser escrito em notagdo matricial como
uma matriz linha (ou vector linha) ou uma matriz coluna (ou
vector coluna). Temos assim que
u= (u17u2="'=un)
pode ser escrito na forma da matriz linha
u = [Ul Uy - Un]
ou na forma da matriz coluna
U

Uy
u=

Up,

7. Utilizando a notacdo matricial as operagdes vectoriais de soma e
produto por um escalar sdo idénticas as definidas para as matrizes

Uy (%1 Uy + (%]
Uy Uy Ug + Uy
w=u+vVv-= . +| . = .
Un_ (2% Uy, + (%%
, €
Uy Oéul
Uy OéUz
vV=ou=c¢q¢ . = .
_Un au,,

8. O vector nulo é representado por 0 e define-se como
0 =(0,0,---0)
9. Sendo u = (uy,us, +,u,,) um vector de R", o vector simétrico
de u, representa-se por —u, e é definido por
—u= (—ul,—uz,m,—un)
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10. As propriedades da soma de vectores e do produto de
um vector por um escalar sdo idénticas as conhecidas para
vectores livres. Sendo u = (uy,u9, :,u,) € v =(v,v9,-:-,v,) dois

vectores em R", e a e Bdois escalares, temos

u+v=v+u o(fu) = (af)u
(u+v)+w=u+(v+w) a(u+v)=av+au
(u+0)=0+u=u (a+ Bu=au+pPu
u+(-u)=0 lu=u

1. R' é o conjunto de todos os niimeros reais que representamos sobre um eixo orientado X.

R* é o conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais, x = (z,,z,), que usualmente
representamos geometricamente no plano 2D recorrendo a um sistema de eixos cartesiano xy.
R® é o conjunto de todos os ternos ordenados de nimeros reais, x = (z;,zy,23), que
usualmente representamos geometricamente no espago 3D recorrendo a um sistema de eixos
cartesiano xyz. R*, R®, RS, ..., R", é o conjunto de todos os quéadruplos, x = (21,29,25,2,),

quintuplos, x = (z,2y,z3,24,%5), Séxtuplos, x = (z,,z9,%3,24,%5,Zg), N-UPlOS, X = (21,29, ,Z,),
que ndo podemos representar geometricamente, mas que podemos continuar a pensar como
pontos, ou vectores, de um espacgo 4D, 5D, 6D, ..., nD.

2. Dados os vectores de R*,u = (1,-2,3,1) e v=(3,1,-1,0) o vector w = 3u —2v é

w =3u-—2v
=3x(1,-2,3,1)-2x(3,1,—-1,0)
=(3,-6,9,3)—(6,2,—2,0)
=(-3,-8,11,3)

, ou, em notagao matricial,

1 3 3 6
2| 1| -s) | 2
30 7=t 9l |-2
1 0 3 0
-3
_8
|1
3

\f@ Recorrendo ao MatLab teriamos (por economia de escrita
utilizaremos a notagao de vector linha):

>> u=[1 -2 3 1];
>> v=[3 1 -1 0];

>> w=3*Uu-2*%v

© Prof. José Amaral
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Produto Interno. Norma. Desigualdade de Cauchy-Schwartz e
Triangular. Angulo. Distancia. Propriedades. Espaco Euclidiano.

11. Sendo u = (uy,uy,-+-,u,) € Vv =(vy,vy,---,v, ) dois vectores em

R"™, definimos o produto interno entre os dois vectores como a
soma do produto ordenado das coordenadas de cada um dos
vectores

u-v U]U1+UZ'U2+"'+U'U

n-n
n
= uw,
i=1

12. Para vectores coluna a notagao matricial do produto interno
resulta

u-v :uTV

= U]’UI + u2U2 + -+ un'Un
, € para vectores linha

LI'V:LIVT
U1
:[u1 Uy ot Un} U:Q
v

== U]U] + UQUZ + e+ un'Un
13. Propriedades do produto interno: Sendo u, v, e w
vectores de R", e o um escalar, entdo
u-v=v-u (comutativa)
u-(v+w)=u-v+u-w (distributiva)
au-v)=(au)-v=u-(av)
u-u=20eu-u=0sseu=0
14. Define-se a norma do vector u = (u;,uy, -+, u,) € R", como

n
= ueu = Jul ud e = Y
i=1

15. Propriedades da norma: Sendo u e v vectoresde R", e «
um escalar, entao

lu/=0 e |u/=0sse u=0

et = o[l
u-v|<|ullv|] (desigualdade de Cauchy-Schwarz )
lu+v| <|u|+|v| (desigualdade triangular )

16. Sendo u e v vectores de R", o0 angulo entre eles é

t
= arccos| ——
il

© Prof. José Amaral
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17. A distancia entre dois pontos, x=(z,,29,--,2,) €

Yy =Y, Y9,+,y,) € R", também dita a distancia entre vectores
cuja extremidade corresponde a estes dois pontos, € igual a norma
do vector entre eles

dist(x,y) =[x = y| = /(@ 1)) + (@ — 10)? + -+ + (2 — )’

= Z”:(xz - yi)2
i=1

18. Propriedades da distancia: Sendo x, y e z pontos de R"
dist(x,y) =0 (dist(x,y) =0 sse x=y)
dist(x,y) = dist(y,x)
dist(x,y) < dist(x,z) + dist(z,y) (desigualdade triangular )

19. Assim definido, o produto interno é também designado por
produto interno euclidiano, e as resultantes definicbes de norma e

distancia, norma euclidiana e distancia euclidiana. O espago R"
com as operacoes de adicdo, produto por escalar e produto interno
como atras definido é designado por espaco euclidiano, ou
espago com métrica euclidiana.

1. Ovector u=(1,-2,-3,4) tem norma

| =fuu = Ju? ud +ud o
=12 4+ (<2)% + (=3)% + 42
- /30

Recorrendo ao MatlLab:

>> u=[1 -2 -3 4];
>> nu=sqrt (u*u')
nu =

5.4772

2. O produto interno entre os vectores u, =(2,0,-1,0) e u, =(-1,2,0,0), sendo o produto
ordenado das coordenadas de cada um dos vectores, é

u] UQ :U/]U] +U/2'U2 +U3U3 +U4U4
=2x-1)+(0x2)+(-1x0)+(0x0)
=-2

Recorrendo ao MatlLab:

>> ul=[2 0 -1 0];
>> u2=[-1 2 0 0];

>> ul*u2'!

© Prof. José Amaral
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3. 0 angulo entre os vectores u, =(2,0,-1,0) e u, =(-1,2,0,0) é

uq) - Uy j ( uq| - Uy ]
. = arccos = arccos
[ Juy| Jluyug)(uy - uy)

= arccos —2
- J(2,0,-1,0)- (2,0, 1,0))((~1,2,0,0) - (—1,2,0,0))}

= arccos 2
J@+0+1+0)(1+4+0,+0)

= arccos( —2 j = arccos(_ 2) = arccos(—0.4)
/5x5 5 '

~1.98

Recorrendo ao MatLab:

>> ul=[2 0 -1 0];

>> u2=[-1 2 0 0];

>> alfa=acos ((ul*u2') /sqgrt ((ul*ul')* (u2*u2')))
alfa =

1.9823
4. A distancia entre os vectores u; = (2,0,—1,0) e u, = (-1,2,0,0) é
dist(u;,uy) =u; —uy|

= 2= (=1))? + (0-2) + (-1 - 0) + (0 —0)?
=J9+4+1+0
=14

Recorrendo ao MatlLab:

>> ul=[2 0 -1 0];

>> u2=[-1 2 0 0];
>> u=(ul-u2) ;
>> d=sqgrt (u*u')
d =
3.7417
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Combinacao Linear. Independéncia Linear.
20. Diz-se que o vector ue R" é uma combinacgdo linear dos
vectores u;, u,, ---,u, € R", se existirem escalares k;,k,, -,k

T
designados por coeficientes da combinacao linear, tais que
u = k]l.l] + szQ + -+ k,ru,r

)
=) _ku;
i=1

21. Dizemos que um conjunto de vectores de R",
S ={u;,uy,-,u,} é linearmente independente se a equagio

ku; + kuy +---+ku, =0
s6 possui a solugdo trivial

ki=ky=-=k =0

Caso contrario, isto é, se a equagdo possui solucdo ndo trivial,
dizemos que o conjunto S é linearmente dependente.
22. Um conjunto de vectores de R", S ={u,uy,-,u.}, é

linearmente independente sse nenhum dos vectores é uma
combinagado linear de outro(s), e é linearmente dependente sse um
deles é combinagao linear de outro(s).

Exemplo 3.

1. O vector de R?, u=(1,-2,-3,4) é uma combinagdo linear dos vectores u, = (2,0,—1,0),
u, =(-1,2,0,0), uy;=(0,0,-1,2) e u,=(20,0,-1), dado que existem escalares,
ki =2,k =-1k; =1k, =-2, tais que

i=1
=k, + ku, + kjug + kjuy =2u; —u, +uz —2uy
=2x(2,0,-1,0) - (-1,2,0,0) + (0,0,— 1,2) — 2(2,0,0,— 1)
=(4,0,-2,0) + (1,-2,0,0) + (0,0,— 1,2) + (—4,0,0,2)
=(1,-2,-3,4)

2. O conjunto de vectores S ={u,,u,,uz,u,}, com u, =(20,-1,0), u,=(-1,2,0,0),
u; =(0,0,-1,2) e u, =(2,0,0,—1), é linearmente independente dado que
kuay + kyuy + kgug + kyuy =0
= k;(2,0,—1,0) + ky (=1,2,0,0) + k3(0,0,— 1,2) + k,(2,0,0,—1) = 0
= (2k;,0,— ky,0) + (—ky, 2ky,0,0) + (0,0, — ks, 2k3 ) + (2k,0,0,— k) = 0
= 2k, — ky + 2k, 2y, — ky — kg, 2ks —k;) =0
2%, —ky + 2k, =0

-
—k:l—k?)zo
2k‘3—]€4:0

Resolvendo o sistema podemos verificar que s6 existe a solugdo trivial

© Prof. José Amaral ALGA MO5 -7 06-11-2007
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Vectores Ortogonais. Projeccao Ortogonal.

23. Dois vectores u e veR", ndo nulos, sdo vectores
ortogonais sse
u-v=0
24.Se u e v € R" sdo ortogonais entdo
2 2 2 (s

lu+v|" =|u]” +|v]| (teorema de Pitagoras)
25. Sendo u e v (ndo nulo) € R", podemos sempre decompor o
vector u na soma de dois vectores, u;, e u,,
, tendo u; a direcgdo de v e sendo u, ortogonal a v. O vector u,
é chamado projecgdo ortogonal de u sobre v, proj, u, sendo

u-v . u-v

projy u=uy; = —- V=
MV

, € sendo a componente ortogonal
u-v
perp,u=uy, =u—-u; =u—-——V
V-V
26. Se uj,u,,---,u, €R" sdo vectores ortogonais, isto §,
u,-u; =0 para i#j, entdo o conjunto S:{u],uQ,---,uT} é

linearmente independente, e, para todo o vector u tal que

,
u= Zkiui , temos
i=1

i 2
LY
, OU seja,
T T u-u T
u=» ku,; = u; = Zpl”Q]u u
i=1 i=1 Wi "Wy i=1

Exemplo 4.

1. Os vectores u, =(0,1,0,—2), u, =(0,2,0,1) sdo ortogonais. Adoptando a notagdo matricial
temos (usando vectores coluna)

0

2
=01 0 -2

0

1
=0+2+0-2
=0

Recorrendo ao MatlLab:

>> ul=[0 1 0 -2];
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>> u2=[0 2 0 1];
>> ul*u2'!
ans =

0

2. Sendo os vectores u; =(0,1,0,—2), u, =(0,2,0,1) ortogonais, podemos verificar o teorema
de Pitagoras

Hul +u2H2 =(u; +uy)-(uy +uy)

= (uy +u2)T(u1 +uy)

0+0
1
=[0+0 1+2 0+0 —2+1] +e
0+0
-2+1
=0+9+0+1
=10
[ g = (g )+ (g )
= (ug uy) + (uz uy)
0 0
1 2
=0 10 —2}0 +[0 2 0 1]0
-2 1
=(0+1+0+4)+(0+4+0+1)

=10

Recorrendo ao MatlLab:

>> ul=[0 1 0 -2];

>> u2=[0 2 0 1];
>> (ul+u2) * (ul+u2) '
ans =

10
>> ul*ul'+u2*u2'
ans =

10

3. A projeccdo ortogonal do vector u = (3,—3,4,—4) sobre o vector u; =(0,1,0,—-2) é

u-u; . u-u; _uTul

pl"ojul u u

= u = u =
wff el

© Prof. José Amaral ALGA MO5 -9 06-11-2007
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3 -3 4 -4]

proj,, u =

_0-3+0+38
S 0+1+0+4

O vector u —proj, u é ortogonal a u, . Temos

3 0
) -3 1
u - proj, u= 71 ol

-4 -2

(u-proj,, u)-u; =(u-proj, u
1 1

1
0
0
1
0
-2

ALGEBRA - TURMA LR11D

Recorrendo ao MatLab:

>> u=[3 -3 4 -4];
ul=[0 1 0 -2];
projul=(u*ul')/ (ul*ul') *ul
projul =

0 1 0 -2
>> (u-projul) *ul'
ans =

0

© Prof. José Amaral
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Subespaco. Subespaco Gerado. Base. Dimensao.

Exemplo 5.

27. Sendo W um subconjunto ndo vazio de R", dizemos que W
€ um subespacgo de R" se

1. Se u e v pertencem a W entdo u+v também pertence a
W

2. Se u pertence a W entdo au também pertence a W, para
todo o escalar «.
28. Sendo W um subespaco de R", dizemos que os vectores
u;,uy,--,u, € W geram W, ou que S ={u,uy,---,u,} é um
conjunto de geradores de W, se qualquer vector de W é uma
combinagdo linear de u,,u,,---,u;. Dizemos também que W ¢é o
subespaco gerado por u;,uy, -, uy, e escrevemos
W = L(uy,uy,---,uy).
29. Sendo W um subespaco de R", dizemos que o conjunto de
vectores S ={uj,u,,-,u,}e W é uma base de W se é um
conjunto de geradores de W e é linearmente independente.
30. Sendo W um subespaco de R", e S = {u],uZ,---,uk} uma base
de W, todas as bases de W tém o mesmo numero k de
elementos, chamada a dimensao de W, dim(W). Qualquer
conjunto de k vectores linearmente independentes pertencentes a

W é uma base de W, e qualquer conjunto de mais de k vectores
é linearmente dependente.

1. R? ngo éum subespaco de R?, dado que R? é o conjunto de pares ordenados, e portando

ndo € um subconjunto de RB, que é o conjunto de ternos ordenados de numeros reais. No
entanto o plano W = {(:c,y,O) eR? } é um subespaco de R®.

2. 0 subespaco de R

* gerado pelo conjunto de vectores S ={e, e, e, e,}, com

e, = (1,0,0,0), e, =(0,1,0,0), e; =(0,0,1,0) e e, = (0,0,0,1) é coincidente com R*. Escrevendo
um qualquer vector u = (z,,2,,25,2,) COMO uma combinagdo linear de e;,e,,e; e e,, temos

u= k‘lel + k)zez + k363 + ]{:464

] [1 00 0]k
z| [0 1 0 0|k
zs| |00 1 0|k
2| 100 0 1|k

A resolucao do sistema é imediata, dado que a matriz ja esta na forma escalonada reduzida.
Concluimos que o sistema é sempre possivel e determinado para qualquer valor de z;,z,,z; e

x,. Assim, o subespago gerado por e;,e,,e; e e, € constituido por todos os vectores

u= [1’1 Ty 3 xdT sem restrigdes, ou seja, € coincidente com R

4

W = L((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) = R*

© Prof. José Amaral
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Para além de gerar R*, o conjunto de vectores S = {e],eQ,eS,e4} é linearmente independente,
dado que a -equagdo ke, +ke, +kse; +ke, =0 s6 possui a solugdo trivial
ki =ky=k; =k, =0. Temos

1 0 0 0|k 0
0 1 0 Of|k| |0
0 0 1 O|lks| |O
0 0 0 1|k 0
o] sistema é sempre possivel, admitindo apenas a solugao trivial

[k, ky Ky I@JT =[0 0 0 O}T, logo os vectores sdo linearmente independentes.

Dado que geram R* e s3o linearmente independentes, os vectores e; =(1,0,0,0),
e, =(0,1,0,0), e; =(0,0,1,0) e e, =(0,0,0,1) sdo uma base de R*.

Todas as bases de R* tém 4 vectores, ou seja, R* tem dimens3o 4, dim(R”‘) =4 . Qualquer

conjunto de 4 vectores linearmente independentes pertencentes a R* é uma base de ]R4, e
qualquer conjunto de mais de 4 vectores é linearmente dependente. Os vectores e,,e,,e; € €,

s30 a chamada base candnica de R*.

3. Os vectores e, = (1,0), e, = (0,1), geram R? e sdo linearmente independentes. Formam a
chamada base canénica de R*. Os vectores e, = (1,0,0), e, =(0,1,0), e; =(0,0,1) geram R*® e
sdo linearmente independentes. Formam a chamada base canodnica de R%. Os vectores
e, =(10,---0), e, =(0,1,---,0), ... , e, =(0,0,---,1) geram R" e sdo linearmente independentes.

Formam a chamada base candnica de R".

© Prof. José Amaral ALGA MO5 - 12 06-11-2007
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Base Ortogonal e Base Ortonormada.

31. Sendo S ={uj,uy,---,u,} uma base dum subespago de R”
dizemos que S é uma base ortogonal se u; ‘u; =0 para i #7,
ou seja, se os vectores da base sdo ortogonais.

32. Sendo S ={u;,uy,---,u;,} uma base dum subespaco de R
dizemos que S é uma base ortonormada se, para além de ser
uma base ortogonal, |u;| =1 para i=1,---,k

n

Exemplo 6.

1. A base canénica de R* B ={e, e, e;,e,}, com e, =(1,0,0,0), e, =(0,1,0,0), e; = (0,0,1,0)
e e, =(0,0,0,1) é uma base ortonormada, dado que todos os vectores da base tém norma
unitaria e sdo ortogonais

e 100 0]t 0 00O
e, 010 0//0 100

B'B =2 =
8[61‘62‘63‘64} 00 10lloo 10
e, 000 1//0 00 1

ele; ele, ele; ele,
eje, ere, ele; ele,
eie, ele, ele; ele,
_eZel ele, ele; ele,
He1H2 e e, e -e; €5 -¢€
e ey He2H2 ey -e; €y-ey

2

o

4

€ € €€ e3-ey He4H2 i

. Os vectores e; = ---0), ey = - 0), ..., € = eram R"™, sao linearmente
2.0 L =(10,--0), e, =(0,1,--- 0) L =(00,-1) g R"™, s&o li

independentes, tém todos norma unitaria, e sdo ortogonais. Sdo uma base ortonormada de R",
chamada base candnica R".
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Mudanca de Base.

33. Sendo U ={u,,uy,--,u,} e W={w,, wy,,w.} duas bases

dum subespago de R™, um qualquer vector do subespago, v,
expresso na base U/ e na base W, respectivamente,

tem coordenadas em cada uma das bases, [v]; = [ul,uQ,---,uk}T e

relacionadas por uma matriz quadrada

[U:|W :[w17w2="'awk}T
regular, M =(m;;);;, chamada matriz de mudanca de base,
[U]U = My [’U}W
MW = My [U]U = Mﬁ/lU MU

A matriz de transigdo da base VW para a base U/ é dada por

My = [[@UJU [wﬂU ["Uk}U}
em que [wi]U € o vector coluna das coordenadas do vector w; na

base U.

Exemplo 7.

1. Sejam em R2

a base canénica £ = {e,,e,,} e a base W = {w,,
W, =e; —e,, € sejaovector v=w; +w,.

Consideremos o problema de, sendo conhecida a representagao de
representagao de v na base &£

Wy,}, cOM w, =3e; +2e, e

v ha base W, encontrar a

vy - [l |
Dado que
Wl = 361 + 262 :
3 f
= [el 62}{2}
e
0 f
W2 = el —62 H
s W T T e
1 z
fo ] ] AP DN Y I D
B0 0 1 2 3 i 5 & 7
resulta

<
|

_W1+W2

e, e2}m+[e1 eQ}{fJ
o |

= 461 +62

—
| I
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, que é a resposta procurada (que podemos verificar na figura).

De outro modo, poderiamos ter em atencdo que, sendo

Wi =ley e21m

e
1
W2—[91 ez}{_l}
entao
3 1
[wi wy]=e; ez}L _J
pelo que

o)
oo ]
e, eQ}m

= 461 +62

ALGEBRA - TURMA LR11D

Ou ainda, atendendo ao conceito de matriz de mudanga de base, sendo conhecido
w, =3e; +2e, e W, =€, —ey, € V=W, +W,, temos simplesmente

Ms =Mye [U]W

=[[w]e fwleJlohy

Ll

pelo que

© Prof. José Amaral ALGA MO5 - 15
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Exercicios.

VERIFICAR SE UM CONJUNTO DE VECTORES E ORTOGONAL.

/3 1. Mostrar que os vectores u, = (0,1,0,-2), u, = (0,2,0,1),u; = (-1,0,2,0) e u, =(2,0,1,0) sdo
ortogonais, isto &, u; ‘u; = 0 para i # 5.

Um modo pratico de verificar que todos os produtos internos cruzados sdo nulos, consiste em
dispor os vectores na forma de uma matriz e multiplica-la pela sua transposta. Seja a matriz
cujas colunas correspondem a cada um dos vectores

0 0 -1 2
U:[ul‘ u2‘ u3‘ u4}: : "
0 1
- 1 0
A sua transposta é uma matriz em que cada um dos vectores esta disposto segundo as linhas da
matriz
u 0 1 0 -2
u, 020 1
U’ = "2
u; -1 0 2 1
u, 2 01 0

Atendendo a definicdo de produto matricial e de produto interno

[, 01 0 -2/ 00 -1 2
T uy 020 1 2 0
UU:*[‘M‘ u, | uy | u4}:
u; -1 0 2 1 0o 21
luy 2. 01 0][-2 1 0
ulTul u1Tu2 ulTu3 ulTu4 50 0 0]
B ulu;, uwlu, uluy; ulu, 105 00
ugul 113Tu2 11?113 113Tu3 0050
_uful ufug ufu?) u£u4 0.0 0 5]
_u] ‘u; up-uy ugp-ug ug-uy
_|ugrup uyruy up-uz Uy -uy
- Uz -u; Uz-uyg Uz-U3z Uz Uy
[Ug "U; Uy -Uy Uy U3z Uy Uy

. 2 , . ,
,e ainda, atendendo a que u-v=v-u e u-u=[u”, concluimos que a matriz resultante é uma

matriz simétrica, tendo as normas dos vectores na sua diagonal, e os produtos internos cruzados
quer acima quer abaixo da diagonal.

Se a matriz resultante, como €é o caso, for uma matriz diagonal, concluimos que os vectores sdo

ortogonais.
Hule Up Uy Up-ug Wy -u4_ 5 0 0 0
uly = | W Hu2H2 Uy uz up-uy | 0500
wouy wpeuy fuglt wgeug| [0005 0
upcuy uyeuy ugeuy Hu4H2_ 0005
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Recorrendo ao MatLab:

>> ul=[0 1 0 -2]"';
>> u2=[0 2 0 1]1';
>> u3=[-1 0 2 0]"';
>> u4=[2 0 1 0]"';
>> U=[ul u2 u3 u4l];

>> U'*U

ans =
5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

VERIFICAR SE UM VECTOR E UMA COMBINACAO LINEAR DE UM CONJUNTO DE VECTORES.

2. Dado o vector u= (3,-3,4,—4) e os vectores ortogonais u; =(0,1,0,-2),
u, =(0,2,0,1),u; =(-1,0,2,0) e u, =(2,0,1,0), podemos verificar que, sendo

, temos
u-u

S
e

)

Atendendo ao exemplo anterior temos HulH2 = HUIHQ :HUIHZ :Hu]H2 =5, pelo que, adoptando a
notacao matricial

u-ug
[/ﬁ ky ks k4]: 12 ot
fu|” |
U‘U4
1
k = H2 uT[ul‘ uy | ug | u4}
u;

[an}

1
k=—13 -3 4 -4
L ]

—_ O NN O
S = O N

=[1 -2 1 2]
ou seja

u=u; —2uy +us+2uy
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Recorrendo ao MatLab:

>> u=[3 -3 4 -4]"';
>> ul=[0 1 0 -2]"';
>> u2=[0 2 0 1]"';

>> u3=[-1 0 2 0]"';
>> u4=[2 0 1 0]"';

>> U=[ul u2 u3 u4];
>> nui=diag (U'*0U) "

>> k=u'*U. /nui

Mais facilmente, podemos ter em atengdo que, se u € uma combinagdo linear dos vectores u,,
u,, u; e u,, entédo

u = k‘lul + kf2u2 + kf?)u?) + kf4114

ky
ky
:[u1‘ 112‘ u3‘ 114}]{:
3
ky
3 0 0 -1 2|k
-3 1 2 01|k
47 00 1| ks
-4 -2 1 0]k,
Resolvendo o sistema
Recorrendo ao MatLab:
>> A=[ul u2 u3 u4l;
>> B=[3 -3 4 -4]';
>> rref ([A B])
ans =
1 0 0 0 1
0 1 0 0 -2
0 0 1 0 1
0 0 0 1 2

O sistema ¢é possivel e determinado, tendo como solugdo [kl ky kg de =1 -2 1 2]".
Ou seja

u=2u; +uy, —uz2uy
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3. Mostrar que o vector u=(7,2,-1,-4) é uma combinagdo linear dos vectores
u, =(2,0,-1,0), u, = (~1,2,0,0), uz = (0,0, 1,2) e u, =(2,0,0,—1).

Se u é uma combinagdo linear dos vectores u,, u,, u; e u,, entdo

u = ]{flul + k‘2u2 + k3u3 + k‘4ll4

7 00 -1 2]k
2 12 0 0|k
1] 00 2 1|k
—4| =2 1 0 0k

€ um sistema de equagdes possivel. Resolvendo o sistema

Recorrendo ao MatLab:

>> A=[2 0 -1 0;-1 2 0 0;0 O -1 2;2 0 0 -1]"';

>> B=[7 2 -1 -4]"';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 0 0

0 1 0 0 1
0 0 1 0

0 0 0 1

O sistema é possivel, tendo como solugdo [k, k, ks I€4:|T =21 -1 Q}T. Ou seja

u=2u; +uy, —uz2uy

4. Mostrar que o vector u = (2,4,1) ndo é uma combinag&o linear dos vectores u, = (1,2,- 1),
u, = (0,1,-1), e uz = (1,0,1).

Se u é uma combinagdo linear dos vectores u,, u,, u; e u,, entdo

u = kjuy + kuy + ksug
2 I 0 1|k
41=| 2 1 0|k
1 -1 -1 1|k

€ um sistema de equagGes possivel. Resolvendo o sistema

Recorrendo ao MatLab:

>> A=[1 0 1;2 1 0;-1 -1 1];
>> B=[2 4 1]°';
>> rref ([A B])

ans =
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1 0 1 0
0 1 -2 0
0 0 0 1

concluimos que o sistema é impossivel, logo u ndo é uma combinagdo linear dos vectores u,,

u,, € ujs.

VERIFICAR SE UM CONJUNTO DE VECTORES E LINEARMENTE INDEPENDENTE.

5. Mostrar que os vectores u, = (0,1,0,-2), u, = (0,2,0,1),u; = (-1,0,2,0) e u, =(2,0,1,0) séo
linearmente independentes, ou seja, a equagdo kju; + kyu, + ksu; +ku, =0 sO6 possui a
solugao trivial.
Recorrendo a notagcdao matricial
ku; +kuy +---+ku, =0
k, 0
ko 0
[ up | ug u4}k3 “lo
ky 0
Uk =0
, concluimos que verificar que a equagdo kyu, + kyu, + ksus + kyu, =0 s6 possui a solugdo
trivial é equivalente a verificar que o sistema homogéneo Uk =0 s6 admite solucdo trivial.
Recorrendo ao método de Gauss-Jordan podemos concluir que

00 120 10000
12 o000l lo1000
00 210/ 00100
21 000/ 00010

e portanto os vectores sao linearmente independentes.

Recorrendo ao MatLab:

>> A=[2 0 -1 0;-1 2 0 0;0 0 -1 2;2 00 -11"';
>> B=[0 0 0 0]"';
>> rref ([A B])

ans =

o o o ~»
o O B+ O
o B O O
H O O O
o O o o

6. Mostrar que o conjunto de vectores S ={u,,u,usu,}, com u, =(2,0,-1,0),
u, =(-1,2,0,0), us =(0,0,-1,2) e u, =(2,0,0,— 1), € linearmente independente.
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Os vectores sdo linearmente independentes se a equagdo kju; + kyu, + ksus + kyuy =0 so
possui a solugdo trivial k; =k, = k; =k, = 0. Assim

00 -1 2]k [0
12 0 0|k |0
00 2 1|&| |0
2 1 0 0||k| |0

Recorrendo ao MatLab:

>> A=[2 0 -1 0;-1 2 0 0;0 0 -1 2;2 00 -11";
>> B=[0 0 0 0]"';

>> rref ([A B])

ans =
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

O sistema é possivel, admitindo apenas a solugdo trivial [k, k, k; I@JT =[0 0 0 O}T, logo
os vectores sao linearmente independentes.

/. Mostrar que o conjunto de vectores S = {u;,uy,us}, com u; =(1,2,-1), uy =(0,1,-1), e
u; = (1,0,1), ndo é linearmente independente.

Os vectores sdo linearmente independentes se a equagao kju; + ku, + ksu; =0 SO possui a
solugdo trivial k; = k) = k3 = 0. Assim

1 0 1][k] Jo
2 1 0|k |[=|0
1 =1 1|k |0

Recorrendo ao MatlLab:

>> A=[1 0 1;2 1 0;-1 -1 1];
>> B=[0 0 0]';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 1 0
0 1 -2 0
0 0 0 0

© Prof. José Amaral ALGA MO5 - 21 06-11-2007



VECTORES EM RN ALGEBRA - TURMA LR11D

O sistema é possivel mas é indeterminado (admitindo um nuimero infinito de soluges para além
da solucao trivial) logo os vectores nao sao linearmente independentes.

DETERMINAR O SUBESPACO GERADO POR UM CONJUNTO DE VECTORES.

8. Determinar o subespacgo de R? gerado pelo conjunto de vectores S = {u],uQ,u3}, com
u;, =(1,2,-1), uy =(0,1,-1), e uz =(1,0,1).

W é o subespago gerado por u;,uy,u;, W = L(u;,u,,u;), se qualquer vector de W, u , é
uma combinagao linear de u,,u,,u;

u= klul + k2u2 + k‘3ll3

T 1 0 1 kl
z =] 2 1 0|k
T3 -1 -1 1 If3

Resolvendo o sistema, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, resulta

1 0 1 T
[AIB]=| 2 10 =
-1 -1 1 x4
oo z L, - 2L, — L,
~10 1 -2 zy-2x Ly +1L; - Ls
_O -1 2 CU3+CC1
10 1 q;l
~lo 1 -9 Ty — 27, Ly +1L, = Ly
_O 0 0 x3—x1+x2

Nao é necessario continuar o processo de escalonamento da matriz. Neste momento é ja
possivel concluir que, para que o sistema seja possivel (ou seja, qualquer vector de W seja

uma combinagdo linear de u;,u,,u;), devera ser

Recordando os conceitos apresentados sobre o estudo da natureza de sistemas lineares,
concluimos que o sistema € possivel e indeterminado, sendo z, e z, varidveis principais e z;

uma variavel livre, sendo

Ty — Ty =23

Assim, o subespago gerado por u;,u,,u; € constituido por todos os vectores u = [ac1 Zg x3}T
tais que z; —zy, = x5

W = L(u;,uy,u3) = {(951,952@3) e R’ c X3 =3 952}

Nota 1: Veremos mais tarde, apds a apresentagdo dos
conceitos geometria analitica, que o subespago corresponde a

um plano em R3.
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;/@ Nota 2: Sempre que o sistema em andlise ndo seja possivel e
determinado, a analise do problema com recurso ao MatLab

requer 0 acesso passo a passo ao processo de escalonamento
da matriz completa. Veremos mais tarde como tal podera ser feito

>> syms x1 x2 X3

> A=[1 0 1;2 1 0;-1 -1 1];
>> B=[x1 x2 x3].';

>> escalonar ([A B])

[ 1, o0, 1, x1]

[ 2, 1, 0, x2]

[ -1, -1, 1, x3]

Passo 1:

(-2)*L1 + L2 => L2

(1)*L1 + L3 => L3

[ 1, 0, 1, x1]
[

[

0, 1, -2, x2-2*x1]
0, -1, 2, x3+x1]

1)*L2 + L3 => L3

(

[ 1, 0, 1, x1]
[ 0, 1, -2, xX2-2*x1]
[ 0, 0, 0, x3-x1+x2]

O. Determinar o subespaco de R* gerado pelo conjunto de vectores S = {ul,uz,ug,u4}, com
u; =(2,0,-1,0), u, =(-1,2,0,0), u; =(0,0,—-1,2) e u, =(2,0,0,—1).

W é o subespago gerado por u;,u,,u;,u,, W = L(u;,u,,u;,u,), se qualquer vector de W,
u , € uma combinagdo linear de u;,uy,us;,u,

z 00 -1 2|k
Zy 1 2 01|k
4 00 2 1k
2| -2 1 0|k,

Resolvendo o sistema,

Recorrendo ao MatLab:

>> syms x1 x2 X3 x4

>> A=[2 0 -1 0;-1 2 00;0 0 -1 2;20 0 -1]';
>> B=[x1 x2 x3 x4].';

>> rref ([A B])
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ans =

[ 1, 0, 0, 0, -1/2*x1-1/4*x2-x4-2%x3]
(o, 1, o, O, 1/2%x2]
[ o, o0, 1, o0, X3+1/2%x1+1/4*x2+x4]
[o, o0, o0, 1, X44+2*x3+x1+1/2*x2]

, concluimos que o sistema é possivel e determinado para qualquer valor de z;,z,,z; e z,.
Assim, o subespago gerado por u;,uy,us;,u, € constituido por todos os vectores

u= [x] Ty T3 xAT sem restrigdes, ou seja, é coincidente com R*

W = L(u;,uy,u3,uy) = R

DETERMINAR UMA BASE DE UM SUBESPACO.

10. Determinar uma base do subespaco de R

W = L(u;,uy,us,uy) = {(w,y,z,w) eR':(z-y+2=0)A(w-z-2= 0)}

Uma vez que qualquer conjunto de k vectores linearmente independentes pertencentes a W é
uma base de W, sendo k£ a dimensao do subespacgo, a solugao particular encontrada depende
do método utilizado na sua determinagao.

Dadas as restrigdes impostas, temos o sistemas de equagodes

{x—y+2z:0

w—x—2=0

Fazendo

y=x+2z
W=x+2

, 0 que corresponde a considerar x e z como variaveis livres, e y e w como varidveis
principais, resulta que os vectores u = (z,y,z,w) pertencentes ao subespago sdo da forma

T T T 0 1 0
Y T+ 2z T 2z 1 2
u= = = + =z |+z
z z 0 z 0 1
w r+z x z 1 1

Ou seja, sdo uma combinagdo linear dos vectores u; =(1,1,0,1) e u, =(0,2,1,1). Dado que u, e
u, sao linearmente independentes fica assim determinada uma base de W .

Se analisarmos formalmente o sistema

r—y+22=0
w—-—x—-—2=0

, ou seja, na forma matricial
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Recorrendo ao MatLab:

>> A=[1 -1 2 0;-1 0 -1 17;
>> B=[0 0]"';
>> rref ([A B])

ans =

, concluimos que o sistema é possivel e indeterminado, sendo =z e y varidveis principais e z e

w variaveis livres, as solucdes do sistema sdo da forma

T=w-—2z
y=w+z
ou seja
z w—z w -z
Y w4+ z w z
u= = = + =w

z z 0 z
w w w 0

sdo portanto uma combinagdo linear dos vectores u; =(1,1,0,1) e u; =(-1,1,0,1). Dado que u,
e uy sao linearmente independentes, fica assim determinada uma outra base de W . Note-se
que uj; =-u,. O subespaco W tem dimensdo 2; quaisquer 2 vectores linearmente
independentes resultantes de uma combinagdo linear dos vectores u; e u, € uma base de W .

REPRESENTAR UM VECTOR EM BASES DIFERENTES.

11. Vimos no exemplo 7.1 que dados, em R?, a base candnica & ={e,,e,,} e a base

W = {wl,w2,}, com w; =3e, +2e, e w, =€, —e,, sendo conhecida a representacdo de v na
base W, v =w, + w,, podemos encontrar a representagdo de v na base £

vy = [V
, atendendo ao conceito de matriz de transicao,
[U]g =Myye MW

= [ [wl :|g [w2 :|g }[U}W

Lo b
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pelo que

= 461 +62

Caso fossem conhecidos w; = 3e; +2e,, W, =e; —e,,
e a representagdo de v na base £, v=4e, +e,, e se

pretendesse encontrar a representagdo de v na base S o N
RITTEIS IR | T SOt oee e [T ot PEPREE PR et
w A T G T S
vl > [y AN
, - 3 i i i i i i i ;
, deveriamos ter em atengao que 2 4 0 1 2 3.4 5 B 7

[U]W = M;\}S Me

logo

ouseja v=w; +wy.

12. Sejam em R? a base canénica £ = {e;,e,,} e a base U = {u,,u,,}, com u, = —e, + 2, e
u, = 2e; —e,, € seja o vector v =4e; + e,

Consideremos o problema de, sendo conhecida a B rmemeeii

representagdéo de v na base &, encontrar a ] ¥
representacdode v nabase &/ T UURSUN RN =N
) R e R R P e ROV
v]e > [v]y AT N TSN N TN
Sendo conhecida a matriz de transicdo da base I/ para ol 531_1 ______________________________________
a base & 1 AN A
My e :Hul}g [u2}g} 0 —
. 1 2 H . H H h H H
2 -1
, e dado que B R B
-1
Mg, =My
temos

A R R

, OU seja, v =2u; +3u,.
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13. Sejam em R? a base U ={u,,u,}, com u, =—e, +2, e u, =2, —e,, € a base
W = {wl,w2,}, com w; =3e; +2e, e W, =€, —e,, sendo conhecida a representacdo de v na
base W, v = w, + w,, pretendemos encontrar a representagdo de v na base U .

[V}w - [V}u
Com os dados do problema, é facil determinar as matrizes de transicdo das base W e U para a
base candnica
My = {3 1}
2 -1

[
e =1 2 -

Pelo que, considerando a representacdo intermédia de v na base candnica

[V}w - [V}g - [V}u

, sendo
[’U}g =My [’U}W
e
[U}u = Mgy Ms = Mz}]e Ms
resulta

[l = My'e My e [v)y

(-1 2T s 11 2
L2 =1 |2 =11 |3
, ou seja, v =2u; +3u,.

Recorrendo ao MatlLab:

>> ul=[-1 2]"';

>> u2=[2 -1]"';
>> wl=[3 2]';
>> w2=[1 -1]"';
>> Mwe=[wl w2];
>> Mue=[ul u2];
>> vw=[1 1]"';
>> vu=inv (Mue) *Mwe*vw
vu =
2.0000
3.0000
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