Médulo 06

Transformacoes

e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os
problemas apresentados na bibliografia,
sem consulta prévia das solugdes
propostas, analise comparativa entre as
suas resposta e a respostas propostas, e
posterior exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.

Lineares de R" em R™

[Poole 209 a 223]
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Transformacao Linear. Matriz da Transformacao.

Exemplo 1.

1. A transformacdo w = T(u) = Au é uma transformagao linear, dado que Vu,v € R

1. Uma fungdo T:R"™ - R™ é uma transformacdo linear (ou
uma fungao linear) se
1. T(au) = aT(u)
2. T(u+v)=T(u)+T(v)
, OU seja,
T(au+pv)=aT(u)+ LT (v)

n

, para todos os u e ve R" e todos os escalares a e 5.

2. Sendo A uma matriz mxn e ueR", a transformagdo matricial

T:R" > R™
w=T(u)=Au
€ uma transformacao linear.
3. Sendo T:R" —>R™ uma transformagdo linear e

u=ue +uey+---+u,e, €R", existe uma (e sé6 uma) matriz
A = (a;;)mxn tal que

T(u)=Au ,YueR"
, chamada matriz (candnica) da transformacao, dada por
A=[T(e)): T(e,y): T(e,)], em que T(e;) sdo matrizes
coluna, resultantes da aplicacdo da transformacdo 7 a cada um

dos versores da base candnica de R", €.

" e todos

os escalares o e 3.

T(au+ Bv) =A(au + fv) = A(au) + A(Bv) = a(Au) + B(AvV)
=aT(u)+BT(v)

-10 1 3]
Por exemplo, sendo A = u= , V= ,a=—-1e B=4,temos

2 3 2 0

T(au+ Bv) =A(au + pfv) = __21 g} (— 1 E} +4 BB

H@ﬂﬁimi o
aT(w)+ BT(v) = aAlj +PAV = ‘{_ : O}H ' 4{_ : Oﬁ
SRR
L
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2. Seja w = f(z;,z,) uma fungdo de R? — R?, tal que
W =T
Adoptando a notagdo matricial, podemos escrever
wl 1 O
I
)
Ws 3 4
e ainda
w = Ax

A fungdo w = f(z,,z,) considerada, sendo uma transformagdo matricial, € uma transformagao
linear, w = T'(x) = Ax, sendo a matriz da transformagao

1 0
A=12 -1
3 4

3. Em R? e R? é possivel fazer uma representacdo geométrica simples do efeito da aplicacio
de uma transformacdo linear, quer se considere que os pares ou ternos ordenados sao

representativos de pontos ou de vectores. Em R" a interpretacdo do resultado da aplicacdo de
uma transformagao linear é idéntica, embora a sua representacdo geomeétrica ndo seja possivel.

1. Seja T :R?> - R? a transformacdo linear, w = T(z,y)

w=Au

————————————————————————— * (@) w] [1 0z
(z5,95) {U’J:{O _JLJ

Temos entao

~Ys

—¥

,,,,,,,,,,,,,,,, w =T(x)=x

wy =T(y) =~y

Da aplicacdo da matriz da transformacao

10
A =
0 -1
a qualquer objecto de R? resulta uma imagem que corresponde ao seu
simétrico relativamente ao eixo dos xx

T(z,y) = (z,~ y)
2. Seja T :R* - R? a transformagcdo linear, w = T(z,y)
w=Au
wy | |cos(f) —sen(0)| z
wy | |sen(d)  cos(8) | y

em que 6 é um angulo medido no sentido directo.
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Cada uma das colunas da matriz de transformacao resulta
da aplicacao da transformagao a cada um dos versores da

v4(0,1) base canénica de R*, e, e e,
Y - - (cos(#),sen(d))
(- sen(é)).c:os(()))/‘1 A~ {005(9) - sen(@)} _ [T(ew) e )}
NGV ) el y
_ SL“l:l(f)) c:o;(é)) : ; Temos assim que
B [cos(§) —sen(0)][1
Tle) = | sen(0) 005(0)} {0}
B _005(0)}
| sen()
(u‘l,l['?‘)i“:_:_, e
G Ny S (z,y) B [cos(f) —sen(d)][0
Tley) = sen(f)  cos(0) || 1
i B [~ sen(6)
” | cos(6)

Ambos os versores de R? sofrem uma rotacdo de 6 no
sentido directo.

Em resultado da aplicacdo de uma transformacdao com
matiz de transformacao

| cos(f) —sen(6)
A= Len(@) cos(@)}

, todos os objectos do plano sofrem uma rotacdo de 6 no sentido directo. A matriz é por isso
chamada matriz de rotagdo em R2.

© Prof. José Amaral ALGA MO06 - 4 12-11-2007
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Transformacdes Lineares Elementares em R?,
4. Projeccao ortogonal.
Projeccdo ortogonal sobre o eixo dos xx.

Equacoes Matriz de Transformacao
w =2 10
T =
wy =0 0 0
Projeccdo ortogonal sobre o eixo dos yy.
Equacoes Matriz de Transformacao
’U)l = O 0 0
T =
Wy =Y 01

Y (z,y) 5. Reflex3o.
1. Reflexao sobre o eixo dos xX.

Equacoes Matriz de Transformacao
w =2x 1 0
X T=
Wy =~y 0 -1
(wy,uws)
(uy,20) d (,y) 2. Reflexdo sobre o eixo dos yy.
Equacodes Matriz de Transformacao
w =X -1 0
T =
Wy =y 01
A o (x,y) 6. Rotacao.
- : Rotagao de um angulo 6 no sentido directo.
wy,ws) e ' Equacoes Matriz de Transformacao
w; =z cos(f) — ysen(d) T cos(f) —sen(0)
x wy = xsen(d) + y cos(0) " |sen(d)  cos(8)

Yy ¥
(@) 7. Contraccdo
Contracgdo de um factor £ (0 <k <1).
(g 2t
Equacoes Matriz de Transformacao
x wy, = kzx T k 0
wy = ky - {0 k}

8. Expansao
Expansdao de um factor k£ (k£ > 1).

Equacodes Matriz de Transformacao
wy = kx k0

T =
wy = ky 0 k

© Prof. José Amaral ALGA MO06 - 5 12-11-2007
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Transformacdes Lineares Elementares em R>.

(Projeccao ortogonal sobre o plano xz)

(Reflexao sobre o plano xy)

X

(Reflexdo sobre o plano xz)

z

(Rotagéo sobre o eixo dos xx, § = 37/4)

9. Projeccao ortogonal.

Projeccdo ortogonal sobre plano xy.

Equacoes
wl =X
Projeccdo ortogonal sobre plano xz.
Equacodes
w1 =X
w2 =z
Projeccdo ortogonal sobre plano yz.
Equacoes
’w1 = O
'LU2 =z

10. Reflexao.
Reflexdo sobre o plano xy.

Equacodes
w =z
wy =Y
Wy =—2

Reflexdo sobre o plano xz.

Equacoes
'LUl =T
w2 =Yy
w2 =z
Reflexdo sobre o plano yz.
Equacodes
U)] = -
w2 =Y
w2 =z
11. Rotacao.

Matriz de Transformacao

1 0 0
T=0 1 0
0 0 0]

Matriz de Tra nsf(_)rmac_;éo
0 0
0 0
0 1]

(1
T=\0
10

Matriz de Transformacao
0 00

T=|0 1 0

0 01

Matriz de Transformacao

10 0
T=/0 1 0
00 -1

Matriz de Transformacao

(1 0 O]
T=/0 -1 0
0 0 1

Matriz Eje Transfgrmac_;éo
-1 00
T=| 0 10
0 0 1

Rotagdao de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo dos xx.

Equacoes
wl =T
wy =y cos(f) — zsen(0)
w; = ysen(#) + z cos(d)

Matriz de Transformacao
1 0 0

T=|0 cos(@) —sen(h)
0 sen(d)  cos(d)
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Equacdes
w; =z cos(f) + zsen ()
w2 =Y
w3 = —zsen(f) + z cos(0)

ALGEBRA - TURMA LR11D

Rotagdo de um angulo 8, no sentido directo, sobre o eixo dos yy.

Matriz de Transformacao

cos(@) 0 sen(6)

T = 0 1 0

—sen(d) 0 cos(6)

z Rotacdo de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo dos zz.

Equacodes
w; =z cos(f) — ysen(d)
wy = xsen(d) + y cos(0)

w3 =2

X

(Rotagdo sobre o eixo dos zz, § = —3r/4 )

12. Contracgao

Equacdes
wy = kzx
¥
wy = ky
wy = kz

13. Expansao

T =|sen(d) cos(@) O
0

Contracgdo de um factor £ (0 <k <1).

Expansdo de um factor k (k£ > 1).

Matriz de Transformacao

cos(@) —sen(f) 0

0 1

Matriz de Transformacao

k0 0
T=|0 k£ O
0 0 k

Equacgdes Matriz de Transformagao
wy = kzx E 0 0
wy = ky T=(0 k O
wy = kz 0 0 k
(Expansdo, 6 =1.5)
© Prof. José Amaral ALGA MO06 - 7 12-11-2007
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Composicao de Transformacoes Lineares.
14. Sendo T:R" > R? e S:R? - R™ transformacses lineares, e

ueR", a aplicacdo da transformacdo S a imagem, <RP?,

resultante da aplicagdo da transformagdo 7' a um objecto ue R",
S(T(a))=(SeT)(u)=AsAru
, € uma composicdo linear, chamada composta de S com T, cuja

matriz de transformacdo é
Ag.r = AgAr

Exemplo 2.
1. Sendo T :R?® — R?® uma reflexdo sobre o plano xz
100
: w=T(u)=A,u=|0 -1 Ofu
0 01

, S:R? - R? uma rotagdo de 6 = —7/2 sobre o eixo do zz

cos(@) —sen(@) 0
v=S(w)=Agw=|sen(d) cos(@) Ojw=|-1 0 0w
1

— R? uma expansdo de k =1.5

! 1.5 0 0
r=U(v)=Aypv=| 0 1.5 O
0 0 15

12-11-2007
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A composigdo de U com S com T , r=V(u)=U(S(T(u))=UecSeT)(u)=AyAgAu, é

uma transformacao linear, V : R% - R?, com matriz de transformacao

, OU seja

Saliente-se
comutativa
matricial).

Ay =AyAgAp
15 0 off o 1 o1t o0 O
= 0 1.5 0|-1 0 00 -1 0
_0 0 1.5)| 0 0 1)/0 0 1
-1.5
=|-1.5
i 0 1.5
0 -15 0
r=V@u)=Ayu=|-1.5 0 Ofu
0 0 1.5

que a composicdo de transformacgdes lineares ndo é
(basta atender ao facto de se tratar de um produto

© Prof. José Amaral
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Transformacao Linear Inversa.

Exemplo 3.

15. Sejam T:R" > R"

ALGEBRA - TURMA LR11D

e S:R" >R"

duas transformacoes

lineares. Dizemos que S e T sao transformacodes inversas

(uma da outra) se

SeT=ToS=1,

, € escrevemos S = TV'e T=5"".

16. Sendo T :R"™ - R" uma transformacdo linear invertivel (i.e.
art:rr! =1,), a sua matiz de transformagdo € uma matriz
invertivel, e a matriz da transformacdo inversa é igual a inversa da

matriz da transformagao

T

A=A

1. Sendo T:R? - R® uma rotagdo de 6 = —7/2 sobre o eixo do zz

w=T(u)=Azu

, @ sua transformacao inversa tem matriz de transformacao

[ cos(—m/2) —sen(—7/2) 0
=|sen(-7/2)  cos(-7/2) Ofu
I 0 0 1
0 10
=/-1 0 Ofu
0 0 1
u="T"(w)= A w= Af'w
0 1 o'
=|-1 0 0| w
00 1
0 -1 0]
=1 0 Ow
0 0 1]
[cos(m/2) —sen(w/2) O
=|sen(m/2)  cos(m/2) O|w
I 0 0 1

ou seja, como seria de esperar, uma rotagdo de 6 = /2.
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Transformagoes Afins. Translagao.

17. Chamamos transformacdao afim de R" > R™ a uma
transformacgao da forma
S(u)=T(u)+k

, em que T é uma transformagdo linear de R" > R™ e ke R™ é
um vector constante.
(note bem: uma transformagdo afim ndo é uma transformacdo
linear.)
18. Uma transformagdo afim T :R" — R" da forma

Tu)=ILu+k
, em que k=[k.,ky,---,k,] corresponde a uma translagdo de ¥

unidades segundo cada um dos versores, e;, de R".

Exemplo 4.
1. A transformacdo afim 7 : R? - R?

1 0 1
ol

corresponde a uma translagdo de uma unidade segundo e, e de 2 unidades segundo e,

oL

corresponde a uma reflexao sobre o eixo dos yy seguida de uma
translacao de 2 unidades segundo €.

2. A transformacao afim 7T : R% - R?

Por exemplo, para o ponto (2,2) temos
-1 0][2 0
T(u) = +
L0 1]|2] |2
—2] [0
= +
2] |2

© Prof. José Amaral ALGA MO0O6 - 11 12-11-2007
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Exercicios.
CALCULAR A IMAGEM DADA A MATRIZ DA TRANSFORMACAO E O OBJECTO.
" 1. sendo
2 9
A=|-1 -1
2 3

a matriz da transformaggo linear 7 : R? — R?, determine T((1,2)).

Temos
2 2 6
w=Au=|-1 -1 B}: -3
2 3 8

A imagem do vector u = e, +2e, € o vector w = T(u) = 6e; — 3e, + 8e; .

>> A=[2 2; -1 -1;2 3];

>> u=[1 2]"';
>> w=A*Uu
W =

6
-3
8

2. Sendo
-2 1 2
A=
{—1 2 3}

a matriz da transformaggo linear T : R® — R?, determine T((1,2,3)).

1
-2 1 2 6
w=Au-= 2=
-1 2 3 12
3
A imagem do vector u = e; + 2e, + 3e; € o vector w = T'(u) = 6e; + 12e,.

>> A=[-2 1 2; -1 2 3];

>> u=[1 2 3]';
>> w=A*Uu

Temos

w =
6
12
3. Sendo
-2 1 2
A=|-1 2 3
-1 0 1

a matriz da transformagdo linear 7 : R® — R?, determine T((1,2,1)).

© Prof. José Amaral ALGA MO06 - 12 12-11-2007
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Temos
-2 1 2|1 2
w=Au=|-1 2 3||2|=| 6
-1 0 1|1 —

A imagem do vector u = e; + 2e, + e; € o vector w = T'(u) = 2e, + 6e, — 2e;.

>> A=[-2 1 2; -1 2 3;-1 0 -11;

>> u=[1 2 17"

>> w=A*u
w =
2
6
-2

4. Dada a transformacao linear T : R%2 5 R?, que consiste numa reflexao sobre o eixo do yy,
seguida duma rotagéo de 7/2 (no sentido directo) e duma projecgéo ortogonal sobre o eixo dos
yy, determine 7'((2,2)).

Como vimos, a uma reflexao sobre o eixo dos yy corresponde uma matriz de transformacao

|:_ : O:|
A] =
0 1

, @ uma rotacdo de um angulo 6 no sentido directo corresponde uma matriz de transformacao

| cos() —sen(0)
A _Len(e) Cos(e)}

, € a uma projeccao ortogonal sobre o eixo dos yy corresponde uma matriz de transformagao

0 0
A3:
0 1

Sendo a transformagao 7' uma composigao das 3 transformagdes elementares, temos

w=T(u)=A3A,Au

o 0}{005@/2) —SGH(?T/Q):H: 0“2}
10 1]|sen(mw/2)  cos(m/2)|| 0 1]|2
[0 o][o0 2
Lol ol

[0 0]f2

e 0“2}

[0
:__2}
>> Al=[-1 0;0 1];

>> teta=pi/2;

>> A2=[cos (teta) -sin(teta); sin(teta) cos (teta)];

>> A3=[0 0;0 1];

© Prof. José Amaral ALGA MO06 - 13 12-11-2007
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>> A=A3*A2*Al

A =
0 0
-1.0000 0.0000
>> u=[2 2]';
>> w=A*u
w =
0
-2.0000

5. Considere a seguinte matriz dos vértices de um tridngulo em R?

13 2
T, =
{231}

Determine a imagem final (os vértices) do tridngulo quando é reflectido sobre o eixo do yy, e
depois rodado de 7/2 no sentido directo.

Dado que a uma reflexdo sobre o eixo dos yy corresponde uma matriz de transformacgao

|:_1 0:|
1 =
0 1

, € a uma rotagdo de um angulo 7/2 no sentido directo corresponde uma matriz de

transformacao
cos(f) —sen(f) 0 -1
As = Len(@) cos(@)} - L 0}

A matriz da transformagéo é

v i P R

Dado que os vértices do triangulo correspondem a vectores coluna correspondentes a cada uma

das colunas da matriz T,
vl v2 v3
w1 1

, resulta que ao produto AT, corresponde uma matriz

SRR BN
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em que cada uma das colunas corresponde a imagem de cada um dos vértices do triangulo

0 —1][1 3 2
AT, =
{—1 0“2 3 1}

-2 -3 -1
{—1 -3 —2}
>> teta=pi/2;
>> A2=[cos (teta) -sin(teta);...
sin(teta) cos (teta)l;
>> A=A2*Al;

>>

>>

ans

Tr=[1 3 2;2 3 1];

A*Tr
-2.0000 -3.0000 -1.0000
-1.0000 -3.0000 -2.0000

VERIFICAR SE UMA IMAGEM PODE RESULTAR DE UMA TRANSFORMAGAO LINEAR.

6. Sendo

a matriz da transformacdo linear T:R? 5 R3, verifique se os vectores w;
wy =(0,0), ws =(-8,2,-8),w, =(0,0,0) e

contradominio) de T'.

1 -3
A=(2 3
2 -4

W5 = (37 2,1)

= (47_ 107 8) l;

pertencem a imagem (ou

O vector w, = (0,0) ndo pertence a imagem de 7', dado que w, € R? e o contradominio de T

estd contido em R?. O vector w, =(0,0,0) pertence, dado que, para toda a transformagdo
linear, a imagem do vector nulo € o vector nulo (0 = A0).

Quanto aos vectores w,;, w; e w; podemos verificar se pertencem a imagem de T de
diversos modos. Por exemplo, e dado que A ¢é a matriz a transformagdo, tendo em atencao que

1 -3
w=Au=|2 3u
2 -4
temos
1 -3
le 2 3u1
12 -4
41 [1 =3
Uy
-10(=12 3{ }
Uy
8] 2 —4

© Prof. José Amaral
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Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[4 -10 8]';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 -2
0 1 -2
0 0 0

, concluimos que o sistema é possivel, pelo que w, é uma imagem da transformagdo. Alids
(dado que o sistema é possivel e determinado) podemos mesmo concluir que u; = (-2,—2) € o
objecto cuja imagem é w, .

De modo idéntico temos

1 -3
2 -4

-8 1 -3

Uy
21=12 3
U
-8 2 -4
Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[-8 2 -8]"';

>> rref ([A B])

ans =
1 0 -2
0 1 2
0 0 0

, concluimos que o sistema é possivel, pelo que w; € uma imagem da transformagao
(u; =(-2,2) € o objecto cuja imagem € w3 ).

Por ultimo, temos

1 -3
_2 _4_
_1 _3_
Uy
P 3{ }
2 —4]t"

Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[3 2 1]°';

© Prof. José Amaral ALGA MO06 - 16 12-11-2007
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>> rref ([A B])

ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

, concluimos que o sistema € impossivel, pelo que w; ndo € uma imagem da transformagao.

Outro modo de abordar a questdo seria determinar o subespaco de R3 gerado pelas
colunas da matriz da transformacdo. Ou seja, sendo a; =(1,2,2) e a, =(-3,3,—-4) os

vectores correspondentes as colunas da matriz da transformagdo, uma imagem, w = (w;,w,),

ndo é mais do que uma combinacdo linear destes vectores, sendo os coeficientes as
coordenadas do objecto que lhe da origem u = (uy,uy)

W=u1a1+u2a1
1 -3
U
w=|2 3{ }
Uy
2 -4
=Au

O problema pode assim ser interpretado como um problema de determinagao de um subespago
gerado por um conjunto de vectores. Resolvendo o sistema

w; 1 -3
u
w, | =2 3{ 1}
Uy
wq 2 —4

, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, resulta

>> >> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[wl w2 w3].'

>> egcalonar ([ A BJ])

[ 1, -3, wl]

[ 2, 3, w2]

[ 0, -4, w3]

Passo 1

(-2)*L1 + L2 => L2

[ 1, -3, wl]

[ 0, 9, w2-2*wl]

[ 0, -4, w3]
Passo 2

(1/9)*L2 => L2

[ 1, -3, wl]
[ 0, 1, 1/9*w2-2/9*%wl]
[ 0, -4, w3]

(3)*L2 + L1 ==> L1
(4)*L2 + L3 ==> L3
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[ 1, 0, 1/3*wl+1l/3*w2]
[ 0, 1, 1/9*%w2-2/9%wl]
[ 0, 0, w3+4/9*w2-8/9%wl]

Concluimos que, para que o sistema seja possivel, devera ser
8
9 9

Fica assim determinada a restricdo do subespaco das imagens. Podemos verificar que
w; =(4,-10,8) e w3 =(-8,2,—8) verificam a restrigio (8x4-4x(-10)-9x8=0 e
8x(-8)—4x2-9x(-8)=0, e portanto pertencem a imagem da transformagdo, mas
w; =(3,2,1) ndo verifica (8x3-4x2-9x1 = 0), e portanto ndo pertence a imagem.

DETERMINAR A MATRIZ DA TRANSFORMAGCAO DADOS UM CONJUNTO DE OBJECTOS E IMAGENS

/. Determine as matrizes das transformacoes
Th (21, 5) = (221 — 79,71 — 375)
Ty(21, %9, 23) = (21 + Ty + 223,71 —T9, Ty — T3)
T3(zy, @9, T3, Ty) = () + 223,31 — Ty, Ty — T3, Ty — 3Ty)

Conhecida a expressdo analitica da transformacdo a determinagdo da matriz da transformacao é
imediata. Para (w;,w,) = Tq(xy,29) = (22, — 29,2, — 3z,) temos

Wy =T — 35(:2

MR
-

Procedendo de modo analogo, temos para T, (z;,zy,23) = (z; + Ty + 23,2 — Ty, Ty — T3)

logo

112
A,=[1 -1 0
0 1 -1

e para T3(z), 7y, 23,4) = (T) + 23,0 — T, Ty — T3,T) — 32,)

0 2 0

10 0 -1
A3:

0 1 -1 0

10 0 -3
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8. Dada a transformacdo linear 7 :R?* - R® tal que T(e,)=(-1,2,0) e T(e,)=(0,2,—1)
escreva a matriz da transformagao.

Sendo a matriz da transformag&o dada por A =[T(e,) T(e,)], temos de imediato

-1 0
A=| 2 2
0 -1

0. Diga quais das imagens, de b) a d), sdo compativeis com uma transformacgdo linear do
objecto da figura a) e determine as transformacdes lineares correspondentes.

A4

3L

Dados um vector u e um vector v com a mesma direcgao de
u, v=ku, e sendo a imagem de u o vector w=Au,
temos

z=Av
= Aku
=kAu
= kw
Numa transformagdo linear T :R" - R", vectores
paralelos tém por imagem vectores paralelos, pelo que é

imediato reconhecer que a imagem b) ndo resulta duma
transformacao linear do objecto a).

Numa transformacdo linear 7 :R" - R" a imagem do
vector nulo é o vector nulo, w=A0=0, pelo que é
imediato reconhecer que as imagens c) e d) ndo resultam
duma transformacao linear do objecto a).

Atendendo a imagem e), dado que
T(el) = T(L 0) = T(2a 1)
T(e,y) = T(0,1) = T(-1,2)

, € sendo a matriz da transformacao linear T : R%? - R? dada
por A =[T(e,) T(e,)], temos de imediato

2 -1
A =
1 2
A transformacao linear em causa €&, portanto,
T(zy,25) = (221 — T, 7y + 22,)

Por exemplo, para a diagonal do quadrado, temos

I
1
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10. considere a transformacao linear 7T : R%2 > R? que transforma o paralelogramo da figura
a) no paralelogramo da figura b). Qual das seguintes matrizes pode ser a matriz da

transformacdo em causa
2/3 0 2 —=1/2 1 -1/3 2/3 —-1/3
A ] ¥ a2 V] A [ s, [ -
-1/3 -1 3 —3/2 2 —4/3 0 -1

oy :
3t ' Basta atender a que
ol = T(0,2) = T(~1,~ 3)
!  Ora, sendo
0 - :
L T 0 0 1
- 7(0,2) = A 9 =A2 : = A2e, =2Ae, =2T(e,y) = 5
2k ; H -
sl . temos
4 L ; ; i
2 A ! P! _]/2
T(ey) =
a) -3/2

, pelo que, das matrizes candidatas a Unica que pode ser a matriz da
transformagdo em causa € a matriz A, .

Escolhendo dois vectores linearmente independentes, por exemplo,
, pelo que, sendo

w=Au

[WI W2:|:A|:u1 112]

. A
I R

2 —1/2
{3 —3/2}:‘“

Genericamente

[0 21"
>> u2=[2 4]';
>> wl=[-1 -3]"';
>> w2=[ 2 0]"';
>> A=[wl w2]*inv([ul u2])
A =
2 -1/2
3 -3/2
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MatLab. Transformacdes Lineares em R? e R°.

' TRANSFORMACOES LINEARES EM 2D

1. vamos comecar por ver alguns procedimentos graficos basicos.

Representagdo do ponto (z,y) = (2,2)

o | figure (1) ;clf
26l | x=[2 21;
241 1 plot (x (1) ,x(2), " '*k");
22t ]
2 *
18} ] Representagdo do  conjunto de pontos  (zy,y;)=1(22),
: (T2,Y2) = (2.3), (z3,y3) = (3,3), (z4,y4) = (3,2)
12} 1 figure(2) ;clf
i 7 3 75 3 x1=[2 2];
x2=[2 31;
3:_ x3=[3 31;
3 P x4=[3 2];
&l 1 X=[x1;x2;x3;x4]
N ] plot (X(:,1),X(:,2), *k');
n J axis ([ -1 4 -1 471)
nsr 1 axis square

Representacao do conjunto de pontos no interior do quadrado de
vértices (z1,91) = (2,2), (2,Y2) = (2,3), (z3,93) = (3,3),
(x4=y4) = (37 2)

figure (3) ;clf

x1=[2 2]; x2=[2 3]; x3=[3 3]; x4=[3 2];

X=[x1;x2;%x3;x4]
patch(X(:,1), X(:,2),[0.48 0.79 0.88]) ;
axis([ -1 4 -1 47)

grid on

axis square

Representacdo do conjunto de pontos no interior da circunferéncia
de centro (z,y) = (1.5,2) e raio 0.5

figure(4) ;clf

U = scirclel(1.5,2,0.5);
patch(U(:,1), U(:,2),'r");
axis([ -1 4 -1 41)

grid on

g G ? 2 e 1 axis square
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2. Como vimos, da aplicagdo da transformagcdo linear, T : R?> — R?, w = T(z,y)
w = Ax
wy | |—-1 Ojfz
wy| | 0 1|y
a qualquer objecto de R? resulta uma imagem que corresponde ao seu simétrico relativamente
ao eixo dos yy
w =T(z,y) = (—z,y)

Aplicando a transformagdo ao ponto x = (z,y) = (2,2), resulta a imagem w = (w,z) = (-2,2)

figure (5) ;clf

| x=[2 2]

) . N A = [-1 0; 0 1] % REFLEXAO Y
AL wW=A*xX

ol hold on

af ] plot (x(1),x(2),'*k");

Al | plot (w(1),w(2),'*r');

al J hold off

A ... axis([ -4 4 -4 4])

Note que o ponto ¢é representado por uma matriz coluna,
X = [2 2} r , resultando, por aplicacdo da transformacao, a imagem

-2 -1 02
w=Ax = =
2 0 112
Aplicando a transformagdo ao conjunto de pontos (z,y;)=(2,2), (zy,¥5)=(2,3),
(x3,9y3)=(3,3), (x4,y4)=(3,2), vresulta o conjunto de imagens (w,z2;)=(-22),
(Wy,29) = (=2,3), (w3,23) =(=3,3), (wy,24) =(-3,2),
figure (6) ;clf

x1=[2 2]"'; x2=[2 3]'; x3=[3 3]'; x4=[3 2]"';
3 + * * *
X=[x1 x2 x3 x4]
2 * + * * ~
T = [-1 0; 0 1] $REFLEXAO Y
n
ol W=T*X
A hold on
Sl plot (X(1,:),X(2,:),"*k");
al plot (W(1,:) ,W(2,:),"'*r");
4 ‘ axis([ -4 4 -4 4])
-4 3 2 1 u] 1 2 3 4
hold off

Note que cada um dos pontos foi representado por uma matriz coluna x; =[z; v;]*. A matriz

X é uma matriz de 2x 4 em que cada uma colunas corresponde a cada um dos pontos objecto.
Por aplicagdo da transformacgao, obtemos a matriz W, 2x4, em que cada uma das colunas
corresponde a cada um dos pontos imagem

(-2 -2 -3 -3] [-1 0][2 2 3 3
WiTl o 3 3 9/7] 0 1l|2 3 3 2
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3. Como vimos, resulta da aplicagdo da transformacao linear, T : 25 R, w= T(z,y)

w = Ax
wy | [cos(f) —sen(d)| z
wy | |sen(8)  cos(8) |y
que todos os objectos do plano sofrem uma rotagdao de 6 no sentido directo.

Considerando, por exemplo, 6 = 7/4, e aplicando a transformagdo ao ponto x = (z,y) =(2,2),
resulta a imagem

{:zz el
g R e HEEE N

2

figure(7) ;clf

x=[2 2]

teta=pi/4;

A = [cos(teta) -sin(teta); sin(teta) cos(teta)l];
wW=A*xX

hold on

plot (x(1),x(2),"'*k");

plot (w(1l) ,w(2),"'*r");

axis([ -1 4 -1 41)

1} 1 2 3 4

hold off

Na aplicagdo da transformagdo ao conjunto de pontos (zy,y;)=(22), (z9,¥5)=(2,3),
(z3,¥3) = (3,3), (24,94) = (3,2)
figure(8) ;clf

| x1=[2 2]'; x2=[2 3]'; x3=[3 3]'; x4=[3 2]';
R | X=[x1 x2 x3 x4]

O \“\_ ] teta=pi/4;
H M ] A = [cos(teta) -sin(teta); sin(teta) cos(teta)l;
W=A*X
#* *
hold on

plot (X(1,:),X(2,:),'*k");
plot (W(1,:) ,W(2,:),"'*r");

axis square; axis equal

axis([ -1 4 0 5]); hold off

, ou a qualquer outro conjunto de pontos - consideremos por exemplo o caso do quadrado
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figure(9); clf
x1=[2 2]"'; x2=[2 3]'; x3=[3 3]'; x4=[3 2]"';
X=[x1 x2 x3 x4]
teta=pi/4;
A = [cos(teta) -sin(teta); sin(teta) cos(teta)]
W=A*X
hold on
patch(X(1,:), X(2,:),'c");
patch(W(1,:), W(2,:),'r");
axis([ -1 4 0 5]); axis square; axis equal
hold off

e do circulo, visto anteriormente,

figure (10) ;clf
X = scirclel(1.5,2,0.5);
X=X"

teta=pi/4;

A = [cos(teta) -sin(teta);
W=A*X
hold on
patch(X(1,

patch (W (1,

1),
2,

X(2,
wW(2,

1), 'et);

), 'r');

sin(teta)

cos (teta)]

axis([ -2 3 -1 4]);axis square; hold off

O principio a seguir é o mesmo:

A matriz dos objectos, X, € uma matriz de 2 x n em que cada uma colunas corresponde a cada
um dos pontos objecto, (z;,y;). Por aplicagdo da transformagao , W = AX , obtemos a matriz

W, 2xn, em que cada uma das colunas corresponde a cada um dos pontos imagem, (w;,z;),

Wi

wy
?1

Wy Wn, :|
n

z

{cos(&) - sen(G)} {xl

z sen(f)  cos(0) || y;

Lo

U

x

n}
Yn

4. A aplicacdo de sucessivas transformacdes lineares a um determinado objecto é trivial, dado
que, como vimos, consiste na sucessiva multiplicagdo das imagens pelas matrizes das

transformacoes.

Por exemplo, consideremos o conjunto de pontos no interior da circunferéncia de centro

(xay):

0 = w/5 . A figura mostra os sucessivos objectos imagem resultantes

figure(11) ;clf
X = scirclel(0,2,0.5);

% Objectos

X=X";
patch(X(1,:), X(2,:),[0 0.79 0.88])
axis([ -3 3 -3 3]); axis square;

(0,2) e raio 0.5, e a transformacao linear resultante da composigdo de 9 rotagdes com

I
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ey
4 o

@ O
@e®

hold on
teta=pi/5;

T = [cos(teta) -sin(teta); sin(teta) cos(teta)l];

% Imagens resultantes da 1* transformagdo
Y=T*X;
patch(y(1,:), Y(2,:),[1/10 0.79 0.88]);
for i=2:9

% Imagens resultantes das sucessivas

% transformacgdes

Y=T*Y;

patch(y(1,:), Y(2,:),[1/10 0.79 0.88]);
end

hold off

ALGEBRA - TURMA LR11D

5. Podemos induzir faciimente

Reproduza o cédigo seguinte e observe o resultado.

close all; figure(1l2);clf
axis([ -3 3 -3 3]); axis off
x = scirclel(0,2,0.5);
X=X";
teta=pi/100;
T = [cos(teta) -sin(teta) ;
sin(teta) cos (teta)l;
for i=0:1000
xX=T*X;
h=patch(x(1,:), x(2,:),'r");
pause (0.01) ;
delete (h) ;

end

a sensacao de movimento de um objecto sobre o plano.
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TRANSFORMACOES LINEARES EM 3D

6. Vamos comegcar por ver alguns procedimentos graficos basicos.
Representagdo do ponto (z,y,z) = (2,0,2)

figure (1) ;clf

X = 2;
y = 0;
zZ = 2;

plot3 (x,v,z, 'k*")

axis ([0 2 0 2 0 2]); grid on; view(1l26,16)

Representagdo do conjunto de pontos (z;,y;,2)=(2,0,0),
(xlaylazl) = (25052)1 (xlaylazl) = (0’2’0) € (xlaylazl) = (07272) .
figure(2) ;clf

x1=[2 0 0]'; x2=[2 0 2]'; x3=[0 2 0]'; x4=[0 2 2]';
X=[x1 x2 x3 x4]

plot3 (X(1,:),X(2,:),X(3,:),"'*k");

axis([ 0 4 0 4 0 4]); axis square; grid on;

view (135,30)

Representagdo de uma esfera de raio unitario centrada na origem.

figure (3) ;clf; hold on

2
7

¥,

'y
A
e
A

s

L7
/]
i
L
s

[x,v,z] = sphere(20);

/]
B

h=surf (x,v,2z, ...

]
[]

..‘; Q@“y
-
l I

'FaceColor','c', ...

'EdgeColor', 'k'") ;

Y

/]
IH
W\

[
\

axis([-1 1 -1 1 -1 1]); grid on; axis square
view(112,27) ;

ou

: o figure (4) ;clf; hold on

2’:-5 _;-- .;. " [x,y,z] = sphere(40);

ST U h=surf (x,v,z, ...

'FaceColor','c', ...

'EdgeColor', 'n') ;

camlight; lighting gouraud;

axis([-2 2 -2 2 -2 2]); grid on; axis square

view(112,27)
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Representacdo do conjunto de segmentos correspondentes as
arestas de um cubo de volume unitario

figure (5) ;clf

x1=0; y1=0; z1=0;

x2=1; y2=1; z2=1;

C = [x1 x2 x2 x1 x1 x1 x2 x2 x1 x1 x2 X2 x2 X2 x1 x1 ;...
vyl y2 y2 vyl vyl vl yv2 y2 y1 y1 y1 y2 y2 y2 y2 ;...
z1l z1 zl1 z1 21 22 22 22 z2 22 22 zl1 z1 z2 z2 zl];

plot3(C(1,:),C(2,:),C(3,:),'k",'linewidth', 2)

grid on; view(128,30); ;axis equal; axis([0 2 0 2 0 2]);

A matriz C contém o conjunto de ternos ordenados de R3 correspondentes aos vértices
adjacentes do cubo.

Definicdo de uma funcao (“cubeA”) que devolve os vértices e as faces de um cubo

function [M N]=cubeA (coord,dim)

x0=coord (1) ; yO=coord(2); z0=coord(3);
dx=dim (1) ; dy=dim(2) ; dz=dim(3) ;
M=[ [x0 y0 z0 ;

[x0+dx yO z0 ;

[x0+dx yO0+dy zO0
x0 y0+dy z0
x0 yO0 z0+dz
x0+dx yO z0+dz
x0+dx y0+dy z0+dz

x0 y0+dy z0+dz

N W U1 o 9 O

Representacao de um cubo, utilizando a fungao “cubeA”
figure (6) ;clf; hold on
axis ([0 2 0 2 0 2]);axis square; grid on; view(1l25,30)
fve = [1 1 0;1 0 1;01 1;1 0 0;01 0;0 0 17;
[M Nl=cubeA ([0 0 0], [1 1 1]);
hc=patch('Vertices' ,M, ...
'Faces' ,N, ...
'FaceVertexCData', fvc, ...
'FaceColor', 'flat"', ...
'FaceAlpha',0.7, ...
'EdgeColor!', 'k'",

'EdgeAlpha', 1) ;
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/. Para podermos aplicar uma transformacao linear T : R? > R% a um conjunto de pontos
(ternos ordenados) devolvidos pelas fungées 3D pré-definidas em MatlLab (como, por exemplo,
[X,Y,z] = sphere(n) ), € necessaria uma nota prévia sobre a estrutura dos dados.

Consideremos por exemplo a fungao f : R?2 > R

z = f(z,y) = 3ze v’
Se pretendéssemos fazer a sua representacdo em MatlLab seria necessario comegar por
especificar o dominio de variagdo das varidveis = e y. Seja, por exemplo xe[— 2,2} e
Y € [— 2,2} e criemos, para cada uma das variaveis, um vector com 5 valores dentro destes
intervalos
>> X=-2:1:2

-2 -1 0 1 2

De seguida, é necessario criar, com a fungdo meshgrid(x,y), duas matrizes, que neste caso
seriam 5x5, em que estes vectores sao replicados, dando assim origem a 25 pares ordenados
equiespacados no plano xy (a figura mostra um exemplo com 21x21 pares ordenados)

>> [X,Y] = meshgrid(x,y)

X =
-5 -1 0 1 2
-2 -1 0 1 2
-5 -1 0 1 2
-5 -1 0 1 2
-2 -1 0 1 2

Y =
-2 -2 -2 -2 -2
-1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

Note-se que os pares ordenados nao estdao dispostos huma matriz linha (ou coluna) como seria

mais natural
|:.’171 CUZ .’173 s xn:|
Y Y2 Ys - Yn

, mas sim sobre duas matrizes quadradas.

Continuando com a representagao da fungdo z = f(x,y), vamos agora fazer o calculo do seu
valor para cada um dos pares (x,y)
>> 7 = 3*X .* exp(-X."2 - Y."2);
>> 7 =
-0.0020  -0.0202 0 0.0202 0.0020
-0.0404  -0.4060 0 0.4060 0.0404
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-0.1099 -1.1036 0 1.1036 0.1099
-0.0404 -0.4060 0 0.4060 0.0404
-0.0020 -0.0202 0 0.0202 0.0020

, ficando assim com o conjunto de ternos ordenados (z,y,z) que nos
permite fazer a representagao 3D
surf (X, Y, Z)

Admita que se pretende aplicar uma transformagao linear ao
conjunto de pontos (z,y,z), por exemplo, correspondente a uma simetria relativamente ao
plano xy

w =T(u) = Au

10 0
=10 1 0
00 -1

I SO

Para obtermos o conjunto de imagens é necessario reposicionar as coordenadas dos pontos

objecto, que estao distribuidas por 3 matrizes 5x5, numa matriz 3x25 em que cada coluna
corresponde a terno ordenado

0 xl IQ .o In T
X = L1
L Tm o Lmxn |
h Y - Yn
y . . L1 Tg 0 Tyxn
n+1
Y=|"". = U=ly; Ymxn
21 R2 " Zmxn
L Ym Ymxn |
Zl 22 .o Zn
7 = Zn+l :
Zm U Bmxn

, isto pode ser feito facilmente recorrendo a fungdo reshape(X,m,n). No nosso caso teriamos
X=reshape (X, 1,25) ;
Y=reshape (Y, 1,25);
Z=reshape (Z,1,25) ;
U=[X; Y; Z];

Podemos verificar a dimensdo da nova matriz
>> gize (U)
ans =

3 25

Procedendo a transformacao,
A=[1 0 0;0 1 0;0 0 -1];
W=A*U;
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, obtemos a matriz 3x25 das imagens. E agora necessario reposicionar os ternos ordenados
obtidos em 3 matrizes 5x5 de modo a obter de novo a estrutura de dados necessaria ao MatLab
para fazer a representagao 3D

T T Ty
, . .
X = Tp+l
! !
L Tm Tmxn
_ , _
' ' ' yl y2 yn
Ty 9 Lmxn y/ .
’ ’ ' n+1
W =1y Yo " YUmxn = Y = :
! ' [ °
Z] 22 men ,
L Ym Ymxn |
! !
21 22 Zn
, . .
7 Zn+1
! !
Zm : Zmxn
X=W (1, :);
Y=W(2,:);
Z=W(3,:);

X=reshape (X,5,5) ;
Y=reshape (Y, 5,5) ;
Z=reshape (Z,5,5) ;

surf (X,Y, Z)

8. Criar uma esfera de raio unitario centrada em (z,y,2) = (0,2,0), aplicar uma transformag&o

linear correspondente a uma rotagéo de 6 = 7w no sentido directo em torno do eixo dos zz, e
proceder a representacdo 3D do objecto e da imagem.

Comegamos por criar uma esfera de raio unitario na origem
figure(1l); clf; hold on;
[X,Y,Z] = sphere(40);

As coordenadas dos pontos (z,y,z) estdo distribuidas por 4 matrizes 41x 41, correspondendo
portanto a 1681 pontos. De seguida procedemos a uma transformagdo afim, T(u)=I,u+k,
correspondente a uma translagao de duas unidades segundo o eixo dos yy, de modo a centrar a
esfera no ponto (z,y,z) = (0,2,0)

k=[0 2 0];

X=X+k (1) ;

Y=Y+k (2) ;

Z=7Z+k (3) ;
,e fazemos a representagao do objecto

h=surf (X,Y,Z, 'EdgeColor', 'none') ;

De seguida criamos a matriz da transformacao correspondente a uma rotagdo 6 = w no sentido
directo em torno do eixo dos zz,
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teta=pi;
A = [cos(teta) -sin(teta) 0 ;
sin(teta) cos(teta) 0 ;
0 0 1];
, determinamos a imagem resultante da tansformacao
[m,n] = size(X);
X=reshape (X, 1,m*n) ;
Y=reshape (Y, 1,m*n) ;
Z=reshape (Z,1,m*n) ;
U=I[X; Y; 2];
W=A*U;
X=W(1,:);
Y=W(2,:);
Z=W(3,:);
X=reshape (X, m,n) ;
Y=reshape (Y, m,n) ;
Z=reshape (Z,m,n) ;
,e fazemos a representacdo da imagem
h=surf (X,Y,Z, '"EdgeColor', 'none') ;

colormap (cool (100))

set (gca, 'DataAspectRatio' , [1 1 1]);
set (gcf, 'color', [1 1 1]);

axis ([-3 3 -3 3 -1 1]);

view(106,33); grid on

camlight; lighting phong;

9. Podemos induzir facilmente a sensagao de movimento de um objecto em R3 aplicando
sucessivas transformagoes lineares. Reproduza o cédigo seguinte e observe o resultado.

figure (10); clf; hold on;

[X,Y,Z] = sphere(40);

k=[0 2 0]; X=X+k(1); Y=Y+k(2); Z=Z+k(3);
teta=pi/100;

A = [cos(teta) -sin(teta) 0; sin(teta) cos(teta) 0; 0 0 1];
[m,n] = size(X);
colormap (cool (100)); set(gca, 'DataAspectRatio' , [1 1 1]);

axis ([-3 3 -3 3 -1 1]); view(106,33); grid on;
camlight; lighting phong;
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for 1=1:1000
X=reshape (X,1,m*n) ;
Y=reshape (Y, 1,m*n); Z=reshape(Z,1l,m*n) ;
U=[X; Y; Z];
W=A*U;
X=W(1,:); Y=W(2,:); Z=W(3,:);
X=reshape (X,m,n); Y=reshape(Y,m,n); Z=reshape(Z,m,n);
h=surf (X,Y,Z, '"EdgeColor', 'none') ;
pause (0.001)
delete (h)

end
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Matriz de Rotacao Sobre um Eixo Arbitrario.
19. Pode deduzir-se que a matriz da transformacdo correspondente
a uma rotagdo em sentido directo de uma angulo # em torno de
um versor arbitrario u = (u,,u,,u,) é

z Yy Yz
c+ui(l-c) uyu,(1-c)—u,s wu,(l-c)+uy,s
A =|uu,(l-c)+u,s c+u§(1—c) uyu, (1 -c)—u,s
uu,(1-c)—uys wu,(l-c)+u,s  c+ u’(1-c¢)

, em que ¢ =cos(f) e s =sen().

Exemplo 5.

1. Se admitirmos que o versor arbitrario de rotacdo €, por exemplo, o versor do eixo dos xx
u=e; =(1,0,0), resulta

1 0 O 1 0 0
A=|0 ¢ —s|=|0 cos(@) —sen(0)
0 s ¢ 0 sen(d)  cos(0)

, como seria de esperar, dado que se trata de uma rotagao sobre o eixo dos xx.
2. Para qualquer versor u = (u,,u,,u.), com 0 = 2 resulta

zs Yys Uz

A =

oS O =
S = O
- O O

ou seja, qualquer objecto é transformado nele mesmo.

3. Para uma rotacdo de em torno do vector u = (1,1,1) resulta

z 0 0 1
A=(1 10
24 010
A imagem do vector u = (1,1,0) é
0 0 1|1 0
v=Au=|1 1 0|l1|=|1
0 1 0]|0 1
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