Médulo 07

Factorizacao de
Matrizes.

e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os
problemas apresentados na bibliografia,
sem consulta prévia das solugdes
propostas, analise comparativa entre as
suas resposta e a respostas propostas, e
posterior exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.
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Valores e Vectores Proprios. Equacdao Caracteristica.
1. Dada uma matriz quadrada A, nxn, diz-se que um escalar A\
€ um valor préprio da matriz A se existir um vector ndo nulo

v e R" tal que
Av =)v
, dizendo-se que v é um vector proprio de A associado a A. O
conjunto dos valores proprios é designado por espectro de A.
2. O conjunto reunido do vector nulo com os vectores proéprios
associados a um dado valor proprio, A, € chamado o subespaco
proprio de A, E,.
3. Os valores proprios da matriz quadrada A, nxn,
correspondem as solucdes da equacgao
det(A -AI)=0
, chamada equacdo caracteristica de A, ou seja, sdo as raizes
do polindmio
p(A) = det(A — AI)
designado por polindmio caracteristico de A. Os vectores
proprios associados a cada valor préprio sdo o vectores, ndo nulos,
solugao do sistema
(A-AI)v=0
4. Chama-se multiplicidade algébrica de um valor proprio A ao
seu grau de multiplicidade como raiz da equagdo caracteristica, e
multiplicidade geométrica a dimensdo do seu subespaco
préprio.

Exemplo 1.
31 . , .
Seja a matriz A = sl O polindbmio caracteristico da matriz A €

3-A 1

p(A) =det(A —AI) = det{ 53

}:(3—)\)2—1:/\2—6/\+8

, pelo que os valores proprios da matriz A sdo A\, =4 e A\, =2

4 . . . . . . . Podemos agora determinar os vectores proprios associados
' : ' : : ' : resolvendo os sistemas (A -X\I)jv=0 e (A-X,I)v=0.

Assim, para (A —\;I)v =0 temos

-1 10 1 -1 0
1 -1 0 0 00
cuja solugdo geral, ou seja, o conjunto de todos os

vectores proprios associados a A, =4, é v=£k[1 1].
Para (A - A\,I)v =0 temos

110 1 10
110 0 00

cuja solugdo geral, ou seja, o conjunto de todos os
vectores proprios associadosa A\, =2, é v=Fk[1 —1]".
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Exercicios.

CALCULAR 0S VALORES E 0OS VECTORES PROPRIOS DE UMA MATRIZ.

‘v 1. Seja a matriz

1 -1
A=
-4 1
O polindmio caracteristico da matriz A é

1= -1
p(A) = det(A — AI) =det{ » ]_)J

=(1-2)?*-4=X-2x-3
, pelo que os valores proprios da matriz A sdo A\, =3 e A\, =—1.

Podemos agora determinar os vectores proprios associados resolvendo os sistemas
(A-X\I)jv=0 e (A-XI)v=0.Assim, para (A —\;I)v=0 temos

-2 -1 0 1 12 0

-4 -2 0 0 0 O
cuja solugdo geral, ou seja, o conjunto de todos os vectores proprios associados a A\; =3, é
v=Fk[1 —2]".Para (A -X,I)v, =0 temos

2 =10 1 =12 0

-4 2 0 0O 0 O
cuja solugdo geral, ou seja, o conjunto de todos os vectores proprios associados a A, = -1, €
v=k[1 2]".

Recorrendo ao MatlLab, podemos calcular os valores e vectores
préprios de uma matriz com a fungdo [v d]=eig(A), em que d
€ uma matriz diagonal com os valores proprios e v uma matriz

em que as colunas correspondem aos vectores proprios ordenados

conforme os elementos de d

>> A=[1 -1;-4 1]

A =
1 -1
-4 1
>> [V,D] = eig(d)
vV =
0.4472 0.4472
-0.8944 0.8944
D =
3.0000 0
0 -1.0000

Os vectores proprios apresentados pelo MatLab tém norma unitaria.
Podemos verificar que correspondem a um multiplo dos valores
deduzidos teoricamente.
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>> v/v(1)

ans =
1.0000 1.0000
-2.0000 2.0000

Podemos ainda recorrer ao MatLab para resolver o problema seguindo a
deducdo analitica

>> syms d

p=det (A-d*eye (2))
p =

-3-2*d+d"2

>> d=solve (p)

>> rref ([A-d(1)*eye(2) [0 0]'])

ans =
[ 1, 1/2, 01]
[ 0, 0, 0]

>> rref ([A-d(2) *eye(2) [0 0]'])

ans =
[ 1, -1/2, 0]
[ 0, 0, 0]

2. Seja a matriz

A= 3 0 -3

O polindmio caracteristico da matriz A é

~1-Xx 0 1
p(A) = det(A — AI) = det 3 =X -3
10 —1-X
—1-Xx 1
= X det = N(-1-X%-1
e{ 1 _I_A} (( )" =1)
=-XN(\+2)

, pelo que os valores préprios da matriz A sdo A\; = A\, =0 (ou seja, o valor proprio A = 0 tem
multiplicidade algébrica 2), e A\; = -2.

Podemos agora determinar os vectores proprios associados resolvendo os sistemas
(A-XI)v=0 (queéidénticoa (A-X,I)v=0)e (A -X;I)v=0.Assim, para (A-\I)v=0

temos

-1 0 10 10 -10
30 -3 0|~|0 0 0 O
10 10 00 0 O
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cuja solugdo geral € z—z =0 , ou seja, o conjunto de todos os vectores proprios associados a
A=0,é

z 0 1
Ey=|y|=y/1|+20
z 0 1

, ou seja, o0 subespaco gerado pelos vectores [0 1 0]" e [I 0 1]", que sdo linearmente
independentes. O valor proprio A =0 tem multiplicidade geométrica 2, tendo associados os

valores préprios v, = k[0 1 O}T evy=k[l 0 1}T.
Para (A - A;I)v, =0 temos

10 10 10 10
32 -3 0j~|0 1 =3 0
10 10 00 0O

T =-z
y =3z

ou seja, o conjunto de todos os vectores proprios associadosa A =-2, é

cuja solugao geral é

-z -1
E,=|3z|=2 3
z 1

, ou seja, o subespaco gerado pelo vector [-1 3 1]'. O valor préprio A=-2 tem

multiplicidade geométrica 1, tendo associados os valores proprios v; = k:[—l 3 1]T.

Recorrendo ao MatLab, podemos calcular os valores e vectores
proprios de uma matriz com a funcdo [v d]=eig(A), em que d
€ uma matriz diagonal com os valores préprios e v uma matriz

em que as colunas correspondem aos vectores préprios ordenados

conforme os elementos de d

>> [v,d]l=eig ()

v o=
0 0.7071 -0.3015
1.0000 0 0.9045
0 0.7071 0.3015
d =
0 0 0
0 0 0
0 0 -2

ans =
0 1 -1
1 0 3
0 1 1
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Matriz Semelhante. Matriz Diagonalizavel. Factorizacdo PDP’.
5. Os valores proprios de uma matriz diagonal e de uma matriz
triangular correspondem aos valores dos elementos da diagonal.
6. Dizemos que a matiz A, nxn, € uma matriz semelhante a

matriz B, nxn, se existir uma matriz P tal que P!AP=B, e
escrevemos A ~ B.

7. Matrizes semelhantes tém os mesmos valores proprios (mas
ndo, em geral, os mesmos vectores proprios), o mesmo
determinante e a mesma caracteristica.

8. Uma matriz quadrada A diz-se uma matriz diagonalizavel se
existir uma matriz diagonal D tal que A ~ D, ou seja, se existir
uma matriz P, dita matriz diagonalizante, e uma matriz
diagonal D, tais que A = PDP .

9. Uma matriz quadrada A, nxn, é diagonalizavel sse possui n
vectores proprios linearmente independentes, e as matrizes

Ay 0 0
0 X 0
P:[vl vy o vn} e D= . :2 0
0 -« 0 X,
sdo tais que
A =PDP™'

10. Valores proprios diferentes tém associados vectores proprios
linearmente independentes, pelo que, se A tem n valores proprios
diferentes entdo é diagonalizavel.

Exemplo 2.
As matrizes

SRS

sao semelhantes. Considerando a matriz
1 1
P=
1 =1

podemos verificar que AP = PD (o que é o mesmo que P'AP =D, multiplicando a esquerda
por P, e evitando assim ter que inverter a matriz), e portanto A ~ D

P R T ] A

Nota: Embora utilizemos o mesmo simbolo, a semelhanca entre matrizes ndo deve ser
confundida com a equivaléncia por linhas: As operacoes elementares sobre as linhas de
uma matriz ndo preservam os seus valores proprios.

Dado que D é uma matriz diagonal, podemos dizer que A ¢é diagonalizavel. Note-se que,
conforme vimos no exemplo 1, D corresponde a matriz dos valores proprios da matriz A e P
corresponde a matriz dos vectores proprios associados, sendo

A = PDP!
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Exercicios.
DIAGONALIZAR UMA MATRIZ (FACTORIZAGAO PDP ).

" 3. A diagonalizacdo de uma matriz A, n xn , segue, em geral, os seguintes passos:

1. Determinar os valores proprios de A .
2. Para cada valor préprio determinar uma base do seu subespaco proprio.

3. A matriz A é diagonalizavel sse as dimensdes dos subespagos proprios somam
n. Nesse caso, obtém-se n vectores linearmente independentes, pelo que

A =PDP™', em que P é a matriz cujas colunas s&o os vectores proprios e D é
a matriz diagonal dos valores proprios a que cada vector préprio, ordenadamente,
esta associado.

4. Vimos que a matriz

tem valores proprios A\, =3 e X, =-1, a que estdo associados os vectores proprios

vi=k[l -2]" e v, =k[1 2]". Sendo os valores préprios diferentes, os vectores préprios

gue lhe estdo associados sdo linearmente independentes, pelo que A é diagonalizavel, sendo
que uma matriz diagonalizadora da matriz A é

, sendo a matriz diagonal

Temos entao

e [

Podemos verificar a diagonalizacdo. Recorrendo ao MatLab

>> A=[1 -1;-4 1]

>> [V,D] = eig(d);

>> V*D*inv (V)

ans =
1.0000 -1.0000
-4.0000 1.0000
5.VHnosquearnaUu
-1 0 1
A=| 3 0 -3
10 -1

© Prof. José Amaral ALGA M07 -7 09-12-2007
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tem valores A\, =X, =0, e A; =-2, a que estdo associados os vectores proprios
vi=k[0 1 0", vo=k[1 0 1], e vy3=k[-1 3 1]'. Como X, e X, sdo iguais, é
necessario verificar se v, e v, sdo linearmente independentes.

>> vl=[0 1 0]"';

v2=[1 0 1]°';
rref ([vl v2 [0 0 0]'])

ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Dado que v, e v, sdo linearmente independentes A é diagonalizavel, sendo que uma matriz
diagonalizadora da matriz A é

01 -1
P—|:V1 V2 V3:|: 1 0 3
01 1
, sendo a matriz diagonal
A, 0 0 0 0
D={0 X, 0|=[00
0 0 X 00 -2
Temos entao
10 1 01 - olflo 1 =11
A= 3 0 -3/=PDP'=|1 0 3/l0 0 0|1 0 3
10 -1 01 1/lo 0 -2{l0 1

Podemos verificar a diagonalizacao. Recorrendo ao MatLab

>> A=[-1 0 1;3 0 -3;1 0 -1];

[V,D] = eig(d);

V*D*inv (V)
ans =
-1 0 1
3 0 -3
1 0 -1

6. Seja a matriz

2 =5

Recorrendo ao MatLab para calcular os valores e vectores proprios, temos
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>> A=[0 1 0;0 0 1;2 -5 4];

[V,D] = eig(a)

vV =
-0.5774 0.5774 -0.2182
-0.5774 0.5774 -0.4364
-0.5774 0.5774 -0.8729

D =

1.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 2.0000

>> [V(:,1)/V(1),V(:,2)/V(4),V(:,3)/V(7)]

ans =
1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 1.0000 2.0000
1.0000 1.0000 4.0000

Os valores proprios da matriz A sdo A\, =X, =1, e A3 =2. O valor préprio A =1 tem
multiplicidade algébrica 2. Os vectores proprios associados a A =1 sdo v, :k[l 1 1}T e
Vo = k[l 2 4}T. O valor proprio A = 1 tem multiplicidade geométrica 1.

Havendo apenas dois vectores proprios linearmente independentes, as dimensdes dos
subespagos préprios ndo somam n(= 3), pelo que a matriz A ndo é diagonalizavel.

© Prof. José Amaral ALGA M07 -9 09-12-2007
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Ortogonalidade em R".
Recordemos que:

A. Sendo u e v (ndo nulo) € R", podemos sempre decompor o
vector u na soma de dois vectores u=u; +u,, tendo u;, a

direccao de v, chamado projeccao ortogonal de u sobre v,

. u-v u-v
proju=u; =-—-Vv=——-V
M vy
e sendo u, ortogonala v
u-v
perpyu=uy =u—-u; =u-—-—-V
V-V

B. Se uj,uy,---,u, €eR" sdo vectores ortogonais, isto ¢,
u,-u; =0 para ¢#j, entdo o conjunto S:{u],uQ,---,uT} é
linearmente independente, e, para todo o vector u que possa
ser expresso como uma combinacgao linear dos vectores u,;, temos

r

- u-u; N u-u; - .
u=y ku; =) w; =) ——u; =) proj, u
i=1 i1

i=1 HulH2 i=1 Wi "Wy

C. Sendo S ={uj,uy,--,u,} uma base dum subespago de R”"
dizemos que S é uma base ortogonal se u; ‘u; =0 para i#j, e

é uma base ortonormada se, para além de ser uma base
ortogonal, [u,| =1 para i=1,---,k.

Exemplo 3.
1. Osvectores u; =[2 1 - I}T,u2 =00 1 1}T séo ortogonais, dado que u; -u, =0,

>> ul=[2 1 -11"';

>> u2=[0 1 1]°';
>> ul'*u2
ans =

0

Para encontrar um terceiro vector ortogonal a u, e u,, podemos recorrer ao conceito de
produto externo, dado que u; =u; xu, € ortogonal a u; e u, ( e tem um sentido ditado pela
regra da mao direita)

>> u3=cross (ul,u2)

u3 =
2
-2
2

Podemos verificar que u;, u,, € uj :[2 -2 2]T formam um conjunto ortogonal, isto &,
u;-u; =0 para i#j,

© Prof. José Amaral ALGA M07 - 10 09-12-2007
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>> U=[ul u2 u3];

>> U'*U

ans =
6 0 0
0 2 0
0 0 12

Sendo ortogonais, os vectores sdo linearmente independentes, pelo que formam uma base de
R? (recordando que n vectores linearmente independentes formam uma base de R"), e,
porque sdo ortogonais, U = {u;,u,,u;} é uma base ortogonal de R°.

Nenhum dos vectores tem norma unitaria. Como se constata pela diagonal da matriz vtu,
temos [u;|=+/6, [uy/=+2, e |us/=+/12. Se normalizarmos os vectores, encontramos os
versores de cada um deles

2/-/6 0 2/\[12 1/4/3
thi: 1/6 |, QQ:&: 142, e Q3:i: -2/12]=|-1/3
i ~1//6 s 142 us 9/ 12 1//3

, resultando que Q = {q;,q,,q;} é uma base ortonormada de R’

>> gl=ul/sqgrt (ul'*ul) ;

>> g2=u2/sqgrt (u2'*u2) ;

>> g3=u3/sqgrt (u3'*u3) ;
>> Q=[gl g2 g3];

>> Q'*Q
ans =
1.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 1.0000

2. Consideremos a base ortogonal de R? constituida pelos vectores u,;, u,, € u; do exemplo

anterior, U = {u] ,u2,u3}. Qualquer vector de R, u, pode ser expresso como uma combinagao
linear dos vectores da base, u = kju, + ku, + k3u;, sendo que cada um dos coeficientes da
combinacao linear corresponde a projecgdo ortogonal do vector u sobre cada um dos vectores

u;

> u- u; 3 .
i=1

i=1 i=1 ‘qu i=1 Wi " U,

£

2

Consideremos agora a base ortonormada Q = {q],qQ,q3} do exemplo anterior. Sendo, como

vimos, q; = , temos
u= S = =Y u- o Zu q; q; = ZPTOJq
= uy 2l ol T & H Hu H P
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Como vemos, sendo a base ortonormada, o calculo do coeficientes que permitem representar
qualquer vector como uma combinacdo linear dos versores da base € mais simples,
correspondendo apenas ao produto interno do vector com cada um dos versores k; =u-q;.
Seja o vector u = [1 -2 1}T . Note-se que se subentende que o vector estd expresso na base
canénica de R*, £ = {e,,e,,e;}, ou seja,

u=1le; —2e, +ley

, que é uma base ortonormada, pelo que cada uma das coordenadas do vector u ndo & mais do
que a sua projeccdo ortogonal sobre cada um dos versores candnicos.

Podemos representar u na base ortogonal U = {ul,uZ,u?,}. Sendo

>> u=[1 -2 1]' ;

>> format rat
>> kl=u'*ul/ (ul'*ul)
>> k1 =
-1/6
>> k2=u'*u2/ (u2'*u2)
k2 =
-1/2
>> k3=u'*u3/ (u3'*u3)
k3 =
2/3
temos

1
u=-—u ——u,+-u
6 1 22373

Podemos representar u na base ortonormada Q = {Q1aQ2aQ3}- Sendo simplesmente

ki=u-q;
>> kl=u'*ql
k1l =
-0.4082
>> k2=u'*qg2
k2 =
-0.7071
>> k3=u'*Qqg3
k3 =
2.3094
temos
J6 A2 212
Z—?%—?%JFTQ?)
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Note-se ainda que, sendo k; =u-q, =u’q;, temos

[kl ky k?,}:[UTOh UTQQ UTOI?,}
=u'la; g, qj]
:uTQ

, sendo Q uma matriz em que cada coluna corresponde a cada um dos versores da base.

>> u'*[gl g2 g3]

ans =

-0.4082 -0.7071 2.3094

3.0 exemplo anterior pode, evidentemente, ser interpretado num contexto mais geral de
representacao de um vector em diferentes bases (ndo necessariamente ortogonais).

Temos U = {u;,uy,uz}, com u; =2 1 -1]",u,=[0 1 1]7, e uy;=[2 -2 2]”. Sabendo

[ule =1 -2 1]7, temos

20 2
Mug: 1 1 _2
-1 1 2

pelo que

= My/e [ul

2 0 2'T 1
— 11 =2 [-2
11 2 1

>> format rat

>> Wue=[2 0 2;1 1 -2;-1 1 2];
>> ue=[1 -2 11°';
>> uu=inv (Wue) *ue
uu =
-1/6
-1/2
2/3
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Complemento Ortogonal.
11. Seja W um subespaco de R". Dizemos que um vector

ueR" é ortogonal ao subespaco W se for ortogonal a todos os
vectores de W . O conjunto de todos os vectores ortogonaisa W é
designado por complemento ortogonal do subespaco W, e

escrevemos W+

\Wl:{ueR":u~V:0,Vve\W}

, sendo que W, é um subespaco de R", WNW!'=0, e
dim(W) + dim(W+) = n.

Exemplo 4.

1. 0s vectores u; =[2 1 -1]7,u,=[0 1 1]" do exemplo 3.1 geram um subespago W de

R3 correspondente a um plano que passa na origem. O vector ujy = [2 -2 Q}T, ortogonal a

geram um subespaco U de R?

desse subespago, dim(U)=3.

O vectores wlz[—?) -1 01

u, e a u, estd contido no complemento ortogonal do
subespago W, uma recta, r, que passa na origem e &
perpendicular ao plano que contém u; e u,, r = W . Todos
os vectores com a direccdo de r (os multiplos escalares de
u; ) sdo ortogonais a todos os vectores contidos no plano. Do

mesmo modo, todos os vectores contidos no plano sao
ortogonais ao conjunto aos vectores contidos na recta,

constituindo o seu complemento ortogonal W = rt.

2. Os vectores u]:[l -3 50 5}T,
u =112 -2 3", e u=[0 -1 4 -1 5"

, €, sendo linearmente independentes, constituem uma base

O]T e wy :[—4 -3 -2 0 1}T geram um subespago W

de R5, e, sendo linearmente independentes, constituem uma base desse subespaco,

dim(W) =2,

Os vectores u,, u, e u;, assim como qualquer vector de U, que pode ser escrito como uma

combinagdo linear destes 3 vectores, sdo ortogonais aos vectores w; e w,.

Podemos verificar a relagao de ortogonalidade calculando o produto interno entre eles

U:[ul U, 113]
W:[Wl WQ}

U'W = U, [W1 Wz]: U Wi U Wy

us Uz Wi Uz Wy

© Prof. José Amaral
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>> ul=[1 -3 5 0 5]"';

>> u2=[-11 2 -2 3]"';
>> u3=[0 -1 4 -1 5]"';
>> wl=[-3 -1 0 1 0]"';
>> w2=[-4 -3 -2 0 1]"';
>> U=[ul u2 u3];

>> W=[wl w2];

>> U'*W

ans =
0 0
0 0
0 0

Do mesmo modo, os vectores w; e w,, assim como qualquer vector de W, que pode ser
escrito como uma combinagdo linear destes 2 vectores, sdo ortogonais aos vectores u;, u, e

u;.

O subespago W ¢é o complemento ortogonal do subespaco U, W = U+, tal como o subespaco
U é o complemento ortogonal do subespaco W, U = W+, sendo dim(0) + dim(W) = 5.
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Espacos Fundamentais de uma Matriz.

Exemplo 5.

12. Uma matriz A, m xn, tem 4 espagos fundamentais:
1. Designa-se por espaco coluna de A, ou imagem de A,

col(A) ou Im(A), o subespago de R™ gerado pelas colunas de A,

ou seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares das colunas
de A.

2. Designa-se por espaco linha de A, lin(A), o subespago de R
gerado pelas linhas de A, ou seja, o conjunto de todas as
combinacdes lineares das linhas de A, sendo lin(A)=col(A”) e
col(A) = lin(AT).

3. Designa-se por espaco nulo (a direita), ou niucleo, de A,
Ker(A), o subespago de R" gerado por todos os vectores x tais

que Ax =0, ou seja, correspondente as solugées do sistema
homogéneo Ax =0.

4. Designa-se por espaco hulo a esquerda, Ker(AT), o)

n

subespago de R™ gerado por todos os vectores x tais que
xTA:OT, ou seja, correspondente as solugbes do sistema
homogéneo x' A =07 (< ATx =0, ou seja, o nicleo da matriz
transposta).

1. Podemos determinar uma base do espaco linha de uma matriz A reduzindo a matriz a
forma escalonada. As operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz ndo alteram o
espaco linha, ou seja, duas matrizes equivalentes por linhas tém o mesmo espaco linha.

Seja a matriz

Escalonando a matriz

>> A=[2 0 2;1 1 2;-1 1 0];

>> EL=rref (A)

, temos

Os vectores u; =

—_ = O
(el (R \V]

EL =
1 0 1
0 1 1
0 0 0

2 0 2 10 1

A= 11 2(~|0 1 1

-1 10 0 00

1 o 1}T e u, =[0 1 1}T, correspondentes a 12 e 22 linha da forma

escalonada, formam uma base do espago linha de A, que tem dimensdo 2, dim(lin(A)) = 2.
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Podemos agora caracterizar o espaco linha da matriz A

1 0 T 10 T
0 1 =z |~|0 1 T
11 =z 0 0 z3—29—7y

L= L(uj,uy) = {(x],xg,x3) eR® 2y =1 +x2}

2. As operagoes elementares sobre as linhas de uma matriz alteram o espago coluna, ou seja,
duas matrizes equivalentes por linhas ndo tém o mesmo espaco coluna. No entanto,

dado que col(A) = 1in(AT) , podemos determinar o espago coluna de uma matriz determinando
0 espaco linha da sua matriz transposta

Seja a matriz A do exemplo anterior. Escalonando a sua matriz transposta

>> EC=rref (A'")

EC =
1 0 -1
0 1 1
0 0 0
, temos
2 1 -1 1 0 -1
AT =0 1 1|~j0 1 1
2 2 0 00 O

Os vectores uy; =[1 0 —-1]7 e u, =[0 1 1]7, correspondentes & 12 e 2a linha da forma

escalonada de AT, formam uma base do espaco coluna de A, que tem dimensao 2,
dim(col(A)) = 2.

Podemos agora caracterizar o espacgo coluna da matriz A

10 T 10 T
0 1 z|~|0 1 T
-1 1 x4 0 0 z3—xy+x4

C=L(uzu,) = {(9517%27353) eR’ x5 = -z +x2}

3. Podemos determinar o nucleo de uma matriz procurando as solugdes do sistema homogéneo
Ax=0.

Seja a matriz A do exemplo anterior. Escalonando a matriz completa

>> Nd=rref ([A [0 0 0]'])

Nd =
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0
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resulta z; +z; =0 e z, + z3 = 0, ou seja

T — I3 -1
T3 Z3 1

, pelo que podemos especificar uma base para o nucleo da matriz u; = [—1 -1 I}T, sendo
dim(Ker(A)) =1.

K = L(u;) = {(501,9027303) eR’ iz =-z5 Ay = —953}

4. Podemos determinar o ntcleo a esquerda de uma matriz procurando as solugdes do sistema
homogéneo ATx =0.

Seja a matriz A do exemplo anterior. Escalonando a matriz completa correspondente a
transposta, temos

>> Ne=rref ([A' [0 O 0]'])

Ne =
1 0 -1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

resulta z; —z3 =0 e zy + 3 = 0, ou seja

x| Z3 1
u=|zy|=|-23|=x3/ -1
T3 X3 1

, pelo que podemos especificar uma base para o nicleo a esquerda da matriz ug = [l -1 1]T,
sendo dim(Ker(AT))=1

]K@ = L(u6) = {($1,.’,C2,.’,U3) € ]Rg 1T = T3 NTy = —xB}
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Espacos Fundamentais de uma Matriz. Caracteristica. Nulidade.

Exemplo 6.
Seja a matriz

13. Os espacgos linha e coluna da matriz A, mxn, possuem a
mesma dimensao.

14. O espaco das linhas de uma matriz A corresponde ao
complemento ortogonal do nucleo da matriz

Ker(A) = lin(A)* = col(AT)*
15. O espaco das colunas de uma matriz A corresponde ao
complemento ortogonal do nicleo da sua matriz transposta
Ker(AT) = col(A)* =lin(AT)*
16. A caracteristica da matriz A, car(A), é igual a dimensdo do

seu espago coluna (ou do espaco linha), ou seja, é igual ao nimero
de colunas (ou linhas) da matriz linearmente independentes.
17. Designa-se por nulidade da matriz A, nul(A), a dimensdo do

seu nucleo (igual ao numeros de varidveis livres do sistema
Ax =0).
car(A)+nul(A) =n

car(A) + nul(AT)=m
car(A) = car(AT)
car(ATA) = car(A)

A =

—_ = DN
—_ = O

2
2
- 0

Como vimos no exemplo 5, o espagos linha e coluna da
matriz A possuem a mesma dimensao

dim(lin(A)) = dim(col(A)) = 2

Vimos ainda que o nlcleo da matriz tem dimensdo 1, sendo
portanto

dim(col(A)) + dim(Ker(A)) = car(A)+nul(A)=2+1=3=n

Os vectores u; =[1 0 1]" e u, =[0 1 1]” formam uma

base do espaco linha, e o vector u; =[-1 -1 1]7 é uma
base do nucleo de A . Podemos verificar que o espago linha
da matriz corresponde ao complemento ortogonal, em ]R3,

do nulcleo da matriz (e vice-versa)

Ker(A) = lin(A)*

>> ul=[1 0 1]°';
>> u2=[0 1 1]°';
>> ub=[-1 -1 1]"';

>> [ul u2] '*ub
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Os vectores u; = [1 0 —I}T eu = [O 1 1}T formam uma

base do espaco coluna, e o vector ug =[1 -1 1}T € uma

base do nlcleo a esquerda de A . Podemos verificar que o
espaco coluna da matriz corresponde ao complemento

ortogonal, em R?, do nicleo a esquerda de A, ou seja do
nicleo de AT (e vice-versa)

Ker(AT) = col(A)*

>> u3=[1 0 -11"';

>> u4=[0 1 1]°';

>> u6=[1 -1 1]1°';

>> [u3 u4] '*u6

ans =
0
0
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Exercicios.

DETERMINAR UMA BASE PARA O ESPACO DAS LINHAS DE UMA MATRIZ.

Como duas matrizes equivalentes por linhas tém o mesmo espaco linha, para determinar uma
base do espaco linha de uma matriz, basta seleccionar as linhas ndao nulas da matriz escalonada
equivalente

/. Determinar uma base para o espaco linha da matriz

2 13 13

1 -1 0 1 -1

A:
-1 21 -2 0
3 03 0 -6

Determinando a matriz escalonada reduzida equivalente

>>A=[21313;l—lOl—l;—l2l—20;3030—6];

>> L=rref (A)

L =
1 0 1 0 -2
0 1 1 0 3
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0
, temos
2 13 1 3] 1010 -2
1 -10 1 -1/ 0110 3
A= ~ =L
-1 21 -2 o0l 0001 4
3 03 0 -6/ (0000 0

Seleccionando as linhas ndo nulas da matriz L, temos um conjunto e 3 vectores
w=[1 010 -2]",uy=[0110 37eu;=[0 00 1 4]7

que formam uma base do espago linha de A, que tem dimensdo 3, dim(lin(A))=3.

DETERMINAR UMA BASE PARA O ESPACO DAS COLUNAS DE UMA MATRIZ.

Dado que col(A) = lin(AT), para determinar uma base do espago coluna de uma matriz basta
determinar uma base do espacgo linha da sua matriz transposta, seleccionando as linhas nao
nulas da matriz escalonada equivalente a AT,

8. Determinar uma base para o espago coluna da matriz A do exemplo anterior.

Sendo a matriz transposta

(2 1 -1 3]
1 -1 2 0
AT=13 0 1 3
1 1 -2 0
13 -1 0 -6]
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Determinando a matriz escalonada reduzida equivalente a matriz transposta

>> C=rref (A'")

C =
1 0 0 0
0 1 0 6
0 0 1 3
0 0 0 0
0 0 0 0
, temos
(2 1 -1 3] [1 0 0 O]
-1 2 0| |01 06
AT=/3 0 1 3|~|0 0 1 3|=C
1 -2 0] [00 00O
3 -1 0 -6] |0 0 0 0

Seleccionando as linhas ndo nulas da matriz C, temos um conjunto de 3 vectores
u,=[1 00 0", uy=[010 6" eu,=0 0 1 3]"
que formam uma base do espago coluna de A, que tem dimensdo 3, dim(col(A))=3.

A dimensdo do espaco coluna é sempre igual a dimensdo do espago linha, e igual a caracteristica
da matriz, dim(lin(A)) = dim(col(A)) = car(A) = 3.

Caso tenhamos escalonado a matriz A, podemos determinar uma base do espaco coluna da
matriz, seleccionando as colunas de A correspondentes as colunas com pivot da sua matriz
escalonada.

Como vimos no exemplo anterior

2 13 1 3 [to0o10 -2
1 -1 0 1 -1] |01 10 3
A= ~ =L
-1 21 -2 0| 0001 4
3 03 0 -6/ [0000 o0

A matriz L. tem pivots na 12 22 e 32 colunas, seleccionando as colunas respectivas da matriz A
temos um conjunto de 3 vectores

w =021 -1 3", u=0 -1 2 0" euy;=[1 1 -2 0]"
que formam uma base do espaco coluna de A.

Podemos verificar que se trata de uma combinacao linear dos vectores determinados a partir da

matriz transposta
>> rref ([2 1 -1 3;1 -1 2 0;1 1 -2 0])

ans =
1 0 0 0
0 1 0 6
0 0 1 3
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DETERMINAR UMA BASE PARA O NUCLEO DE UMA MATRIZ.

Para determinar uma base para o nucleo de uma matriz procuramos as solugdes do sistema
homogéneo Ax =0.

9. Determinar uma base para o nucleo da matriz A dos exemplos anteriores.

Dada a matriz, procuramos a matriz escalonada reduzida equivalente. Como vimos, temos

2 13 1 3] [1 010 -2
1 -1 0 1 -1 0110 3
A = ~
-1 21 -2 0 0001 4
3 03 0 -6 0000 O]
, sendo z; e z; as variaveis livres, temos

(2] [—zg+ 225 ] [—1] [ 2]
x = —T3 + 225 Z9 — 3 — 3z5 -1 -3
Ty = T3 —3T5 = |x3 | = Z3 =x3| 1l|+z5 O
xy = —Axs T — 4z 0 -4
z5| | | | 0] | 1]

pelo que os 2 vectores
u, =[-1 -110 0" ,eu,=[2 -3 0 -4 1]*

formam uma base do nlcleo de A, sendo a nulidade da matriz nul(A) = dim(Ker(A)) =2, e
car(A)+nul(A)=5=n

DETERMINAR UMA BASE PARA O NUCLEO A ESQUERDA DE UMA MATRIZ.

Para determinar uma base para o nucleo a esquerda de uma matriz procuramos as solucdes do
sistema homogéneo A'x = 0.

10. Determinar uma base para o nlcleo a esquerda da matriz A dos exemplos anteriores.

Dada a matriz, procuramos a matriz escalonada reduzida equivalente a matriz transposta. Como
vimos, temos

2 1 -1 3 1 0 0 O
1 -1 2 0 01 0 6
AT =3 0 1 3|~/0 01 3
1 1 -2 0 0 0 0 O
3 -1 0 -6] [0 0 0 0
, sendo z, uma variavel livre, temos
x 0 0
xl - O
Z9 — 6z, -6
x2:_6x4:> = =Ty
CU3 —31’4 _3
3(:3:—33(:4
z xy 1

pelo que o vector

u =0 -6 -3 1]"
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forma uma base do nucleo a esquerda de A, sendo a nulidade da matriz transposta
nul(AT) = dim(Ker(AT)) =1, e car(A) + nul(AT) =4 =m

RELACAO ENTRE OS 4 ESPACOS FUNDAMENTAIS DE UMA MATRIZ.

11. Podemos verificar que o espaco linha da matriz A dos exemplos anteriores corresponde ao
complemento ortogonal, em R5, do nucleo da matriz (e vice-versa)

Ker(A) = lin(A)*
>> ul=[1 0 1

0
>> u2=[0 1 1 0 3]"';
>> u3=[0 0 0 1
>> u4=[-1 -1 1 0 0]"';
>> ub=[2 -3 0 -4 1]1°';
>> C=[ul u2 u3];

>> N=[u4 u5];

>> C'*N

ans =
0 0
0 0
0 0

, € que o espaco coluna da matriz corresponde ao complemento ortogonal, em R?*, do nlcleo &
esquerda de A, ou seja do nucleo de AT (e vice-versa)

Ker(AT) = col(A)*

>> ul=[2 1 -1 3]"';

>> u2=[1 -1 2 0]"';
>> u3=[1 1 -2 0]"';
>> Ne=[0 -6 -3 1]';
>> L=[ul u2 u3];

>> L'*Ne
ans =

0

0

0

DETERMINACAO DOS 4 ESPACOS FUNDAMENTAIS DE UMA MATRIZ COM O MATLAB

12. O MatLab tem funcbes predefinidas que permitem o calculo imediato dos espagos de uma
matriz.

As fungoes colspace(A) e null(A) determinam uma base do espaco coluna e do nucleo de uma
matriz, quando definida simbolicamente.

As funcoes orth(A) e null(A) determinam uma base ortonormada do espaco coluna do nucleo
de uma matriz quando definida numericamente.
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Dada a matriz A dos exemplos anteriores, a determinacdo dos seus espacos linha e coluna é

>>A=[21313;1—101—1;—121—20;3030—6];

>> A=sym(A) ;

trivial.

>> colspace (A)

[ l I

[ OI
[ Ol
[ Ol

0]
0]
1]
3]

>> colspace (A')

ans =
[ 1, o,
[ o, 1,
[ 1, 1,
[ o, O,
[ -2, 3,
>> null (A)
ans =

[ -1, 2]
[ -1, -3]
[ 1, 0]
[ 0, -4]
[ o0, 1]
>> null (A'")
ans =

0

-6

-3

1

, confirmando as deducdes feitas anteriormente.

Recorrendo as fungbes orth(A) e null(A) podemos determinar os versores dos 4 espacos
fundamentais da matriz

>>A=[21313;l—lOl—l;—l2l—20;3030—6];

)
<

>> orth(A)
ans =
0.0982
-0.1738
0.0211
-0.9796
>> orth(A'")
ans =
0.3929

versores do espag¢o coluna

-0.9910

0.0225
-0.0801
-0.1051

[

s VvVersores

0.4500

0.0911
0.4321
-0.8930
-0.0867

do espago linha

0.3554
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-0.0420 0.2406 -0.6060
0.3508 0.6906 -0.2507
0.0157 0.1658 0.6580

-0.8488 0.4849 0.1031

>> null (A) % versores do nicleo

ans =
0.7136 -0.0873
0.0811 -0.7526
-0.4606 0.3534
-0.5060 -0.5323
0.1265 0.1331

>> null (A') % versores do nlGcleo a esquerda

ans =

0.8847
0.4423
-0.1474

DETERMINAR UMA BASE PARA O COMPLEMENTO ORTOGONAL DE UM SUBESPAGO.

Podemos determinar uma base para o complemento ortogonal de um subespaco recorrendo as
relagdes entre os espacos fundamentais de uma matriz.

13.sendo W o subespaco de R® gerado pelos vectores
=1 -102 0", u=02-111"eu; =200 -1 1]7

determinar uma base para o complemento ortogonal de W' .

Colocando os vectores u;, u,, € us nas colunas de uma matriz A, wt corresponde ao nucleo

da matriz transposta, Ker(A”) = col(A)*. Assim, sendo

1 -1 0 20
AT =0 2 -1 1 1
2 0 0 -1 1

, € determinando a matriz escalonada reduzida equivalente

>>u1=[1 -1 0 2 0]°';

>> u2=[0 2 -1 1 1]°';

>> u3=[2 0 0 -1 1]°';
>> U=[ul u2 u3];

>> rref (U'")

ans =
1.0000 0 0 -0.5000 0.5000
0 1.0000 0 -2.5000 0.5000
0 0 1.0000 -6.0000 0
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temos
1 -1 0 2 0] [1 00 —1/2 1/2
AT =10 2 -1 1 1|~|0 1 0 =52 1/2
2 0 0 -11, 1001 -6 0

Sendo z, e z; as variaveis livres, temos

x| [0.5z, —0.5z; | [0.5]  [-0.5]
zy = 0.5z, —0.5z5 T9 2.5z, — 0.5z 2.5 -0.5
Ty =2.524 —0.5z5 = | 23 | = 6z, =z, 6|+zs 0
3 = 61y zy zy 1 0
z5 | | Z5 | | 0] 1]

pelo que os 2 vectores

w,=[05 25 6 1 0] ,ew,=[-05 -05 0 0 1]

formam uma base do complemento ortogonal de W , o que podemos verificar

>> wl=[0.5 2.5 6 1 0]"';

>> w2=[-0.5 -0.5 0 0 1]';
>> W=[wl w2];

>> U'*W

ans =
0 0
0 0
0 0
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.
18. A ortogonalizacdao de Gram-Schmidt é uma sequéncia de
procedimentos que, a partir de uma qualquer base de um

subespaco W de R"™, permite obter uma base ortonormada para
esse subespaco.

Seja U = {u;,u,,---,u,} uma base de um subespago W de R" e

fagamos:
Uy 'V
V] 'V]
Uy "V Uz -V
ViVvy Vo Vo
k-1
u, - v,
k. vy :uk_z =ty W = L(uy,uy,-,uy)
i=1 Vi Vi

Em cada iteragdo i, {v,,v,,---,v;} é uma base ortogonal de W,,
sendo {v,,v,,--,v,} uma base ortogonal de W . Finalmente,
normalizando cada um dos vectores, q; =v;/|v;|, obtemos uma
base ortonormada, Q = {q],qQ,---,qk}, do subespago W .

Exemplo 7.

Consideremos os vectores linearmente independentes u, =[1 1 0] e u, =[-2 0 1]* que

formam uma base de um subespagco W de R3

W seguindo o algoritmo de Gram-Schmidt:

e determinemos uma base ortonormada para

L.v,=u=[1 1 0]
Vg = Derpy, Uy = Uy — Proj, U

u
- 2°
2. =uy —

Il
@)
I
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Exercicios.
ORTOGONALOZACAO DE GRAM-SCHMIDT.

& 14. Dados o conjunto de vectores linearmente independentes U = {u;,uy,u;}, com
u, =(1,1,0,1), u, =(0,2,0,1),u3 =(1,0,2,1), que constituem uma base de um subespago W de

R*, obter uma base ortonormada para esse subespaco.

Procedendo conforme a ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, temos

L.v,=u, =01 10 1]"

2.
-
1
0 2 0 1]
0 ol[1] [o 1] [-1
. u, -V, 2 111 2 311
Vo = Uy — Pro Uy = Uy — vV, = — == = — =
2 2 ~ PIOJy, Uy 2V1_V110 11lo ol " 3l0 0
1 1] |1 1 0
110 1]
0
_1_
3.
. . U3‘V2 U3‘V1
V3 = U3 —projy, Uz —projy, Uz =ug — Vo~ Vi
-1 1
1 1
1o 2 1] 10 2 1]

1 - of[1] [1 ~1 17 [-1/6
B 0 1|1 |0 -1 2|1 |-1/6
12 ~11| o 3 ol |2/ 21| o] 3|o] | 2

1 1| o 1] |1 0 1 1/3

[-1 1 0 0
0
0

e finalmente, normalizando cada um dos vectores obtidos, temos

/3 -2 ~1//150
G Vi |V v | | S1/150
Fov 0" 7 vy ol 7 vy | 12/4/150
1/4/3 0 2/~/150

>> ul=[11 0 1]"';

>> u2=[0 2 0 1]"';
>> u3=[1 0 2 1]"';

>> vl=ul;
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>> v2=u2- (u2'*vl) / (v1l'*vl) *vl;

>> v3=u3- (u3'*v2)/(v2'*v2) *v2- (u3'*vl) / (v1'*vl) *vl;
>> gl=vl/norm(vl) ;

>> g2=v2/norm(v2) ;

>> g3=v3/norm(v3) ;

>> [vl v2 v3]

ans =
1.0000 -1.0000 -0.1667
1.0000 1.0000 -0.1667
0 0 2.0000
1.0000 0 0.3333

>> [gl g2 g3]

ans =
0.5774 -0.7071 -0.0816
0.5774 0.7071 -0.0816
0 0 0.9798
0.5774 0 0.1633

, ou simplesmente, recorrendo a fungdo orth(A)

>> ul=[1 1 0 1]"';

>> u2=[0 2 0 1]';
>> u3=[1 0 2 1]"';
>> orth([ul u2 u3l)

ans =
-0.3854 0.2643 -0.7884
-0.5802 -0.6578 0.2660
-0.4138 0.7050 0.5401
-0.5862 -0.0205 -0.1262

Nota : A funcdo orth ndo utiliza o algoritmo de Gram-Schmidt para obter os versores do
subespago gerado por U = {ul,uZ,ug}, pelo que os versores sao diferentes.
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Matriz Ortogonal. Isometria.
19. Como vimos, uma matiz Q, nxn, diz-se ortogonal sse
Q' =Q' (eportanto Q'Q=Q'Q=1,).
20. As colunas de uma matriz ortogonal, tal como as suas linhas,

sdo um conjunto ortonormado de vectores.
21. Sendo Q uma matriz ortogonal

- |Qul = ul
. Qu-Qv=u-v

Qfl € uma matriz ortogonal.

. Se Q; e Q, sdo matrizes ortogonais Q,Q, é

uma matriz ortogonal.
5. det(Q) = £1.

6. Se A é um valor proprio de Q entdo |\ =1
22. As colunas de uma matiz Q, mxn, formam um conjunto

A w N

ortonormado sse QTQ =1,.

Exemplo 8.
Seja a transformagao linear T : RZ > R? correspondente a uma rotacdo de um angulo 6 no
sentido directo. Como vimos, a matriz da transformacao é

| cos() —sen(0)
A= Len(&) cos(@)}

Dado que

ATA:_ cos () sen(G)}{cos(&) —sen(&)}

- sen(f) cos(0) | sen(f)  cos(6)
cos?(6) +sen®(0) — cos(H)sen(8) + sen(8) cos(8)
| —sen(8) cos(@) + cos(6) sen(6) sen?() + cos*(6)

(10
o1
, concluimos que a matriz de rotacdo em R? é uma matriz ortogonal, ATA = I,(= A’IA).

Independentemente do valor de 6, as colunas da matriz (tal como as linhas) formam um
conjunto de vectores ortogonais.

Sendo uma matriz ortogonal, entdo |Au|=|u|, ou seja, as imagens resultantes da

transformagdo tém a mesma norma dos objectos que lhe d&o origem, |w|=|u|. Temos ainda

que Au-Av =u-v, o que significa que, e dado que imagens e objectos tém a mesma norma,
os angulos entre os objectos também sdo preservados pela transformagao.

Uma transformagdo deste tipo é designada por isometria (nalguns contextos designada por
transformacdo de corpo rigido): quando aplicada a uma determinada figura geométrica, a
transformacdo mantém as distancias entre pontos. Os vectores da figura transformada tém
comprimento igual aos da figura original, podendo variar a direccdo e o sentido, e os angulos
entre eles mantém a sua amplitude. A rotacdo e a reflexdo sdo exemplos de isometria simples
(embora ndo sendo uma transformagdo linear a translacdo também é uma isometria).

Qualquer transformacao linear em que a matriz associada seja ortogonal € uma isometria.
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Exercicios.
VERIFICAR SE UMA MATRIZ E ORTOGONAL.

‘v Uma matiz quadrada, Q, diz-se ortogonal sse Q’l = QT, e portanto Q’IQ = QTQ =1,, pelo

gue, para verificar se uma matriz é ortogonal, basta verificar se QTQ =1,.

15. verificar se a matriz

s

€ uma matriz ortogonal.

Temos

] e R

, logo, A é uma matriz ortogonal.

>> u= 1/sqrt(2);

>> A=[u u; -u uj;

AAT:{

>> A*A!
ans =
1.0000 0
0 1.0000
16. verificar se a matriz
-2 0 1
A= 1 -1 2
0 2 1

€ uma matriz ortogonal.
Temos
-2 0 1]|-2 10
AAT =] 1 -1 2| 0 -1 2=
0 21 1 21

— O Ot
o O O

, logo, A ndo é uma matriz ortogonal.

>>A=[—20l; 1 -12; 021];

>> A*A'!

ans =
5 0 1
0 6 0
1 0 5
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17/. Verificar se a matriz

cos(f)sen(d) —cos(6) —sen*(6)
A= cos’(0)  sen(d) —cos(0)sen(d)
sen(6) 0 cos ()
€ uma matriz ortogonal.
Temos
100
AAT =10 1 0|=1,
0 0 1

, logo, A é uma matriz ortogonal.

ilEi >> syms t

A

>> A=[cos(t) *sin(t) -cos (t) -sin(t) "2 e
cos (t) 2 sin(t) -cos(t)*sin(t);...
sin(t) 0 cos(t)];

>> simplify (A*A. ")

ans =

[ 1, 0, O]
[ 0, 1, O]
[ 0, 0, 1]

VERIFICAR SE UMA DADA TRANSFORMACAO LINEAR E UMA ISOMETRIA.

Qualquer transformagdo linear em que a matriz associada seja ortogonal ¢ uma isometria, pelo
qgue, para verificar se um transformacgdo linear € uma isometria basta verificar se a matriz da

transformacdo € ortogonal.

18. Verificar se uma transformacado linear T :R® > R® consistindo numa reflexdo sobre o

plano xz, seguida de uma rotagdo de 6 = — /2 sobre o eixo dos zz é uma isometria

Sendo a matriz de uma reflexdo sobre o plano xz

1 00
A =0 -1 0
0 0 1

, € a matriz de uma rotagdo de 6 = —m/2 sobre o eixo dos zz

cos(@) —sen(f) 0 0 10
A, =|sen(f) cos(d) O|=|-1 0 O
0 0 1 0 0 1

A matriz da transformacdo 7 : R® — R® é
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: A:AAl
01 0t 00
100{ -1 0
x L0 0 1J0 0 1
0 -1 0
=l-1 00
0 0 1

Para verificar se a transformacdo linear € uma isometria vamos
verificar se a matriz A é ortogonal

[0 -1 0] 0 -1 0
AAT =11 0 0]|]-1 o0 0
) |0 0 1]l 0 o0 1
(1 0 0
=10 1 0|=14
0 0 1

, logo a transformacao linear € uma isometria.

>> Al=[1 0 0;0 -1 0;0 0 1];

>> A2=[0 1 0;-1 0 0;0 0 1];

>> A=A2*Al;

>> A'*A

ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Factorizacao QR.

Exemplo 9.
Dada a matriz

23. Uma matriz A, mxn, com colunas linearmente
independentes, pode ser factorizada na forma

A =QR
, em que Q é uma matriz mxn de colunas ortonormadas, e R é
uma matriz n xn triangular superior invertivel.
Sendo A=[a, a, - a,], a matriz Q=[q, q, - q,] pode
ser obtida por ortogonalizacdo de Gam-Schmidt das colunas da
matriz A, sendo

a-q; ax~q; - a,-qq
O a . Y a .
R-=Q'A=| . 2% 7 &
0 0 a,-q,
100
A=(1 10
1 1 1
podemos verificar que as suas colunas sao linearmente independentes
Al 0]~ [1 0]
>> ul=[1 1 1]"';
>> u2=[0 1 1]°';
>> u3=[0 0 1]°';
>> A=[ul u2 u3];
>> rref (A)
ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Recorrendo a ortogonalizagdo de Gram-Scmidt, podemos obter uma base ortonormada para o
subespacgo gerado pelas colunas da matriz A, calculando os sucessivos versores

Temos entao

k-1

u v,
Vk :uk_z VZ-
i=1 ViV

Lvy=u =11 1]"

-2/3
2. vy =perpy Uy = Uy — Proj, Uy =U; — Y2V vy =| 1/3
ViV
1/3
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0
3. V3 = perpy, Uz = Uz — Projyy, Uz = Uz — 33 ::1 \ 2 33 :2 vy =|—1/2
1 1 2 2 -1/2
e finalmente
1/4/3 ~2/-/6 0
A%
4-Q1:m: 143] Q2::2: 1/-/6 GQ3ZX3= ~1/~/2
1143 2 1/-/6 ’ 1//2
Assim sendo, temos
1/-/3 —2/-/6 0

Q=[a, a - aq,]=[1/8 16 -1/2
143 16 142

143 143 1//3|[1 0 0] [3//3 2//3 1/4/3
R=Q"A=|-2//6 1/J6 1//6|[1 1 0|= 0 2//6 1/-/6
0 —1/~2 1/4/2{[1 1 1 0 0 1/4/2

Temos assim que a matriz A é factorizavel na forma A = QR , sendo

143 -2/-/6 033 2//3 1/3
A=QR=[1//3 16 -1/2 0 2//6 1/6
143 16 142 0 0 1/-/2

Embora possamos recorrer ao MatLab para proceder ao calculos das matrizes Q e R conforme

acima ficou descrito, o procedimento é desnecessario dada a existéncia da funcdo qr(A) que
procede a factorizacdo QR da matriz A

>> ul=[1 1 1]°';

>> u2=[0 1 1]°';
>> u3=[0 0 1]°';
>> A=[ul u2 u3l;
>> [Q R]=qr(a)

Q =
-0.5774 0.8165 -0.0000
-0.5774 -0.4082 -0.7071
-0.5774 -0.4082 0.7071

R =
-1.7321 -1.1547 -0.5774
0 -0.8165 -0.4082
0 0 0.7071
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Exercicios.

CALCULO DE VALORES PROPRIOS POR FACTORIZACAO QR

‘, A factorizacdo QR tem varias aplicagbes no dominio dos métodos numérico, sendo uma delas o
calculo dos valores préprios de uma matriz.

O processo numeérico iterativo consiste em, dada a matriz A, factorizar em cada passo a matriz
A, =Q,R, ecriaramatriz A;,, = R;,,Q,,; . Com este procedimento, os valores da diagonal

da matriz A, convergem para os valores proprios da matriz A .

19. seja a matriz

Recorrendo ao MatlLab, vamos calcular os valores proprios da matriz recorrendo a factorizagdo

QR
A=[1 0 -1;1 2 1;-4 0 1];

for 1i=1:15
[Q Rl=qr(A);
B=R*Q;
[Q RI=gr(B);
A=R*Q;
diag(a)'

end

ans =
3.2667 1.9805 -1.2472
3.0675 1.9619 -1.0295
3.0277 1.9756 -1.0033
3.0125 1.9878 -1.0004
3.0057 1.9944 -1.0000
3.0025 1.9975 -1.0000
3.0011 1.9989 -1.0000
3.0005 1.9995 -1.0000
3.0002 1.9998 -1.0000
3.0001 1.9999 -1.0000
3.0000 2.0000 -1.0000
3.0000 2.0000 -1.0000
3.0000 2.0000 -1.0000
3.0000 2.0000 -1.0000
3.0000 2.0000 -1.0000

Podemos confirmar o processo recorrendo a funcdo eig(A)
>> [V D]=eig(A) ;
>> diag (D) '
3.0000 2.0000  -1.0000
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Diagonalizacdo de Matrizes Simétricas. Decomposicao espectral.
24. Recordemos que uma matiz quadrada A se diz simétrica se
AT =A,e ortogonal sse A= AT
25. Os valores préprios de uma matriz simétrica real sdo nimeros
reais.

26. Os vectores préprios de uma matriz simétrica associados a
valores proprios diferentes sdo ortogonais.
27. Toda a matriz simétrica é diagonalizavel por uma matriz
ortogonal, ou seja, existe uma matriz ortogonal Q e uma matriz
diagonal D, tais que

A =QDQ"
, sendo D composta pelos valores proprios de A e Q obtida a
partir dos vectores proprios.
28. A factorizagao A = QDQT pode ser escrita na forma

n
T
A= Z%%%
i=1
, em que q; € a coluna i da matriz Q, chamada decomposigao
espectral da matriz A..

Exemplo 10.
Dada a matriz
2 -1 0
A=-1
0

, podemos determinar os seus valores proprios a partir do polindmio caracteristico. Sendo
EDY -1 0
p(\) = det(A —XI)=det] -1 2-X 0l=(2-XN(2=-X*=1)=(2=-N)(N¥ -41+3)
0 0 2-X
, 0s valores proprios da matriz A séo A, =3, Ay =2,e A\; =1

Podemos agora determinar os vectores proprios associados resolvendo os sistemas homogéneos
correspondentes. Assim, para (A —A;I)v =0 temos

-1 -1 0 1 10
-1 -1 0|~|0 0 1
0 0 -1 0 0O

,pelo que o conjunto de todos os vectores préprios associadosa A, =3, é

x — Ty -1

{x] = _$2 _ _
= Ty | = Ty | = k' 1
X3 0 0

para (A — X\, I)v =0 temos
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0 -1 0 10 0
-1 0 0j~(0 1 O
0 00 0 00

,pelo que o conjunto de todos os vectores proprios associados a A\, =2, é

z 0 0
;=0
X3 T3 1
, e, para (A—-X;I)v =0 temos
1 -1 0 1 -
-1 1 0|~]|0
0 01 0

,pelo que o conjunto de todos os vectores proprios associados a A\; =1, é

Ty Ty 1
{xl = 9 _ _
=Xy | = |29 | =K1
T3 = 0
Z3 0 0

A matriz A tem 3 valores proprios diferentes, pelo que o valores proprios sdo ortogonais.

Temos entao

300 10 1
D=0 2 0jeV=] 1 0 1
0 0 1 0 1 0

Normalizando cada uma dos valores proprios, resulta

~1/42 0 1//2
Q=| 1/42 0 12
01 0

Temos entao a matriz A diagonalizada por uma matriz ortogonal

~1/-/2 0 1/42([3 0 0]-1/2 1/4/2 0
A=QDQ" =| 1//2 0 1/4/2][0 2 0 0 0 1
0 1 o|fo o 1|| 1/42 1/4/2 0

, como podemos verificar

>> A=[2 -1 0;-1 2 0;0 0 2];

>> [V D]=eig(A) ;

>> V*D*V!

ans =
2.0000 -1.0000 0
-1.0000 2.0000 0

0 0 2.0000
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Exercicios.

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS

Y

20. Determinar a matriz ortogonal que diagonaliza a matriz

3 -1 0
A=|-1 30
0 0 2

A matriz A tem valores proprios A\, =X, =2, e A\; =4, tendo associado ao valor proprio
A, =2 0s vectores proprios v, =[1 1 O]T e vy =[0 0 I}T, e ao valor préprio A\; =4 o
valor proprio v = [1 -1 O]T (como poderiamos deduzir pelo método habitual).

Como a matriz tem valores préprios iguais ndo temos a garantia que os vectores proprios sejam
ortogonais. v; € necessariamente ortogonal a v,e v,, quanto a estes dois, dado que estdo

associados a valores proprio iguais, € necessario verificar. Temos

1110
Of (1

Os vectores sdo ortogonais, pelo que basta construir a matriz dos vectores proprios e normalizar
cada um deles para obter a matriz ortogonal que digonaliza a matriz A

10 1 142 0 142
V=10 -1=Q=(12 0 -1/2
01 0 0 1 0

Podemos verificar

>> A=[3 -1 0;-1 3 0;0 0 2];

>> [V D]=eig(A)

V =
-0.7071 0 -0.7071
-0.7071 0 0.7071
0 1.0000 0
D =
2 0 0
0 2 0
0 0 4
>> V*D*V!
ans =
3.0000 -1.0000 0
-1.0000 3.0000 0
0 0 2.0000

(Nota: Se A for uma matriz simétrica, em resultado do algoritmo utilizado no calculo pelo
MatLab, a funcdo eig(A) devolve uma matriz ortogonal de vectores proprios.)
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21. Determinar a matriz ortogonal que digonaliza a matriz
4 2 2
A=|2 4 2
2 2 4
A matriz A tem valores préprios A\, =\, =2, e A3 =8, tendo associado ao valor proprio
Aj, =2 0s vectores préprios v, =[-1 1 0]7 e vy, =[-1 0 1]7, e ao valor préprio A; =8 o

valor préprio v; = [l 1 1}T (como poderiamos deduzir pelo método habitual).

Como a matriz tem valores préprios iguais ndo temos a garantia que os vectores proprios sejam
ortogonais. v; € necessariamente ortogonal a v, e v,, quanto aos dois Ultimos temos

-1 -1
Vi:Vy = 1]- 0]=2
0 1

, pelo que os vectores ndo sdo ortogonais, € por isso necessario, recorrendo ao método de
Gram-Smidt, encontrar uma base ortogonal para o subespago préprio de \;,, = 2. Temos entdo

1.vi=v,=[-1 1 0]"

-1
’
' : Vo Vi

2. Vy =Vy —PIrojy; Vo =Vy — ——— vy = -1
V]‘V]

2

Ficamos assim com 3 vectores ortogonais, pelo que basta construir a matriz dos vectores
proprios e normalizar cada um deles para obter a matriz ortogonal que digonaliza a matriz A

—12 —1/6 143
Q=| 12 -16 143
0 2//6 1/43

Podemos verificar que a matriz € ortogonal, e que diagonaliza a matriz A

>> Q=[-1/sqgrt(2) -1/sqgrt(6) 1/sqgrt(3);...

1/sqgrt(2) -1/sqgrt(6) 1/sqgrt(3);...
0 2/sqrt (6) 1/sqrt(3)1;

>> Q'*Q
ans =
1.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 1.0000

>> D=[2 0 0;0 2 0;0 0 8];

>> Q*D*Q'

ans =
4.0000 2.0000 2.0000
2.0000 4.0000 2.0000
2.0000 2.0000 4.0000

© Prof. José Amaral ALGA M07 - 41 09-12-2007



FACTORIZAGAO DE MATRIZES ALGEBRA - TURMA LR11D

DECOMPOSICAO ESPECTRAL DE UMA MATRIZ SIMETRICA.

2 2. Conhecidos os valores préprios e a matriz Q , podemos escrever a matriz A na forma da
sua decomposicao espectral

A= Zn: Naa;

i=1

Temos entao

[—1/42] 12 -1/2 0

aal =| 142 |[-142 142 ol=|-12 12 o
0| 0 00
—1//6 ] 16 1/6 —1/3

aal =146 116 16 2lE)=| ve 6 1
| 2//6 | 13 -1/3 23
/3 13 13 1/3

asal =113 [/ 1B vE)=|ys s s
143 1/3 1/3 1/3

, pelo que, e reordenando os valores proprios por ordem decrescente, a decomposicdo espectral
da matiz A é

/3 1/3 1/3 16 1/6 —1/3 12 -1/2 0
A=8[1/3 1/3 13[+2| 1/6 1/6 —1/3|+2/-1/2 1/2 0
/3 1/3 1/3 -1/3 -1/3  2/3 0 00

Seja o vector u € R? , temos

Mu =q,q; u=q,(u’q;)" =q,(u-q;)"
=q,(u-q;) (dado que u - q; é um escalar)
=(u-q;)q;
u . .
= L q; (dado que HqZH =1)
q; " q;
= proqu_ u

Cada uma das matrizes M, = qiqiT corresponde a matriz de projeccdo no subespaco gerado por
q;, ou seja, corresponde a matriz de projecgdo no subespago proprio de A;.

Por exemplo, para u=[1 2 3|7

>> gl=Q(:,1); g2=0(:,2); g3=0(:,3);

>> Ml=gl*qgl'; M2=q2*q2'; M3=qg3*q3';
>> u=[1 2 3]"';

>> [(u'*g3)*g3 (u'*g2)*g2 (u'*qgl)*qgll]
ans =

2 -1/2 -1/2
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2 -1/2 1/2
2 1 0
>> [M3*u M2*u Ml*u]

ans =
2 -1/2 -1/2
2 -1/2 1/2
2 1 0

,temos u=u; +u, +u,,sendo us =[2 2 2|7, u, =[-12 -12 1]", u, =[-1/2 172 0]"
as projeccoes de u sobre cada um dos subespacos proprios. A transformacdo linear
T:R> > R3 a que a matriz A estd associada transforma o vector u no vector
w = Au = 8u; + 2u, + 2u,

>> 8*M3*u + 2*M2*u + 2*Ml*u

ans =

14
16
18

>> w=A*u

14
16
18

DETERMINAR UMA MATRIZ COM VALORES E VECTORES PROPRIOS ESPECIFICOS.

Determinar uma matriz simétrica com valores e vectores prdprios (ortogonais) especificos é
trivial, quer a partir da decomposicdo A = QDQT , quer a partir da decomposicao espectral da

n
matriz A = Z \a,q; -
i=1

23. Determinar a matriz simétrica A com valores proprios A\; =4 e A, =2, e vectores

proprios v, =[-1 1]T e v, =[1 1]".

T
Sendo v, e v, ortogonais, basta calcular o respectivos versores q; :[— l/ﬁ l/ﬁ} e

ay = []/ﬁ 1/ﬁ}T, resultando

o[V VR S0V VAL

>> D=[4 0;0 2];

Q=[-1/sqgrt(2) 1/sqgrt(2); 1/sqgrt(2) 1/sqgrt(2)];
A=Q*D*Q'
A =

3.0000 -1.0000
-1.0000 3.0000
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