e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

y 4 problemas apresentados na bibliografia,
sem consulta prévia das solugdes
propostas, analise comparativa entre as
suas resposta e a respostas propostas, e

posterior exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.

Complementos e
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Valores singulares.
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Minimizagdo do erro quadratico.
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Vector de erro.
Minimo erro quadratico.
Solugdo de minimo erro quadratico.
Equagdes normais.
Quadrados minimos e factorizagdo QR.
Quadrados minimos e projeccdo num subespaco.
Matriz pseudo-inversa.
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Valores Singulares.

1. Dada uma matriz A, mxn, a matriz ATA, nxn, € uma
matriz simétrica com n valores proprios reais nao negativos.
Designam-se por valores singulares da matriz A as n raizes

quadradas dos valores préprios da matriz ATA, o; =N

Exemplo 1.

b)

vi=[0 1]" ev,=[1 0]

Dada a matriz rectangular, 3x2,

0
A=|0 2
0 /2

temos

1 0
1 0 0 1 0
0 2 /2 0 4
22 0 /2
A matriz ATA tem n =2 valores proprios, raizes do polinémio
caracteristico p(A\)=(1-A)(4-X), A\, =4 e Xy =1, pelo que a
matriz A tem valores singulares

alz\m:?

Na figuras a) a b) mostra-se, respectivamente, um conjunto de
versores objecto, com extremidades sobre a circunferéncia de raio

unitario, em ][\’{2, e 0s respectivos vectores imagem, em R3,

resultantes da transformacao linear T : R? 5> R? a que a matriz
A esta associada, que constituem um conjunto de vectores com

extremidade sobre uma elipse em R?.

A matriz ATA tem vectores proprios de norma unitaria

, assinalados a preto na figura a). As suas imagens, assinaladas a

preto na figura b), estdo sobre os eixos da elipse, e sdo vectores de comprimento o, =2 e

oy =1. Na verdade, considerando um valor proprio da matriz ATA, X\, eo0 correspondente
vector préprio de norma unitaria v, temos, em geral

AV = (A

v)-(Av) = (Av)T(Av) =vTATAv = v (AT Av)

=viaw=AvIv)=Av-v)= /\HVH2 =

e, portanto, os vectores imagem dos valores proprios de norma unitaria tém comprimento igual

ao valor singular associado

w=|av]= /3 =0

© Prof. José Amaral
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Decomposicao em Valores Singulares (SVD).
(Vimos que uma matriz quadrada A, nxn, €& diagonalizavel,
A =PDP!, sse possui n vectores proprios linearmente
independentes, sendo P a matriz dos valores proprios e D a
matriz diagonal dos valores préprios da matriz A. Se A for uma
matriz simétrica, € diagonalizavel, A:QDQT, por uma matriz
ortogonal Q, obtida a partir dos vectores proprios.)
2. Toda a matriz A, mxn, é factorizavel na forma

A=Uxv’
, chamada decomposicao em valores singulares da matriz A,
sendo U uma matriz ortogonal mxm, V uma matriz ortogonal
nxn, e, tendo A r valores singulares ndo nulos, >~ é uma matriz
mxn da forma

- "
D : r o, 0
> = 0 0 emque D= :
~lo 00 0 1 €M g =
.. 0 o,
N . PO . . m—-rTr
0 - 00 - 0]

3. De modo analogo a decomposigdo espectral de uma matriz
simétrica, a matriz A, mxn, com r valores singulares ndo nulos,
pode ser escrita na forma

T
A= UlulvlT +eeet O'TUTVZ = ZaiuiviT
i=1
, em que u; sdo colunas de U, ditos vectores singulares a

esquerda, e v, sdo colunas de V, ditos vectores singulares a
direita.

Exemplo 2.
Consideremos de novo a matriz
1 0
A=0 /2
0 /2
Como vimos
1 0
ATA =
0 4

tem valores proprios A\, =4 e X\, =1, a que estdo associados os vectores proprios unitarios
v =0 1]7 e v, =[1 0]", pelo que a matriz A tem valores singulares o, =./A\; =2 e

09 = /Ay =1. Podemos de imediato escrever a matriz diagonal dos valores singulares
D-|7 0] |20
0 oy |01

© Prof. José Amaral ALGA MOS8 - 3 09-12-2007
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, e amatriz X , de dimensdao mxn=3x2,

2
D
YX=|—o|=10
0 0
0

V é uma matriz ortogonal n xn, portanto da dimensdo de ATA, no caso presente , 2x2.
Para construir V basta encontrar um conjunto ortonormado de vectores, proprios da matriz

ATA, {vl,---,vn}, associados a cada um dos n valores singulares,. No caso presente temos de

imediato
0 1
V:[Vl Vz}:L O}

o = O

U é uma matriz ortogonal m x m, cujos elementos sdo determinados por

1
i T

g

u Av,
Tendo A r valores singulares ndo nulos, ficam assim encontradas r colunas da matriz U.

Caso tenhamos r <m sera necessario determinar os restantes m —r versores de R (por
exemplo recorrendo a ortogonalizacdo de Gram-Scmidt tendo por base os versores canonicos).

No caso presente temos mxm =3x3 e r =2, pelo que, de imediato, temos

1 0| o 0
ul = iAA\fl = % O \/5 1 = 1/\/5
7 o0 2|5 |2
(1 0] o8 1
UQ = iAA\IQ = l 0 \/5 = O
o9 1 0 \/5 _O_ 0

, sendo agora necessario determinar um versor ortogonal a u; e u,.
Considerando a base {u,,u,,e,}, temos

, . .
Uz = €3 — PIO)y, €3 — PIo)y, €3

N T B

= €3 u, -u, 2 ul'ulul:e3—(e3~u2)u2—(e3-u1)u1
o] [o] [1][1] [0 0 0 0 0 0 0
=[0|—|o|-[0][0|=|0|-[1/~2(|1/N2|=]0]-1/V2|1/\2|=]0]-|1/2
1] (1] [oflo] 1] [y/~2)[1/N2) [t 2] |1 |12
0
=|-1/2
| 1/2
e
, 0
u3:u—?:: —1/«@
[u

1/4/2

Temos entao

© Prof. José Amaral ALGA MOS8 - 4 09-12-2007



COMPLEMENTOS E APLICAGOES ALGEBRA - TURMA LR11D

0 1 0
U:[u1 Uy u3}: ]/ﬁ 0 —]/ﬁ
142 0 142
Ficando assim determinada a decomposicao em valores singulares da matriz A

0 1 olfz o] |
A=UxvT =12 0 -1/42|0 1{1 o}
142 0 1/42]l0 0

, como podemos confirmar

>> x=1/sqrt(2);

>> A=[1 0; 0 sqrt(2); 0 sqrt(2)];
>> U=[01 0; x0 -x; x 0 x];
>> 8=[2 0; 0 1; 0 0];

>> Vv=[0 1; 1 0];

>> U*S*V!
ans =
1.0000 0
0 1.4142
0 1.4142

Podemos ainda decompor A na forma

T
_ T _ T T
A= Zaiuivi =00V +09uyV,

i=1

0 1 0 1 10
=2(1/~2 ([0 1]+10|1 0]=2{0 1/42[+1[0 0
1//2 0 0 1/4/2 00

Embora possamos recorrer ao MatLab para proceder ao calculos das matrizes U, ¥, e V,
conforme acima ficou descrito, o procedimento é desnecessario, dada a existéncia da fungdo
svd(A), que procede a decomposicdo em valores singulares da matriz A

>> A=[1 0; 0 sqrt(2); 0 sqgrt(2)];

>> [U S V]=svd(a)

>> U =
0 1.0000 0
-0.7071 0 -0.7071
-0.7071 0 0.7071
>> S =
2.0000 0
0 1.0000
0 0
>> V =
1
-1

© Prof. José Amaral ALGA M08 - 5 09-12-2007
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Exemplo 3. Interpretacao Geométrica

d) w=Au-= Urviu

Consideremos a transformacao linear T : R%2 > R?, em que a
matriz da transformacdo é

kR
b o

A figura a) mostra um conjunto de vectores com extremidade
sobre a circunferéncia de raio unitario, e a figura d) as imagens
resultantes da transformagao , w = Au, estando assinalados a

preto os vectores proprios de AT A . Podemos verificar que A tem
uma decomposicao em valores singulares
0.75 - 0.66} {2.75 OH 0.66 0.75}

A=UxV’ =
0.66 0.75 0 1.27(-0.75 0.66

(para uma maior clareza de exposigdo, os valores sao aproximados
e sdo omitidos os passos intermédios). Atendendo a decomposicdo
de A em valores singulares, a transformacdao T pode ser
interpretada como uma composicdo de 3 transformagdes lineares

R% - R? com matrizes VT , ~ e U. A matriz

r [ 066 0.75
T 1-0.75 0.66

tem a estrutura de uma matriz de rotacdo em R?

{cos(@) - sen(@)}
sen(f)  cos(6)

, com 0~ -49°. As imagens VTu resultam de uma rotagdao de
~ 49° em sentido inverso, como se pode ver na figura b), ficando
os vectores proprios de AT A alinhados com os eixos coordenados.

A matriz
2.75 0
Z =
0 1.27

vai em seguida multiplicar cada um dos vectores proprios de ATA
por o, =2.75 o, =2.75 (e cada um dos outros vectores por uma

combinagdo linear de o, e o,) transformando a circunferéncia de
raio unitario numa elipse de semieixos o, e o,. Finalmente a

matriz
0.75 —-0.66
U =
0.66 0.75
que tem a estrutura de uma matriz de rotagdo em ]R2, com

0 ~ 49°, provoca uma rotacdo em sentido directo de ~ 49°.
Todas os produtos matriciais sdo susceptiveis desta
interpretacdo geométrica, dado que toda a matriz pode se

decomposta na for uxv’,

© Prof. José Amaral
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Exemplo 4. Aplicacao: Compressao de Imagem.

50

100

180

200

250

300

360

400

480

500

60 100 180 200 250 300 350 400 450 600

a) n=512

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

b) n=50

=20

&0 100 150 200 2580 300 350 400 480 800

c) n=20

d) valores singulares

146
14z
138
130
1z6
117
107

a0
=13

Consideremos a imagem com 512 x 512 pixels
133 11¢ as 74 61

e m o . | que se reproduz na figura a). Cada um dos
o 0z e s | pixels da imagem corresponde a um numero

110 91 75 64 63

ws = m ss es| iNteiro entre 0 e 255, relativo a 1 de 256 niveis
sS4 80 73 68 67

= w = = | de cinzento, constituindo toda a imagem uma
7o n matriz de 512x 512 = 262144 nimeros.

74 (1=} 7z 73 7z
73 71 73 73 7z

Decompondo a matriz em valores singulares,
A=Uxv’
, podemos verificar que os seus 512 valores singulares, o;, se

distribuem por 10° ordens de grandeza, sendo o maior do
valores o, ~5x10*, e 0 menor o5, ~ 2x107%, como podemos
ver na figura d) (note a escala logaritmica).

Se fizermos a decomposicao espectral da matriz,

, € sendo os coeficientes das matrizes uiviT todos, em modulo,
menores que 1, dado que os vectores proprios a esquerda e a
direita, u; e v,, sdo vectores normalizados, resulta que cada
uma das parcelas, o,u;v; , contribui de modo muito diferente
para a matriz final.

As figuras a) a c) mostram as imagens resultantes de se
considerar o total das componentes espectrais, e apenas as 50
e 20 mais importantes, isto €, associadas aos 50 e 20 valores
singulares de maior valor. Note que, sendo necessario
512x 512 = 262144 numeros para reproduzir a imagem original,
a imagem que utiliza apenas 50 componentes espectrais
necessita de apenas 50 valores singulares mais 50 vectores u
e 50 vectores v, cada um de dimensao 512, ou seja
50x (1+512+512) = 51250 numeros, cerca de 5 vezes menos

informacao.

A decomposigdo de imagens em valores singulares esta na base
de alguns dos mais eficientes algoritmos de compressao de
imagem, que estudard nas cadeiras da especialidade. O
armazenamento e transmissdo de dados tém um papel
extremamente importante no actual panorama tecnoldgico, e o
estudo das técnicas que permitam a sua execugdo com o
minimo espago de armazenamento e o menor tempo de
processamento sera objecto de analise ao longo do curso. Na
maioria das técnicas sdo extremamente relevantes os
considerandos de ordem estatistica e numérica, que
transcendem o ambito desta cadeira, e em que terd
oportunidade de se iniciar nas cadeiras de Probabilidades e
Estatistica (2° semestre) e Métodos Numéricos e Optimizacdo
(3° semestre) , onde devera criar base solidas que serdo
utilizadas nas cadeiras da especialidade dos semestres
seguintes, nomeadamente nas que estdo associadas aos ramos
de producgdo e organizagdo de conteudos.

© Prof. José Amaral
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SVD e os 4 Espacos Fundamentais de uma Matriz.

4. Sendo A =UxVT a decomposicdao em valores singulares da
matriz A, mxn, com r valores singulares ndao nulos, entao
1. A matriz A tem caracteristica r.

{u;,--,u,} é uma base ortonormada de col(A).

+1,--,u, } é uma base ortonormada de Ker(A”).

. {u
. {v,---,v,} é uma base ortonormada de lin(A).
. {v,41,--,v,} é uma base ortonormada de Ker(A).

Exemplo 5.

Recordemos a andlise que foi feita nos exercicios 7 a 12 do modulo 7 sobre os espacos
fundamentais da matriz

2 13 1 3
1 -1 0 1 -1
A:
-1 21 -2 0
3 03 0 -6

Vimos que matriz tem caracteristica 3, sendo que os vectores
u,=[1 00 0", uy=[010 6" "eu,=0 0 1 3]"
formam uma base do espaco coluna de A, o vector
u, =0 -6 -3 1]
forma uma base do nucleo de A” , 0S vectores
vi=[1 010 -2]",vy=[0 110 3" evy=[0 00 1 4]"
formam uma base do espaco linha de A, e os vectores
vi=[-1 =110 0]",evs=[2 -3 0 -4 1]

formam uma base do nlcleo de A..

Calculemos a decomposicdao em valores singulares da matriz A

>>A=[21313;1-101-1;-121-20;3030-6];

>> [U S V]=svd(a)

U =
0.0982 -0.9910 0.0911 0.0000
-0.1738 0.0225 0.4321 -0.8847
0.0211 -0.0801 -0.8930 -0.4423
-0.9796 -0.1051 -0.0867 0.1474
S =
7.4765 0 0 0 0
0 4.8770 0 0 0
0 0 3.5096 0 0
0 0 0 0.0000 0

© Prof. José Amaral ALGA MOS8 - 8 09-12-2007
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V =
-0.3929 -0.4500 0.3554 0.7136 -0.0873
0.0420 -0.2406 -0.6060 0.0811 -0.7526
-0.3508 -0.6906 -0.2507 -0.4606 0.3534
-0.0157 -0.1658 0.6580 -0.5060 -0.5323
0.8488 -0.4849 0.1031 0.1265 0.1331

Como vemos, por analise da matriz >, a matriz A tem r = 3 valores singulares ndo nulos, ou
seja, a matriz tem caracteristica r = 3.

As primeiras r = 3 colunas da matriz U formam uma base ortonormada de col(A). Fazendo

>> rref (U(:,1:3)")

ans =
1.0000 0 0 -0.0000
0 1.0000 0 6.0000
0 0 1.0000 3.0000

confirmamos que as primeiras 3 colunas de U sdo versores de u1:[1 0 0 O}T,

w, =010 6"euy;=[0 0 1 3]".

A 42 coluna de U forma uma base ortonormada de Ker(A”). Fazendo

HIEi >> U(:,4)"

ans =

0.0000 -0.8847 -0.4423 0.1474
>> U(:,4)'/U(4,4)"
ans =

0.0000 -6.0000 -3.0000 1.0000

confirmamos que a 43 colunade U éoversorde u, =[0 -6 -3 1}T.

As primeiras r = 3 colunas da matriz V formam uma base ortonormada de lin(A). Fazendo

>> rref(V(:,1:3)")

ans =
1.0000 0 1.0000 0 -2.0000
0 1.0000 1.0000 0 3.0000
0 0 0 1.0000 4.0000

confirmamos que as primeiras 3 colunas de V sdo versores de v, =[1 0 1 0 —Z}T,
vo=[0 1 1 0 3]"evy=[0 0 0 1 4]".

Finalmente, poderiamos verificar que as 43 e 52 colunas de V forma uma base ortonormada
de Ker(A).

© Prof. José Amaral ALGA M08 - 9 09-12-2007
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Melhor Aproximacao.
Recordemos do modulo 5 que se define a distadncia entre dois
vectores u e v e R" como a norma do vector entre eles

n
dist(u,v) = ju-v| = Z (u; —v;)°

i=1
lu=v hu - 5. Sendo W um subespaco de R"™ e ueR", designamos por
melhor aproximacao de u em W o vector e W tal que a

distancia de u a u € menor do que a distdncia de u a qualquer
outro vector de W,

- <fu-v| ,veR”
, correspondendo U a projecgdo ortogonal de u no subespago W
U = projy u
ou seja, sendo u,,u,,---,u, uma base ortogonal do subespago W,
temos

. . a . "\ u-u; .
U = projy u = Zpl”o.]ui u= Z u; = Z ku;
i=1 i=1 Wi "Wy i=1

Exemplo 6.
Dados os vectores u;, =[2 2 O}T, u, =[-2 2 O}T ev=[0 2 Z}T, a melhor aproximagao
ao vector v no espago, W, gerado por u; e u,, e dado que u; e u, sdo ortogonais,
u,-u, =0,¢
V = projy v
= projul v+ pl"Oju2 v
Ve VU

=—u;t+—"Uy
u; - uy U - uy

=—u; +-u
D

=0 2 o]"

Se considerassemos os versores de u; e u,, que Sdo
geradores do mesmo espaco,

_— ar = /o =[1/2 12 off
T @y =uy/lug|=[-1/2 12 o]

] - S L teriamos

V = projy v

= projq, V+projg, v
=(v-aj)a; +(v-az)a,
= 2011+\/§QQ

=lo 2 o]"
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Alids, reconhecendo que u; e u, geram o subespago de

R3 correspondente ao plano xy, podemos tomar os
versores canonicos e; e e, para base ortogonal do

subespacgo, resultando
V = projy v
= projel v+ proje2 v
=(v-e)e +(v-ey)e,
=2e,

, ou seja, v=0e, +2e,+0e;, e por isso escrevemos
v=[0 2 o]"

Embora a representacdo dependa da base ortogonal considerada, a projeccdo de uma vector
num subespaco ndao depende da base escolhida, correspondendo sempre ao mesmo vector

{’ZpI‘OjWV:%u1+%u2 =2q,+/2q, =2e,=[0 2 0]

A distancia do vector v aos vectores u;, u,, e v é

dist(uy,v) = Hul _VH = \/ (g =) + (=) + (3 —v3)°
= [2-02 +(2-27 +(0-2)
-

dist(uy, v) = Ju, —v| = \/ (tgy = v1) + (upy = vy) + (ugg — v3)°
=207 +(2-22 +(0-27
= /8

dist(¥,v) = [F = v = /(0 = v1)> + (B = v5)? + (3 — )

_Jo 0) + (227 +(0—2)

A distancia de v a v € menor do que a distancia a u;, u,, € menor que a distancia a qualquer

vector u pertencente ao subespago gerado por u;, u,, W, e por isso se diz que v é a melhor
aproximacao de v em W

Hv—(rH < Hv—uH aueW

© Prof. José Amaral ALGA MOS8 - 11 09-12-2007



COMPLEMENTOS E APLICAGOES ALGEBRA - TURMA LR11D

Vector de Erro. Minimo Erro Quadratico.
6. Sendo W um subespaco de R", e ueW a melhor

aproximacdo de um vector u € R" no subespago W, o vector
e=u-u
designa-se por vector de erro, e pertence ao complemento
ortogonal do subespago W, WL, sendo a sua norma,
e =u—1q|

, designada por minimo erro quadratico.

Exemplo 7.

Retomemos o exemplo anterior. Como vimos, a melhor aproximagao do vector v = [O 2 Q]T

no subespaco W de R?® gerado pelos vectores u; =[2 2 0]7 eu, =[-2 2 0]" éo vector

v =projyv=[0 2 0]"

O vector de erro é

e=v-v
=0 2 2]"-[o 2 o]"
=0 o 2]"
=2e;
, € pertence ao complemento ortogonal de W,

=V —projy Vv

projWL v

, como de imediato se reconhece, dado que W corresponde ao plano xy.

O vector v corresponde a melhor representacdo que se pode fazer de v no subespaco W .
Sendo

Se dissermos

estamos a cometer um erro, o menor erro que € possivel cometer, no sentido em que v &, de
todos os vectores de W, aquele que estda a menor distancia possivel de v, sendo a norma do
erro cometido

HeH = dist(v,v) = Hv — f/H

= =8, + (v —By)? + (vy — )

_ 2 2 2
= €1+62+e3

=2

designada por minimo erro quadratico. A designagdo resulta, como pode ver pela expressao
acima, do facto de estar associado a uma soma de quadrados.
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Consideremos o erro cometido ao aproximar v por um qualquer dos vectores u, € W
HeH = dist(v,u;) = HV - qu

O erro depende do vector u; considerado, ou seja, é fungdo de u,, por isso se diz ser uma
funcdo de erro, e, em particular, a funcao erro quadratico

HeH = \/(7)1 — U )2 + (7)2 - ui2)2 + (7)2 - ui2)2

_ el

, ou, de modo equivalente
2 2
lel” =2 e
k
, €m que e, corresponde a cada uma das coordenadas do vector erro
€ = U — U
Vimos, no exemplo anterior, que, para o vector u, =[2 2 0] resultou

HeH2 = HV - ule = (v, — u11)2 + (v — u12)2 +(vg = U13)2 =8

Se calculdassemos o erro quadratico para diversos vector do
subespago W, como vimos, coincidente com o plano xy,

obteriamos um conjunto de valores que se representa na
figura.

Para facilidade de compreensdo sobrepbs-se a fungdo de
erro, |e|, a representa dos vectores v, v e e.

Para todos os pontos do plano xy, a distancia da superficie
representada ao plano é igual ao valor da fungao de erro.

A fungdo de erro é paraboldide com o minimo no ponto
(2,2), as coordenadas de v no plano xy.
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Solucao de Minimo Erro Quadratico. Equacdes Normais.

Exemplo 8.

7. Dado o sistema Ax=b, sendo A uma matriz mxn, e
b e R™, desigha-se por solugcdo de quadrados minimos , ou

solucdao de minimo erro quadratico, o vector x e R" tal que
b-A%|<|b-Ax| ,xecR”

8. O vector x é uma solugdo de minimo erro quadratico do

sistema Ax = b sse for solugdao do sistema de equacgdes
ATA%x=A"b

designadas por equagdes normais de x.

9. A matriz A tem colunas linearmente independentes sse a matiz

ATA for invertivel, e, nesse caso, a solugdo de minimo erro
quadratico do sistema Ax =b é Unica, sendo

x=(ATA)'ATb

O sistema de equacdes

T—2y=2
T+y=2
20—y =-5

, com forma matricial, Ax=b,

1 -2 2
A
1 1 { }: 2
o 1% |5
E € um sistema impossivel

1 -2 2 1 00
1 1 2(~10 1 0
2 -1 -5 0 0 1

>> A=[1 -2; 1 1; 2 -11;

>> b=[2 2 -5]"';
>> rref ([A b])

ans =
1 0 0

1 0

0 0 1

A figura mostra as rectas correspondentes a cada uma das equacdes do sistema. Para que o
sistema fosse possivel e determinado, as rectas de que cada uma das equagbes do sistema é
representativa deveriam cruzar-se num so6 ponto, a solugdo do sistema.

Por outras palavras, o vector b ndo pertence ao espago coluna da matriz A, ndo sendo por isso
possivel determinar um vector x (objecto) cujo transformado (imagem) Ax pertenga a col(A).

A solugdo de minimos quadrados do sistema, x, assinalada na figura, minimiza a norma

© Prof. José Amaral
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b - Ax]

, OU seja, corresponde ao vector x cujo transformado, Ax, estd a uma distancia de b menor
do que qualquer outro vector do espago coluna da matriz.

Como a matriz A tem colunas linearmente independentes, a matiz

6 -3
ATA =
-3 6

wr ]

é invertivel

pelo que a solugdo de minimo erro quadratico do sistema Ax = b € Unica, sendo

x=(ATA)'ATD
_1{2 1“ 11 2} ;_1{0 1 1}
911 21/|-2 1 -1 3/-1 1 0
-5 —
-1
[

, sendo a imagem de x no espaco coluna de A, ou seja, a
projeccao ortogonal de b no espaco coluna de A.

-1
b=Ax=|-1
—9

- A figura mostra dois vectores, v, e vy, que constituem

~3 .
uma base do espago coluna da matriz A, o espago por eles
gerado, o vector b, e a sua projeccdo no espaco coluna de

A, b.

Recorrendo ao MatLab, o cdlculo da solugdo de minimo erro quadratico, e respectiva imagem, é

trivial
>> A=[1 -2; 1 1; 2 -11;

>> b=[2 2 -5]"';

>> xs=inv (A'*A) *A'*b

Xs =
-1
0
>> bs=A*xs
bs =
-1
-1
-2
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Exemplo 9.
Dados os pontos de R?, (1,2), (3,2), e (4,5), podemos determinar os pardmetros m e b da
recta y =mx +b (sendo m o declive da recta e (0,b) o ponto em que a recta intercepta o eixo

dos yy) que melhor se adapta ao conjunto dos ponto segundo um critério de minimizacdo do
erro quadratico cometido.

O sistema de equacdes
Yy =mz; +b
Yy = MTy +b

Y3 =mz3 +b

ou seja, na forma matricial,

1 =z
1 b U
1z =Y
m
1z Ys3

€ possivel e determinado se os pontos forem colineares. No caso presente
1 1 2

b
1 3 =2
m
1 4 5
, hdo sendo os pontos colineares, o sistema é impossivel

11 2 100
13 2|~10 10
1 45 0 0 1

>> A=[1 1;1 3; 1 4];

>> b=[2 2 5]"';
>> rref ([A b])

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Vamos procurar a solugdo do sistema que minimiza o erro quadratico cometido na determinacao
dos parametros m e b, calculando p = [b m} Temos

1 1
T 11 1 3 8
1 3 4 8 26
1 4
e
aray -3 81" 126 -8
8 26 14|-8 6
pelo que
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p=(ATA)'ATy
2 2
1 26—81112_1 182—62
14|-8 6|1 3 4 T 14|-5 1 4
5 5
b _[5/7
m| |6/7
>> xs=inv (A'*A) *A'*b

Xs =

5/17
6/7

Temos entdo b =5/7 e m =6/7, ou seja, a recta que melhor
se adapta ao conjunto de pontos é

y=0,.0
7 7
A figura mostra o conjunto de pontos e a recta que melhor se
Ihes adapta, no sentido da minimizacdo do erro quadratico, ou
seja, o somatdrio do quadrado das distancia entre a recta e os
pontos dados ¢ menor do que para qualquer outra recta que
pudéssemos definir.

Para evitar a inversdo da matriz A7 A no calculo de
p=(ATA)"Aly
podemos resolver o sistema de equagdes normais
ATAp=ATy

Teriamos entdo

de onde resulta o sistema

, que facilmente se resolve,

3 8 9] [1 0 57
8 26 28] |0 1 57
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, € de onde resulta a solugdo encontrada anteriormente

b B 5/7
m| |67
Recorrendo ao MatLab temos

>> A=[1 1;1 3; 1 4]1;

>> y=[2 2 5]';
>> rref ([A'*A A'*y])

ans =
1 0 5/17

1 6/7

Podemos ainda ter em atengao que

ATA_1111;_3 g1 | Y Zx
_13414_826_in Ik

,em que N é o numero de pontos, e
1 1 1 2
Aly = 2
Y L 3 4}
5

, pelo que podemos escrever as equagdes normais

ATAp=ATy

Yy
- {298} - Z 2y,

na forma
N Z Z; Z Yi
i S|
Z L Z x; P Z ZiY;
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Quadrados Minimos e Factorizacdao QR
10. Sendo A uma matriz mxn, beR™, e Q e R as matrizes
resultantes da factorizacdo QR de A, entdo, a solugdo de minimo

erro quadratico, x, do sistema Ax =b pode ser calculada por
resolucdo do sistema

Rx=Q"b
ou seja

x=R'Q"b

Exemplo 10.

O célculo da solugdo de minimo de erro quadratico com base na factorizacio QR , Rx = Q’b,

em alternativa a resolucdo das equagdes normais, ATAx=A"Tph, & justificada com base em

considerandos associados ao erros numeéricos cometidos durante o calculo, e serd objecto de
analise na cadeira de Métodos Numéricos e Optimizagdo. Em problemas de pequena dimensdo,
como os que temos nos tém servido de exemplo, o recurso a factorizacggdo QR é uma

abordagem mais complexa.

Apenas a titulo de exemplo didactico, podemos analisar o exemplo 9 recorrendo a factorizagdo
QR . Recordemos que tinhamos o sistema de equagGes na forma matricial, Ax = b,

1 -2 2
x
1 1 { } =| 2
2 1|t |5
e foi encontrada a solugdo de minimos quadrados
-1
x=(A"TA)"ATb = { 0}

Dada a matriz

1 -2
A=]|1 1
2 -1

, recorremos a ortogonalizagdo de Gram-Scmidt para obter uma base ortonormada para o
subespago gerado pelas colunas da matriz.

Temos entao

~3/2
2. vy = uy — proj,, uy :u2_u2-v1 vy =| 3/2

, €, normalizando os vectores,

G B
3oa =t = /46| ‘hzﬁ: 2
|y vl 2
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Assim sendo, temos

146 -2
QZ[Oh QQ}: ]/ﬁ ﬁ
9/-/6 0
e
1 -2
R:QTA:P/% 1/-/6 2/%}] ] {JE —@/2}
-2 2 0 . 0 32/2

, pelo que Rx = Q’b resulta

w>
I

0 34272 |[-V2 2 o0

Jo —-le/2]. [/e
0 3.2/2] 0

6 —f5/2], [6 1/ z/ﬂ X
-5

B
Il

e finalmente, resolvendo o sistema

W ass ol

0 3J/2/2 0 01 0

encontramos a mesma solugdo do exemplo 9

e

Il
|
[ RS-
| I

Recorrendo ao MatLab

>> ul=[1 1 2]"';

>> u2=[-2 1 -11"';
>> A=[ul u2];
>> b=[2 2 -5]';
>> vl=ul;
>> v2=u2- (u2'*vl) / (v1'*vl) *vl;
>> gl=vl/norm(vl) ;
>> g2=v2/norm(v2) ;
>> Q=[qgl g2];
>> R=Q"'*A;
>> rref ([R Q'*Db])
ans =
1.0000 0 -1.0000
0 1.0000 0
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Quadrados Minimos e Projeccao num Subespaco.

11. Sendo W um subespaco de R™ e A uma matriz mxn cujas
colunas formam uma base de W, a projeccao ortogonal de um

qualquer vector u e R™ no subespaco W é dada por
projyy u = A(ATA)'ATu
, Ou seja, a matriz da transformacdo 7 :R™ — R™ que projecta
ortogonalmente R™ em W é
T=AATA)TAT

Exemplo 11.
Retomemos o problema 7. Como vimos, a melhor aproximagao do vector v :[O 2 Q]T no

subespaco W de R” gerado pelos vectores u; =[2 2 O}T eu,=[-2 2 O]T € o vector

v =projy v=[0 2 0]"

— ' . ' | R _ [ Atendendo a que a matriz da transformagdo 7 : R™ — R™
7 .. e[-..._ . " queprojecta ortogonalmente R™ em W é

T =AATA)'AT

, sendo
, temos
2
T 2 20 8 0
A A= 2 =
-2 20 0 8

0
-1

8 0 1 0

(ATA)" = -1
0 8] 810 1
2 -2 Lo 2 -2
AATAY =12 2 1 e
810 1 8
0o of - 0
, e finalmente
2 =2 5 9 0 1 0 0
T:A(JALTA)—RATzl 2 2 =0 10
8 -2 2 0
0 0 0 O

Como tinhamos concluido nos exercicio 7 e 8, os vectores u; e u, geram o subespago W de
R3 correspondente ao plano xy.
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Recorde do mddulo 5, que a matriz de projeccdo no plano xy corresponde a matriz que acima foi
determinada

=

Il
(e R R
o = O
o o O

A matriz & Unica, sendo a matriz associada a transformacdo, ndo dependendo dos vectores
considerados para gerar o subespaco.

Consideremos, por exemplo, os vectores u, =[2 2 O]T e u, =[1 2 O}T, facilmente se

reconhece que os vectores geram o subespago W de R3 correspondente ao plano xy (basta
notar que os vectores existem sobre o plano e tém diferentes direcgbes). No entanto, ao
contrario de u; e u,, u; e u, nao sdo ortogonais,

Independentemente deste facto, temos
2 1
0 0
, € a matriz de projeccao no espaco por eles gerado
100
T=AATA)'AT =10 1 0
0 00

>> ul=[2 2 0]"';

>> u2=[1 2 0]"';
>> A=[ul u2];
T=A*inv (A'*A) *A"

T =
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Consideremos agora que o conjunto de vectores ndo € linearmente independente, por exemplo,
os vectores us =[2 2 0]7, ug=[1 2 0]", e u,=[3 4 0]". Facilmente se reconhece que
u; = u; +ug. A matriz A tem colunas linearmente dependentes, de onde resulta que ATA é

singular, pelo que ndao podemos calcular (ATA)‘] .

Podemos contornar o problema, procurando uma base para o espago gerado por us, ug, € uy
(o que no presente exemplo é obviamente simples, basta ignorar u;). Veremos na préxima
secgao como abordar a questdao sem necessidade de procurar uma base do subespago.
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Matriz Pseudo-Inversa.

Exemplo 12.

12. Sendo A uma matriz mxn com colunas

ALGEBRA - TURMA LR11D

linearmente

independentes, designa-se por matriz pseudo-inversa de A a

matriz nxm
At =(ATA)TAT

13. A matriz pseudo-inversa de qualquer matriz A (mesmo nao
sendo ATA invertivel) pode ser calcula a partir da decomposicdo

em valores singulares A = Uxv?, sendo

At =vytu’
em que ¥° é a matriz
=% 4
0 O
14. Propriedades da matriz pseudo inversa
AATA = A
ATAAT = A"

AA" e ATA sdo matrizes simétricas.

Com base na definicdo da matriz pseudo-inversa podemos reformular os exemplos das secgdes

anteriores.

Podemos dizer, por exemplo, que, sendo A a matriz cujas colunas formam uma base de W, a

matriz da transformacdo 7 : R™ — R™ que projecta ortogonalmente R™ em W é

, € ainda que, a solugdo de minimo erro quadratico do sistema Ax=Db é

T=AA"

x=A"b

Note que, se A fosse regular poderiamos escrever

x=A"'b

Independentemente da formulagdo mais sintética, ndo deixa de estar em causa o calculo de
A" = (ATA)_lAT , € portanto o problema da inversao da matriz ATA, no entanto, recorrendo

ao conceito de decomposigdo em valore singulares, podemos resolver a questao.

Exemplo 13.

Retomemos o conjunto de vectores uj :[2 2 O}T, Ug :[1 2 O}T, e uy :[3 4 O}T, 0

vector v = [0 2 Z}T, e procuremos a melhor aproximagao do vector v no subespago W de

R3 gerado pelos vectores u;, ug, € u,, que, como sabemos, corresponde a projecgdo

ortogonal de v em W .

Temos a matriz

2 1 3
0 0 O
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, € podemos verificar que a matriz

2 0 1 3 8 6 14
ATA= 0 2 4|={6 5 11
3 0 0 O 14 11 25
nao é invertivel
8 6 14 1 0 0 1 0 1 0 —11/4 5/4
6 5 11 0 1 0O|~(0 1 1 O 7/2 —3/2
14 11 25 0 O 0 0 0 1 1 -1

>> ul=[2 2 0]"';

>> u2=[1 2 0]"';

>> u3=[3 4 0]"';

>> A=[ul u2 u3];

>> inv (A'*3)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 1.184238e-017.

ans =
* * *
* * *
* * *

No entanto, a matriz pseudo-inversa de qualquer matriz A, mesmo nao sendo AT A invertivel,
pode ser calcula a partir da decomposicao em valores singulares da matriz A, sendo

At =vytu”

— D! o
0 0

, sendo D a matriz do valores singulares de A .

emque X" é

Dada a morosidade dos calculos, vamos recorrer ao MatLab para decompor A em valores

singulares.
>> [U 8 Vl=svd(a);

>> 8(1:2,1:2)=inv(S(1:2,1:2))

>> Am=V*S*U!'
Am =
1.0000 -0.6667
-1.0000 0.8333
-0.0000 0.1667
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O calculo é dado meramente a titulo de exemplo, dado que existe em MatLab a funcdo pinv(A)
que calcula a pseudo-inversa de uma matriz A,

>> pinv(a)

ans =
1.0000 -0.6667 0
-1.0000 0.8333 0
-0.0000 0.1667 0

1 -2/3 0
AT =-1 56 0
0 1/6 0

Dada a pseudo-inversa, podemos agora calcular a melhor aproximagao do vector v = [O 2 Q]T

no subespaco W de R? gerado pelos vectores u;, u4, € u;, que, como sabemos, corresponde
a projeccao ortogonal de v.em W .

Temos
2 1 3 1 - 2/3 0[]0
v=AATv=|2 2 4| -1 5/6 0|2
0 0 O 0 1/6 012

I
1
o = O
S o <o
- 1
)

Identicamente ao determinado nos exemplos anteriores v =[0 2 O}T .
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Exercicios.
DECOMPOR UMA MATRIZ EM VALORES SINGULARES.
/2 1. Dada a matriz rectangular, 3x2,
2 0
A=|0 -2
1 1

temos
2 0
s [2 01 5 1
ATA = 0 -2|=
0 -2 1) 15

A matriz AT A tem polinémio caracteristico

5—A 1
A) = det =(5-A =-1=XN-10A+24
PN { 1 5_J (6=
cujas raizes sdo
++/100 — +
/\1,)\2210_ 100 96:10_2:6,4

2 2

tem 2 valores proprios, A\, =6 e X\, =4, pelo que a matriz A tem valores singulares

o= =6
e

Podemos de imediato escrever a matriz diagonal dos valores singulares
o 0
D=| ! - /60
0 0'2 0 2

, eamatriz X , dedimensdao mxn=3x2,

J6 0
D
Y= |=l0 2
0 0
0 0

A matriz AT A tem vectores proprios normalizados:

1. Associadoa A\, =6

R e e e H R i

2. Associado a A, =4

O e T
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V é uma matriz ortogonal da dimensédo de AT A, no caso presente , 2x 2, constituida por um
conjunto ortonormado de vectores proprios da matriz ATA . No caso presente temos

R AT
V_[Vl VQ}—L/ﬁ 1/@}

U é uma matriz ortogonal m xm, no caso presente 3 x 3, cujos elementos sdo determinados
por

1

g

Em que o, sdo os valores singulares ndo nulos de A e v, os valores proprios normalizados a
eles associados, pelo que temos de imediato

ulzlAvlzli _g |:]/ﬁ:|: _1?ﬁ
o1 KO PR R 143
2 0 ~1//2

I RN | P A
u2—02A2—2(1) ?{1/&}_ 1éﬁ

, sendo necessario determinar um versor ortogonal a u; e u,, recorrendo a ortogonalizagdo de
Gram-Scmidt. Considerando & base {u,,u,,e;}, temos

! . .
U3 = €3 — Projy, €3 —PIOJy, €3

_& W &

=e€3 u u, 1y u; = ez —(e3-uy)uy, —(eg-uy)uy
0] [o] [-1/~2][-1/42] To] [ 18] 1/43
=|0|=|0|-|=1/~2 || =1/N2|=|0|-|-1/3]|[-1//3
I 1 0 || o0 1 1/-/3 || 1/-/3
0] 1-/3] To] [ 13
=[0]|-1/"/3]-1/"3]=]0]|-|-1/3
1] /3] |1 1/3
-1/3
= 13
23
e
o =2/243
u o] o/2s
" J2/+/3

Temos entao

143 —1/42 —2/23
U=[u u, uw=|-1//3 -1/42  2/23
143 0 J2/4/3
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Ficando assim determinada a decomposicdao em valores singulares da matriz A

N3 =1A2 =-2/243 (|6 0
A=UsVT = |-18 -1/ 2/23] 0 2 P/ﬁ _]/ﬂ
143 0 B2/l 0 o N2 142

, como podemos confirmar

>> x=sqrt(2); y=1/sqrt(3); z=1/sqrt(2) ;

>> U=[y -z -x*y/2;-y -z x*y/2;y 0 x*yl;
>> S=[sqrt(6) 0; 0 2; 0 0];
>> V=[z -z; z z];
>> U*S*V!
ans =
2.0000 0.0000
-0.0000 -2.0000
1.0000 1.0000

Podemos ainda decompor A na forma
- T T T
A= Z oV, =0U V] + 0yuyVy

: 1/-/3 —-1/-2 1 1] [1 -1
S B VN | TN VALY N BV R VNG W V) 6 B R S
1//3 0 1 1] ]0 o0

A decomposicao em valores singulares da matriz A pode ser feita em MatLab utilizando a

funcao svd(A)
>> A=[2 0; 0 -2; 1 1]

>> [U S V]=svd(a)

U =
-0.5774 -0.7071 -0.4082
0.5774 -0.7071 0.4082
-0.5774 0.0000 0.8165
S =
2.4495 0
0 2.0000
0 0
VvV =

-0.7071 -0.7071
-0.7071 0.7071
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DADA UMA SVD DETERMINAR AS BASES DOS 4 ESPACOS FUNDAMENTAIS DA MATRIZ

2. A matriz A, mxn=3x2, tem r=2 valores singulares nao nulos, e decomposicao em
valores singulares

2 0 143 =142 -2/2/3][/6 0
A=l0 —2|=UsV” =|-13 —12 /203 0 2 {l/ﬁ —Mﬁ}
Lo VB0 2/B| o ol V2 VR

Os vectores u; = [1/@ —1/@ 1/@? e uy= [— 1/@ - 1/@ O}T, correspondentes as
primeiras r = 2 colunas da matriz U formam uma base ortonormada do espacgo coluna de A

Os vectores v, = [1/@ 1/@? e vy :[— 1/@ 1/@?, correspondentes as primeiras r = 2
colunas da matriz V formam uma base ortonormada do espaco linha de A

Como n —r =0, o nicleo da matriz A é constituido apenas pelo vector nulo, 0 =[0 0]" .

Sendo m —-r=1, a 32 coluna da matriz U, u, :[—ﬁ/2ﬁ ﬁ/2ﬁ ﬁ/ﬁ}T, forma uma

base ortonormada do nicleo de A” .

DETERMINAR A MELHOR APROXIMACAO A UM VECTOR NUM SUBESPACO

3. Consideremos de novo a matriz

2 0
A=|0 -2
1 1

Os vectores que constituem as colunas da matriz, u, :[2 0 1}T e u, :[O -2 1}T, sao
linearmente independentes, basta recordar do exercicio anterior que dim(col(A)) = 2.

Dado o vector v = [O 1 1}T , @ melhor aproximagao ao vector v no subespago, W, gerado
por u;, e u,, ou seja, a melhor aproximagdo ao vector v no espago coluna de A (poderiamos

verificar que v ndo pertence ao espago coluna, ou seja, o sistema Ax =v € impossivel), ndo
pode ser determinado a partir de proj, v e proj, v porque u; e u, nao sao

ortogonais.
V = projy Vv # proj,, v+ Proj,, v

E necessario encontrar uma base ortogonal do espaco gerado por u; € u,, por exemplo,
recorrendo a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Temos entdo

vi=u, =[2 0 1]7

-2/5
. u, v
V2:u2_pT0Jv1u2:u2_V2 V1V1: =2
1'V1
4/5

Podemos agora determinar a melhor aproximacao ao vector v no espaco coluna de A
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V = Dprojy v = proj,, v+ plrojVZ v

V-V V-V
= Ly, + 2

1 Va
Vi-Vvy Vo Vo

=[12 12 0]"

ALGEBRA - TURMA LR11D

>> ul=[2 0 1]1';
>> u2=[0 -2 1]1';
>> A=[ul u2l;
>> v=[0 1 1]"';
>> vl=ul;
>> v2=u2- (u2'*vl) / (v1'*vl) *vl;
vm= (v'*vl) / (v1'*vl) *v1i+ (v'*v2) / (v2 ' *v2) *v2
vm =

0.5000

0.5000

0

DETERMINAR A SOLUCAO DE MINIMO ERRO QUADRATICO DE UM SISTEMA

4. 0 sistema de equagdes

z=0
-2y=1
r+y=1

, com forma matricial, Ax=b,

2 0

0

xT
0—2“:1
1 1%

€, como podemos verificar, um sistema impossivel. Como a matriz A (que & a mesma dos
exercicios anteriores) tem colunas linearmente independentes, a solugdo de minimo erro
quadratico do sistema Ax = b é Unica, sendo

x=(ATA)TATD

Para evitar a inversdo da matriz A" A no célculo de x = (ATA)"'ATb, é mais prético resolver

o sistema de equacdes normais (A" A)x = ATb. Temos

(ATA)x=A"b
_ _ _ 0
5 1. 2 0 1

X = 1

|1 5] 0 -2 1

5 1] . 1
X =

|1 5] =1

e, resolvendo o sistema
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5 1 1 1 0 1/4
1 5 -1 0 1 —1/4
) 1/4
X =
—1/4
>> A=[2 0; 0 -2 ;1 1];

>> b=[0 1 1]°';

temos

>> xm=inv (A'*A) *A'*v
Xm =
0.2500
-0.2500
Note a imagem de x no espago coluna de A, corresponde a projeccdo ortogonal de b no
espaco coluna de A.
2 0 1/2
1/4 /

S s /
b=Ax=|0 —2{_1/4% 1/2
11 0

, pelo que o exercicio anterior pode ser resolvido por esta via, isto €, dada a matriz

2 0
A=10 -2
1 1

e o vector v = [0 1 1}T , @ melhor aproximacdo ao vector v no espacgo colunade A é
1/2
oo . _ TAV-IATo _ AL _
V=projy v=AA"A) A v=Ax=|1/2
0

>> A=[2 0; 0 -2 ;1 1];

>> v=[0 1 1]1"';
>> vm=A*inv (A'*A) *A'*v
vm =
0.5000
0.5000
0

DETERMINAR OS PARAMETROS DE UM MODELO LINEAR QUE MELHOR SE ADAPTA A UM CONJUNTO DE PONTOS

5. Dados os pontos de R?, (-1.5,2), (-1,1), (0,1), e (0.5,1.5), determinar os pardmetros aj,,

a,, € a, da parabola y = ay + a;z + a, z? que melhor se adapta ao conjunto dos ponto, segundo
um critério de minimizagdo do erro quadratico cometido.
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Dado o sistema de equacoes
Y1 =0y T T T Qy ﬂ512
Yo = ag + a1y + ay 35%
Y3 =Gp + T3 + ay 35?%

Yy =g+ ayzy + ay T

, ha forma matricial

] xl CUl y]
2 || %
1z x5 a | = Y2
1=
1 x4 xg Y3
2 |L%2
] .’L'4 CU4 y4
, € NOo Caso presente
1 —-1.5 2.25 2
Qg
1 -1 1 1
al =
1 0 0 1
a
1 0.5 0.25 1.5

, podemos determinar os valores dos pardametros da parabola que melhor se adapta ao conjunto
de pontos, do ponto de vista da minimizacdo do erro quadratico, resolvendo as equacbes
normais

ATAp=ATy
Temos entao
1 —-15 2.25
1 11 1 4 ~2 3.5
- 1 -1 1
ATA=|-15 -1 0 05 : 0 ol” -2 3.5 —4.25
225 1 0 0.25 35 —4.25 6.125
1 05 0.25
, €
2
1 11 i 5.5
Aly=|-15 -1 0 05 =32

225 1 0 0.25 5.875
1.5

, de onde resulta o sistema

4 -2 3.5 || a9 5.5
5 ; . -2 3.5 —4.25||a |=|—-3.25
ns : ? 3.5 —4.25 6.125|| a, 5.875
N5 1 T T e, resolvendo o sistema, os parametros
ao 0.9
CL] — 08
ay 1.0

, OU seja, a parabola de equacédo

y =0.9+ 0.8z +
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>> x1=[-1.5 2]"';

>> x2=[-1 1]';
>> x3=[0 1]';
>> x4=[0.5 1.5]';
>> X=[x1 x2 x3 x4];
>> A=[[1 1 1 11" X(1,:)" (X(1,:).72)" 1;
>> b=X(2,:)"';
>> p=inv (A'*A) *A'*Db
P =

0.9000

0.8000

1.0000

CALCULAR A MATRIZ DE PROJECCAO NUM SUBESPACO

6. Dada a matriz

2 0
A=|0 -2
1 1

calcular a matriz de projeccdao no seu espaco coluna.

A matriz de projeccao no espago coluna de A, ou seja, a matriz de projeccdo no subespaco

gerado pelos vectores u; = [2 0 1}T eu,= [0 -2 1}T que constituem as suas colunas, €

T=AATA)'AT

2 0
- 2 01 5 1
0 -2 1 | [15

KL 1" 1[5 -1
WA= 5] T s

Temos

2 0 _— 5 —1
AATAY! = _o| L S PO
24-1 5| 12
11 2 2
, e finalmente
V12 7R
T=AATA)'AT =—|1 -5 { }
12 0 -2 1
2 2
5 1 2
1
==|1 5 =2
6
2 -2 2
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Conhecida a matriz de projeccao (ortogonal) no espaco coluna de uma matriz, calcular a imagem
de qualquer vector nesse subespago é trivial. Por exemplo, considerando de novo o vector

v=[0 1 1]7, temos

5 1 2][o] [1/2
\7=Tv=ll 5 =2|1|=[1/2
0 2 =2 201 0
>> A=[2 0; 0 -2 ;1 1];
>> T=A*inv (A'*A) *A!'
T =
5/6 1/6 1/3
1/6 5/6 -1/3
1/3 -1/3 1/3
>> vm=T*v
vm =
1/2
1/2
0

CALCULAR A PSEUDO INVERSA DE UMA MATRIZ

/. Calcular a a matriz psudo-inversa da matriz

2 0
A=10 -2
1 1

A matriz psudo-inversa de uma matriz A €, por definigao,

A+ — (ATA)—lAT

No caso presente, como ja vimos em exemplos anteriores, ATA & invertivel, pelo que temos de
imediato
2 0
T 2 01 5 1
A" A= 0 -2|=
0 -2 1 15
1 1
5 17 1[5 -1
(ATA)! = =
15 24| -1 5

5 —1(|2 0 1
-1 5110 -2 1

, € finalmente
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Conhecida a matriz pseudo-inversa da matriz A, o calculo da matriz de projeccdo no seu espaco
coluna, T = AA™, ou da solugdo de minimo erro quadratico do sistema Ax =b, x=A"b, é

trivial. Por exemplo, dado o sistema

2 0 0
0 -2|x=|1
1 1 1

, a solucao de minimo erro quadratico do sistema é

0
5 1 2

%=A*b= |
12021 -5 2

[ 14
L]

>> A=[2 0; 0 -2 ;1 1];

>> b=[0 1 1]';

>> pinv(a)
ans =
5/12 1/12 1/6
-1/12 -5/12 1/6
>> xm=pinv (A) *b
xm =
1/4
-1/4
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