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9.1. O Corpo dos Complexos.

Define-se um niimero complexo como

z=a+ jb

,onde a e b sado numeros reais e j (ou 7 ), designa a unidade imaginaria

j=-1

TURMA LR11D

Designamos a por parte real de z, a=Re{z}, e b por parte imagindria de z, b=1Im{z},

dizendo-se no caso em que a =0 que z é um nimero imaginario puro.

Dado o ntimero complexo z = a + jb define-se o seu conjugado como z* = a — jb

Entre dois niimero complexos, z =a + jb e w = c + jd, definem-se as operagoes basicas:

igualdade: a+ jb=c+jd ssea=ceb=d;

adicao: z+w=(a+jb)+(c+jd)=(a+c)+jb+d);

multiplicagao: zw = (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(ad + bc) ;
(@+jb) (a+gb)(c—jd) (ac+bd)+ j(bc —ad)

. .~ 2
divisao: — = =
w  (c+jd)

(c+jd)(c - jd) ¢ +d?

Com a igualdade, adicdo e multiplicacao assim definidas, podem demonstrar-se as leis (comutativa,
associativa, fecho, etc.) que nos permitem concluir que o conjunto dos nimeros complexos, C, tal
como o conjunto dos niimeros reais, constitui um corpo.

Exemplo 1.

Dados os complexos z=2—-j e w=1+ 25, temos

Exemplo 2.

Podemos simplificar o complexo z =

2 =247
z+rw=02-7)+(1+24§)=3-j
z—w=02-7)-(1+2j)=1-3j

zw=2-7)1+25)=4+3j

z 2—79 .
— = j.:_]
w  1+2j
3j30_j19
27 -1

39)"° - (525 _ 3(-1" - (-1)°;

z = =

251 271
B4 345 -1-2j
1+2j -1+2j-1-2j

3+65-7-24° 5455
1+4 5
=1+

© Prof. José Amaral
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9.2. Plano Complexo. Forma Cartesiana e Polar.

Com a adi¢ao e multiplicacao entre ntimeros complexos como definidas acima, podemos interpretar
um numero complexo

z=a+ jb
como um par ordenado de ntimeros reais (a,b) representaveis num plano cartesiano zy .

Designamos o plano de representacao por plano complexo, plano de Argand, ou plano z, o eixo
dos xzx ¢é designado por eixo real e o eixo dos yy €é designado por eixo imaginario.

A cada nuimero complexo corresponde um, e um sé, ponto do plano, e a cada ponto do plano
corresponde um, e um sé, niimero complexo. Um ntimero complexo pode assim
interpretado como um segmento orientado OP , cuja origem, O, é a origem do J

plano complexo e cujo extremo, P, é o ponto correspondente ao par ordenado (a,b)
(a,b).
P
. . . . g |b
Quando escrito na forma z =a+ jb, o complexo z diz-se escrito na forma >
rectangular (ou cartesiana). Podemos escrever um nimero complexo z a

noutra forma, dita forma polar (ou exponencial)
z = pe?

, em que p representa o mdédulo, ou valor absoluto, do complexo, e 6 o seu argumento. O

modulo é facilmente obtido, recorrendo a representacao grafica do complexo, interpretado como um
vector,

p=-la® +b°
,ou, multiplicando o complexo pelo seu conjugado
=+va’ + b’
Quando o complexo esta expresso na forma polar, o reconhecimento do médulo é imediato

2| = 22" = pe? pe
=p
Quanto ao argumento, recorrendo a representacao grafica

0 = arg{z} = arctan(bj

a

idéntico a relacao a partir da forma rectangular

—

m {}
ez}

|

arg {z} = arctan [

=

= arctan (

Q| o
Ne—

© Prof. José Amaral ALGA MQ9 - 3 09-01-2008
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Exemplo 3.
) A figura M9.1 mostra a representacdo dos niimeros complexos
do ] 2=2+2)
L L =-2+2j
Y N 29 N A SN B .23 R %2 J
L L 23 =3-27
L Rt B e 2y =-2-3j
o+ R
o o no plano complexo.
o At it e T
2***%**%***%*****%***F**éz{*
e
e
Figura M9.1
Exemplo 4.

O complexo z = (1 — j)(=1 + j+/3), tendo em atencéo que

pr=1-j=V1+1=42
pzz‘—1+j\/§‘:«/1+ =2

, € ainda que

. 1
0, = arg{l - j} = arctan(lj = _%

0, = arg{— 1+ ]ﬁ} = arctan[\/glj - %T

(notando que 1—j estd no 4° quadrante e — 1+ j«/g estd no 2° quadrante) pode
ser escrito na forma polar

T g
2=~/2e 49¢ "4

;o
= 20Jf2e 12

© Prof. José Amaral ALGA M09 - 4 09-01-2008
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9.3. Formula de Euler e Teorema de DeMoivre

. ~ ) b
De notar que, a partir da representacao gréfica, e dado que cos(f) = 2 . sen(f) = —, podemos

o
escrever
z=a+ jb = p(cos(f) + jsen(h))
= pcis(0)
dita, também, forma polar de representacao do complexo z. Na verdade, a forma anteriormente
apresentada
z = pej‘9
resulta da formula de Euler
e = cos(z) + jsen(z)

, com x real. A partir da féormula de Euler obtém-se as defini¢oes das fungbes seno e co-seno com

base na funcao e’*, dita funcao exponencial complexa ,

Jjx —jx jx
cos(x) = % sen(z) = %
J

_e U

O produto e a divisao entre dois complexo é mais facilmente obtido quando estes estao escritos na
forma polar

(6,+6

zZw = P1eﬂll)2€j€2 = p1poe’ ) = p1p2(cos(0) +6y) + jsen(0; +6,))

= p1py cis(0; +0,)

701 .
EoPE 2 PLi00) 2 P (cos(g) — 6,) + jsen(B) — 6))
w 026] 2 P2 P2
P2

Generalizando o produto, temos ainda que
M= pejepeja ”.peje _ pnejnG
= p"(cos(n@) + jsen(nh)) = p" cis(nd)

, relacao conhecida por teorema de DeMoivre.

Exemplo 5.

Recorrendo a formula de Euler, as relagoes trigonométricas podem ser facilmente
demonstradas. Por exemplo

[T [T
5 A5 s
T e —e e 2e7” —e 2¢]
sen :

— =z | = =
2g 2j
(cos () + jsen (j} e - [cos (Wj — jsen (QD e’”
2)
0+ 4 '*jz_o_' Jjz jz —jz
NUBTE R ERETS I,

© Prof. José Amaral ALGA M09 - 5 09-01-2008
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9.4. Raizes de Niimeros Complexos.

Um ntmero w diz-se uma n-ésima raiz de um niimero complexo z se w" =z, ou seja,

w=2"",

Atendendo ao teorema de De Moivre podemos demonstrar que, sendo n um inteiro positivo,

i 1m£ (9+%mj . (0+%mD
z'" = p'" cos| ——— |+ jsen| ————
n n

:pl/"cis(mrj com k=0,1,---,n—1
n

_ pl/nej(0+2k7r)/n

. . 1 . . , , .
pelo que, existem n valores diferentes para z /n , ou seja, n diferentes raizes n-ésimas de z.

Em particular, as solucoes da equacao z" =1, sendo n um inteiro positivo, sdo chamadas as
n-ésimas raizes da unidade, sendo
01

(karj . (kaj
cos| — |+ gsen| ——
n n

ejZkTr/n

N
Il

, com k=0,1,---,n—1. Geometricamente elas correspondem a pontos do plano complexo

equiespacados sobre a circunferéncia de equacao ‘z‘ =1, dito o circulo unitario.

Exemplo 6.

1. Dado 2% = (2+ 5)?, sendo para 2+ j

1
p=-4+1=52

0 = arg{arctam(;j}

temos
! 3
26 _ (526j9)3 _ 526]39
, logo
3 1 3 .[30+2k7r)
Z_(526J30)6 —5l2¢ 6
l '(g+k2—ﬂ)
=5de 2 6
Figura M9.2 1 .(0+ 1)
= 516 2 3

,com k=0,1,---,5. Geometricamente temos seis complexos sobre a circunferéncia de

médulo 574 e equiespagados de kr/3 como se representa na figura M9.2.

© Prof. José Amaral ALGA M09 - 6 09-01-2008
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9.5. Funcoes Complexas de Variavel Complexa.

Uma aplicacao f, em que as varidveis dependente, w, e independente, z, pertencem ambas a um

qualquer subconjunto do corpo dos complexo € dita uma funcao complexa de variavel
complexa, e escrevemos w = f(z) .

Para as funcoes complexas de varidvel complexa tém lugar, identicamente ao visto em Anélise
Matematica, os conceitos de: objecto, imagem, dominio, contradominio; funcao sobrejectiva, injectiva
e bijectiva; restricao e extensao de uma funcao; funcao inversa, funcao composta; etc..

Caso o dominio da funcao seja um subconjunto de C e o contradominio um subconjunto de R a
funcao diz-se uma fungao real de variavel complexa. Caso o dominio da funcao seja um
subconjunto de R e o contradominio um subconjunto de C a funcao diz-se uma funcao complexa
de variavel real.

Exemplo 7.
A funcio w = f(z) =2, com z e C

w:z2

u+ ju=(z+ jy)°
= (2 —y) + j2zy
, com u,v,z,y € R, é uma funcao complexa de varidvel complexa, w e R. Quer o

dominio quer o contradominio da funcao correspondem a todo o plano complexo.

Exemplo 8.

jr

A funcdo w=¢€’",com z € R

w=e
u+ jv = cos(z) + 7sen(zx)
, ¢ uma funcao complexa de varidvel real, w € C. Note-se que o contradominio da

funcao corresponde apenas, no plano complexo, a circunferéncia de raio unitéario, dado

que ‘w‘:‘ejz =1.

Exemplo 9.

Afun(;éou:‘z‘,com zeC
u:‘z‘z‘erjy‘
= e+ y?

p ~ . +
, ¢ uma fungao real de varidvel complexa, u € Ry .

© Prof. José Amaral ALGA M09 - 7 09-01-2008
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9.6. Sinais. Sinais Continuos e Sinais Discretos.

Definimos sinal como uma funcao de uma ou mais varidveis independentes, contendo informacao
sobre um determinado fenémeno fisico.

Com base nas suas caracteristicas, os sinais podem ser classificados de diversos modos. Abordaremos
por enquanto apenas a classificacao de sinais que dependem de apenas uma variavel independente, e
o modo como sao classificados com base no conjunto de valores assumidos por essa variavel.

Sinal continuo.

Um sinal diz-se um sinal continuo quando a varidvel independente € continua.

Vamos admitir que o dominio do sinal é o conjunto dos reais, e (sem perda de generalidade) esta
associada ao tempo, e o contradominio do sinal pertence ao conjunto dos complexos.

Utilizaremos a letra ¢ para a designar a varidvel independente e, preferencialmente, as letras z,y, z
para designar o operador. Assim, um sinal continuo é uma funcdo z: R — C, significando z(t) o
valor que o sinal assume no instante de tempo t.

Sinal discreto.

Um sinal diz-se um sinal discreto quando a variavel independente é discreta.

Vamos admitir que o dominio do sinal é o conjunto dos inteiros, e o contradominio do sinal pertence
ao conjunto dos complexos.

Utilizaremos a letra n para a designar a variavel independente e, preferencialmente, as letras z,vy, z
para designar o operador. Assim, um sinal discreto é uma funcéo z :7Z — C, significando x[n} 0

valor que o sinal assume no instante n, que, e sem perda de generalidade admitimos estar, de algum
modo, associada ao tempo.

Exemplo 10.
O sinal z(t), definido por

( ) co ( )670.115

com t e R, cuja evolucao para 0<t <20 se mostra na figura M9.4, é um sinal
continuo.

O sinal x[n}, definido por
z[n] = cos(0.5n) e 00

com n € 7, cuja evolucao para 0<n <40 se mostra na figura M9.3, é um sinal

discreto.
] 1
\ T \ \ \ T \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
| | | | | | | | | \ | | | | | | |
08\ — - — - — - -4 08— — —l— ==k — = —lm——d—— b — e - -
| | | | | | | | | \ | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | |
R e it el T Bt s e e B st e e R R
| | | | | | | | | | Iy | | | | |
04 |-l — - i\ a1 04p|4— - ——+ P I S R e
| | | | | | | | | \ | Iy \\ | | |
02 | | | | | | | | 020 L,‘,,,‘/, \7777\77 »77\777\7777
il E T I I - ul a T L A I . \ | T I T T |
| | | | | | | | | | | / |
AR TR R A N SR ol L1® R il
| | | | | | | | \ l\ \* L/ &i i*\
_02,,,‘,,,‘ O VO A N N S N 02 — 2| PL_o Ll ege L —
- | | | 1 1 T T T f : \ [l | ~ |
| | | | | | | /! | \ | \
04 — — b N 04— — A 4777L777\777L777
| | | | | | | | \ | | | | | |
| | | | | | | | | \ ! | | | | | |
] e o el e e A s it il 0.6 - — ST T T T T Tr T T T T T T T
| | | | | | | | | | | | | | | |
0.8 1 1 1 | 1 1 1 1 1 0.8 | | I ! | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Figura M9.4 Figura M9.3
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9.7. Funcao Exponencial Complexa Continua.

Um dos sinais que utilizard nas cadeiras da especialidade € designado por funcao exponencial
complexa de variavel continua

Exponencial complexa continua.

O sinal
z(t) = Ce™

em que C' e a sao, em geral, nimeros complexos é designado por sinal exponencial
complexo continuo.

Escrevendo C' na forma polar

C =|Cle™
, € a na forma cartesiana
a=T+ jwg
, temos
cc(t) — Ce = ‘C‘ejgoe(TJrij ‘C‘e’]’t J(wot+6g)

Torna-se assim explicito que a exponencial complexa tem mdédulo
t) =[Cle™

, € argumento
arg {z(t)} = wyt + 6,
Atendendo a relacao de Euler, podemos escrever
z(t) = ‘C"eﬁej(wotww

= |Cle™ cos(wqt + 0y) + j|Cle™ sen(wqyt + 6,)

, 0 que torna claro que quer a componente real quer a componente imaginaria de um sinal
exponencial complexo tem uma evolucdo sinusoidal de perfodo Tj = 2m/w, , envolvido por uma

exponencial real com um comportamento ao longo do tempo determinado por 7.

Re {z(t)} = ‘C" cos(wyt + 0;)
Im {z(t)} —‘C" sen(wgt +6;)

Exemplo 11.

O sinal z(t) = 2e(005+109 oom te R, é uma funcio R — C.
Atribuindo valores a ¢t podemos fazer a sua representacao no plano
complexo

2(t) =2 o(-0.05+70.5)t

_ 9 o005z +j0.5¢
A figura M9.5 (optou-se aqui pela representacdo polar e nao pela
270 representacao cartesiana) mostra a evolugdo de z(t) para

Figura M9.5 0<t<20.

© Prof. José Amaral ALGA M09 -9 09-01-2008
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Podemos optar por fazer a representacao, em dois gréficos
separados, da parte real e da parte imaginaria da funcao.
Sendo

2(t) = 2 & 005w +105t
=2e70%% (¢os(0.5t) + jsen(0.5t))
, temos
Re {z(t)} =2 e 2057 ¢05(0.5¢)
Im {z(t)} =2 e %% sen(0.5t))

As figuras M9.7 e M9.6 mostram, respectivamente, a evolucao

da parte real e da parte imaginaria de x(t) para —20 <t < 20.
Como se pode ver a evolucao traduz a evolugao das funcgoes
trigonométricas  cos(0.5t) e sen(0.5t) afectadas pela

TR . . -0.05¢
multiplicacao pela exponencial negativa e .
A representacdo mais comum, na area de Telecomunicacgoes e
Electronica, nao é no entanto nenhuma destas duas, mas sim a
representacdo do médulo e do argumento de z(t) em planos
separados. Temos

2(t) = 9 005t +j0.51

_ ‘2 670.05te+]0.5t‘

=9 6—0.0515

arg {z(t)} = arg{ 9 6*0.05t6+]'0'5t}
=0.5¢

As figuras M9.8 e M9.9 mostram, respectivamente, a evolucao
do médulo e do argumento de z(t). Na evolugdo do
argumento optou-se pela representacao periddica entre — 7 e
m, embora, obviamente, esteja em causa apenas a
representacao da recta 6 = 0.5¢.

© Prof. José Amaral
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9.8. Funcao Exponencial Complexa Discreta.

Outra das funcoes que utilizard nas cadeiras da especialidade é a
funcao exponencial complexa discreta.

Exponencial complexa discreta.

O sinal

T [n} =Cz2"

em que C e z sao, em geral, nimeros complexos, € designado por
sinal exponencial complexo discreto.

Escrevendo C' e z na forma polar

Figura M9.10 C =|Cle™

o= ‘a‘ejﬂo

, resulta

Ny . TT o] = Co"

RlinGan “[0le® |

_ \CHz\n eI (Son+6)

temos

-0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 C n
) z[n \z\ (&
Figura ‘ [ }

arg {x [n}} =Qyn + 6,

Exemplo 12.

As figuras M9.10 e M9.11 mostram o sinal exponencial complexo
oln] =l 1
e a sua parte real,
Re {x [n}} =|Clo|" cos(Qyn + 6;)

. 2 ,com C=2, Qy=7/10, 0<n<20, 8, =0,e z2=0.95.
Figura M9.12

s Sendo ‘z‘ <1, o afixo do exponencial complexo aproxima-se da

20 origem do plano complexo para valores de n crescentes. A parte
AN A real do sinal é um co-seno envolvido pelas exponenciais

" s " decrescentes + ‘CHZ‘H .

0 . o As figuras M9.12 e M9.13 mostram o sinal exponencial complexo
. 13 e a sua parte real com C'=2, Q, =7/10, 0<n <20, ,=0, ¢
| '_-' z=1.00.
2 S Sendo ‘z‘ =1, o médulo do sinal é constante.

Figura M9.13

© Prof. José Amaral ALGA M09 - 11 09-01-2008
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9.9. Funcao Impulso Unitario Discreto.

Define-se o sinal impulso unitario discreto por

0sr

PP WPV W N N W Y PR A A Y W Y

| Exemplo 13.

evolucao dos sinal impulso unitario

z[n]=6[n]

e dos sinais

% 44— %%

PP S S S R R P P Y

84 4

URMA LR11D

| As figuras M9.14 e M9.15 mostram, para —-10<n <10, a

05k

. ﬂ"[”} é'é’[nﬂé*_ﬁ} + 5

P N A P N

0s

--------------

00—

& 5 b o % & PO N A

0sr

05

4888848 "8 855008

%

Figura M9.14

05

Figura M9.15

©

Prof. José Amaral

ALGA M09 - 12

09-01-2008



ESPAGCO DE

SINAIS

9.10. Estruturas Algébricas.

Grupodide

Todo par (A,*) constituido por um
conjunto A e uma operacdo binéria *

de A% em A.

ALGEBRA TURMA LR11D

3

* é associativa

Semigrupo

Todo o grupéide (A,*) em que a
operacdo * é associativa.

J1

elemento neutro

Monéide

Todo o semigrupo (A,*) com elemento
neutro

J1

elemento oposto

Grupo

L

Todo o monoide em que todos os
elementos tém oposto (sdo regulares).

a*(b*xc)=(a*b)*c)

Vadju:a*u=u*a=a

Vada' :axa' =d *a=u

\

* é comutativa

a*b=b*c

y

Grupo Comutativo (Abeliano)

Anel

p| Todo o grupo em que * é comutativa.

, ou seja,

Todo o terno (A, *,0) em que, (A,*) é
um grupo comutativo, (A,°) é um
semigrupo, e o é distributiva em relagdo
a *, a esquerda e a direita.

(4,%)

* & associativa.
* é comutativa.
3 neutro.
3 oposto.

Corpo

, 0u seja,

(4.°)

o ¢ associativa.

(a*b)oc=(acc)*(boc)
ao(b*c)=(acb)*(acc)

Il
—

Todo o terno (A,*,°) em que, (A,*) e
(A7 O) sdo grupos comutativos, e o é
distributiva em relacdo a *, a esquerda e
a direita.

(A,%)
* ¢ associativa.
* é comutativa.
3 neutro.
3 oposto.

(4,°)

o é associativa.
o é comutativa.

3 neutro.
3 oposto.

(axb)ec=(acc)*(boc)
ao(bxc)=(acb)*(acc)

Uma estrutura algébrica é um conjunto associado a uma ou mais operagoes sobre o conjunto que
satisfazem certos axiomas. Caso nao exista ambiguidade, pode identificar-se o conjunto com a
estrutura algébrica. Por exemplo, o corpo (R,+,x) refere-se geralmente apenas como o corpo R (o

corpo dos reais). Algumas estruturas algébricas sao definidas com mais de um conjunto, por exemplo,
um espago vectorial tem dois conjuntos, um conjunto de vectores e outro de escalares.

© Prof. José Amaral
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9.11. Espaco Vectorial (ou Espaco Linear).

Diz-se que E é um espago vectorial sobre o corpo K sempre que se tenha um conjunto E de
elementos u,v,...,w e um corpo K de elementos «,3,...,7, e:

a. estiver definida em [E a operacao soma, +, que a u€lE e a velE associa o elemento
u+v e, tal que (E,+) é um grupo comutativo, ou seja, Yu,v,w € E verifica:

al. u+v=v+u (+ é associativa)
a2. (u+v)+w=u+(v+w) (+ é comutativa)
a3. 3;0eE:(u+0)=0+u=u (elemento neutro de +)
ad. Vu3, —ueE:u+(-u)=0 (elemento oposto de +)

m. estiver definida a operacao produto, x, que a €K e a uelE associa o elemento
axu el (ou, simplesmente au ), que verifica:

ml. a(u+v)=av+au (x é distributiva em relagdo a +)

m2. (e + f)u=au+ fu x é distributiva em relagao & adigéo, +)

(
m3. a(fu) = (af)u (x é associativa)
m4. lu=u (

elemento neutro de x )

Os elementos de [E designam-se por vectores, e os elementos de K por escalares.

A operacao binaria + de E? em E designa-se por soma vectorial, e a operagao binaria x de EK
em [E designa-se por produto escalar. Saliente-se que um espaco vectorial é fechado relativamente
a soma vectorial e ao produto escalar.

Exemplo 14.

Sao exemplos de espagos vectoriais, ou seja, pode demonstrar-se que verificam cada
um dos acima enunciados 8 axiomas, os seguintes conjuntos, com definicao habitual
de soma entre os seus elementos, e de produto dos seus elementos por um escalar:

e O conjunto R", como temos vindo a considerar até aqui.

e O conjunto dos segmento orientados, que apropriadamente designdmos por
vectores.

e O conjunto C".

e O conjunto das fungdes de varidvel real num intervalo I c R (com as
definicoes habituais de adicao de funcoes e de multiplicagao de uma fun¢ao por uma

constante (f + g)(z) = f(z) + g(z) e (af)(z) = af(z)). Sendo o vector nulo a func¢ao
flx)=0,Vz e R.

E importante pensar em cada uma das fungoes como um vector, ou seja,
simplesmente como um elemento do espaco vectorial. Para apenas duas fungoes

. . )
podemos fazer a analogia com os segmentos orientados em R”.

Sendo um espaco vectorial constituido por funcoes, é designado por espago de
funcoes, F = F(I), e, particularmente, sendo fungées contendo informagao sobre um

determinado fenémeno fisico relevante para a nossa area de aplicacao, espago de
sinais.
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9.12. Subespaco Vectorial. Combinacao Linear. Subespaco

Gerado.

Sendo E um espaco vectorial, qualquer conjunto nao vazio S c [ que seja fechado relativamente a
soma vectorial e ao produto escalar designa-se por subespacgo vectorial de [E.

Saliente-se que o fecho relativamente a soma vectorial e ao produto escalar implica que todos os
subespacos contém o vector nulo.

Dado um conjunto de vectores V :{ul,uz,---,un} cE, e um conjunto de escalares
ky,ky,---,k, € K o vector

n
u=ku +kuy+---+ku, = Zk:iui
i=1

, designa-se por combinagao linear dos vectores de V.

O conjunto de todas as combinacoes lineares de um conjunto de vectores V é um subespaco vectorial
de [, e designa-se por subespacgo gerado por V.

Exemplo 15.

e O conjunto dos polinémios de grau igual ou inferior a n, P, , é um subespaco

vectorial do conjunto de todos os polindmios sem restricao de grau, P, .

e O conjunto dos polinémios sem restricao de grau, P,, dado que todas as
fungoes polinomiais sao diferencidveis, € um subespaco vectorial do conjunto das

fungoes infinitamente diferencidveis C”.

e O conjunto das fun¢oes infinitamente diferencidveis, C*, é um subespaco

vectorial do conjunto de funcoes continuamente diferencidveis até a ordem n, C".

e O conjunto de fungdes continuamente diferencidveis até a ordem n, C", é um

. . ~ . . . ’ 1
subespaco vectorial do conjunto de fungdes com primeira derivada continua, C .

) - . . . 1

e O conjunto de fungoes com primeira derivada continua, C*, dado que todas as
fungoes diferencidveis sao continuas, ¢ um subespaco vectorial do conjunto de fungoes
continuas C.

e O conjunto das fungoes continuas em R, C, é um subespaco vectorial do
conjunto de fungoes definidas para todos os valores reais F(R).

e O conjunto dos inteiros, 7Z, nao é um espaco vectorial, dado que nao é
fechado para a multiplicacao escalar: o produto de qualquer escalar nao inteiro por
um inteiro nao é um inteiro.

Exemplo 16.
¢ O polinémio
p(z) =z + 22°
pode ser descrito como uma combinagao linear dos polinémios py(z) =1, pi(z) ==z,

pa(x) =2, e ps(z) =’
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p(z) = 0py(z) + 1py (x) + 0py () + 2p3(2)
ou, simplesmente

plz)=[0 1 0 2]

e O espago dos polinémios de grau 3, B, é gerado pelo conjunto de vectores
P= {l,x,xz,x?’} , dado que, por definicao, B, é o conjunto de polinémios da forma

p(x) = a+ bz + cx’ +d:c3, ou seja, o conjunto de todas as possiveis combinacoes

lineares dos vectores do conjunto P .

o Qualquer sinal discreto de duracao limitada, N , pode ser expresso como uma,
combinacao linear finita do sinal impulso unitario

x[n}:]]jz:::aits[n—k}

Na seccao 9.9 foram dados varios exemplos de sinais discretos de duragao N = 21
10

z[n]= Z a; 6[n — k]
k=—10
Todos eles podem ser interpretados como vectores pertencentes ao subespago dos
sinais discretos de duracao N =21, gerado pelo conjunto de vectores

]D):{6[71+10},6[n+9},---,5[71},---,5[71—9},6[71—10}}.

Exemplo 17.

. . 1. .. iwnt
O sinal cos(wyt) pode ser expresso como uma combinagao linear dos sinais e’ e

e Jwot
cos(wgt) = 0.5e70" 4 0.5¢ 70t

O sinal cos(wyt) pode ser interpretado como um vector pertencente ao subespago das

. ) ., jwt — jwot
fungoes continuas (complexas de varidvel real) gerado pelos vectores e’ e e 70"

nesse subespaco, pode ser descrito apenas pelas suas coordenadas

cos(wyt) =[0.5,0.5]

¢,

Também o sinal sen(w,t) pode ser expresso como uma combinagao linear dos sinais

jwot —jwgt
el e g0

sen(wyt) = —0.57 €0 + (.55 ¢ 0!

=[-0.55 0.5;]

Note que agora o espaco vectorial é necessariamente definido sobre o corpo dos
complexos e nao sobre o corpo dos reais.
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9.13. Independéncia Linear.

O conjunto de vectores V = {ul,u2,~--,un} c E, diz-se linearmente independente se a equacao
ku; + kuy +---+k,u, =0
s6 possui a solucao trivial
b=k ==k, =0

, ou seja, nenhum dos vectores pode ser expresso como combinacao linear dos restantes. Caso
contrario, isto é, se a equacdo possui solucao nao trivial, dizemos que os vectores de V sao
linearmente dependentes.

Exemplo 18.

e O conjunto de vectores V = {3x2,1 -+ 2x2,2 -2z + xz} c B ¢ linearmente

dependente, dado que
3z =201 -z + 22%) - (2 -2z + 2?%)
e O conjunto de vectores V = {sen2 (z),cos’ (x),cos(?x)} ¢ linearmente
dependente, dado que
cos(2x) = cos®(x) — sen?(z)

e O conjunto de vectores P = {1,x,x2,x3} é linearmente independente.

Nenhum dos seus vectores pode ser expresso como combinacao linear dos outros.

Exemplo 19.

O conjunto de vectores P = {1 +x,T+ xz,l + xz} é linearmente independente. Para
que a combinacao linear dos 3 vectores se anule
k(1 +z)+ ky(z + 2°) + ky(1+2%) = 0
deverd ser
ky + ke + bz + kyz? + by + kg =0
(ky + hy) + (ki + )+ (y + g )a® = 0
, 0 que implica
k}l + k‘3 = 0
, ou seja, na forma matricial,
1] K 0
O||k |=1]0
1] ks 0

S = =
—_ = O

, pelo que, sendo
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- O O

10 10 10 0
1 1T 0 0|~|0 1 0
01 10 0 0 0

, 0 sistema sé possui a solucao trivial, k =k, =k; =0, pelo que os vectores

2 2

l+x, z+x°,e 1+x°, sao linearmente independentes.

Exemplo 20.

Nao existe nenhum método geral para demonstrar que um conjunto de n
vectores do espaco de funcgoes € linearmente independente. No caso dos n

-1 . N .
vectores pertencerem a C" ", a independéncia linear pode ser demonstrada
verificando que o determinante

A"V@) V@) - 10 V@)

, designado por Wronskiano dos n vectores, é nao nulo pelo menos para um
valor de z e R.

e Para o conjunto de vectores P = {1 +T,x+ x2,1 + xz} , temos

2 2

l+x x+z2° 1+z
det| 1 142z 22 |=(1+2)2+4z—4z)— (22 + 22> —2 - 22?)
0 2 2
=2+2x—-2x+2
=4
O determinante nunca é nulo (bastaria que nao fosse nulo para apenas um valor
de ), pelo que os vectores sao linearmente independentes.

e Para o conjunto de vectores V = {3x2,1 -+ 2x2,2 —2x + xz} , temos

322 1-2+22° 2-22+2°

det| 6z -1+4zx 2+2x =0

6 4 2
>> syms x

>> A=[3*x"2 1-x+2*x"2 2-2*x+x"2;6*x -1+4*x -2+2*x;6 4 2];

>> det(A)

ans =
0

Nao existe um tunico valor de x para o qual o determinante nao se anule, ou seja
o determinante € identicamente nulo. Os vectores sao linearmente dependentes.
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9.14. Base e Dimensao.

Sendo W um subespaco de [E, dizemos que o conjunto de vectores U = {ul,u2,~--,uk} c W é uma

base de W se é um conjunto de geradores de W e € linearmente independente.

Sendo W um subespaco de E, e U = {ul,uz,---,uk} c W uma base de W, todas as bases de W

tém o mesmo ntimero k de elementos, chamada a dimensao de W, dim(W).

Qualquer conjunto de k vectores linearmente independentes pertencentes a W é uma base de W, e
qualquer conjunto de mais de k vectores € linearmente dependente.

Um espaco vectorial pode ter um ntmero infinito de vectores linearmente independentes, como é o
caso da maioria dos espagos de fungoes, dizendo-se entao um espaco de dimensao in finita.

Exemplo 21.

e O conjunto de vectores
P= {1,x,x2,--~,x"}

constitui a base candnica do conjunto dos polinémios de grau n, e € um exemplo de
um espaco de fungoes de dimensao finita. O conjunto dos polinémios de grau n tem

dimensao n + 1. Por exemplo, os vectores 1, x, :c2, e z° constituem uma base dos
polinémios de grau 3, B .

e O espago de fungoes dos polindmios sem restricao de grau, P, , é um espago
de dimensao infinita. O espaco de fungoes continuas tem dimensao infinita. Nao ha
nenhum conjunto finito de vectores que seja base desse espago.

e O conjunto de vectores }P’:{1+$,$+$2,1+$2} sendo, como Vvimos,

linearmente independente, e em niimero igual a dimensao do espago de polinémios de
grau 2, constitui uma base de 7.

Exemplo 22.

e O espaco de sinais discretos, = :7Z — C, tem dimensao infinita. Qualquer
sinal discreto pode ser expresso como uma combinacao linear, infinita, do sinal
impulso unitario

o0

z[n]= Z a; 6[n -k

k=—0

. O espaco de sinais discretos, x:7Z —> C, de duracao limitada,
n e [0,---,]\7 — 1}, tem dimensao finita N . O conjunto de vectores

U ={6[n:|,6[n—1],---,6[n—N+1:|}

constitui uma base de sinais discretos de duracao limitada N .
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Exercicios.

NUMEROS COMPLEXOS. FUNCOES COMPLEXAS DE VARIAVEL REAL.

/'3 1. Calcular

b

/ etdt

a

Tendo em atencéo que e’ = cos(t) + jsen(t) , temos

7ejtdt = 7(COS(t) + 7sen(t))dt = 7(C0$(t)dt + j7 sen(t)dt

= [sen(t) - jcos(t)}z =[—j(cos(t) + j sen(t))}z

, ou seja, no calculo das primitivas das fungoes complexas de varidvel real podemos considerar j
como uma constante, e proceder identicamente as primitivas de funcoes reais de variavel real. Sendo

conhecida a primitiva de f(z) = e’ podemos fazer de imediato

b b
/ejtdt = {1 ejt}
| J

a

el —e
J
2. Calcular
T2 +2_
/0 W 25e?”do
Temos
T2 12, T
/0 72]6 do —/0 j(2e” +2)db
_ 01T . T
_2|:e] :|0 +2j|:0:|0
=2(1)+2(0)+ j2(m)+0
=—4+ 527w
3. Calcular

25e%do

/ﬂ (2+25)+ 2" +2
0 (2+25)+ 2%
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s ) 70 . s . ™ .30
/ (2+2§) 27 42 5 1 4p = [" 2jede vafT 2 ap
0 (2+25)+2¢’ 0 0 2+25+ 2’

:[zeﬂz +2[In(2+2;+ 261'9)]2

=(=2) = (2) + 2In(2j) - 2In(4 + 2j)
= —4+21n(2j) - 2In(4 + 27)

4. Calcular as raizes do polinémio

fz) =22 +1
Temos
Z+1=0
22 =-1
z=13

5. Calcular as raizes do polinémio

flz)=2" -1

Tendo em atencio que z/" = pl/"ej(0+2k7r)/", temos

2-1=0
22 =1
1 . 1 j0+2k7r jkz
Z:(1)8:(€JO)8:€ 8 =¢e 4

com k=0,1,---,7. Ou seja,

25 -1 :(z4—1)(2—1)(z+j)(z—j)(z—\/25(1 +j)}
[z_fa —j)j[z—f<—l +j)j z—f(—l —j)j

ESPACO DE FUNCOES. INDEPENDENCIA LINEAR.

6. Verificar se p(z) = 322 pertence ao subespaco de P, gerado pelos polinémios g(x)=1-z + 2% e

r(z) =2- 2z +2°.

Trata-se de verificar se o vector p(z) pertence ao espago gerado pelos vectores ¢(z) e r(x), ou seja,

verificar se existem escalares k; e k, tais que p(z) = kjq(z) + kyr(z) . Temos entao
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p(z) = kiq(x) + kyr(z)
327 = k(1 -z + 22%) + ey (2 — 22 + %)
=k — kyz + 2k z? + 2k, — 2k, + ey
= (ky + 2ky) + (ki = 2k + (2K + hy)a?

, 0 que implica

0= (k +2k,)
0=k -2k,
3= 9%k +k

, ou seja, na forma matricial

O sistema é possivel e determinado

1 20 10 2
-1 -2 0(~|0 1 -1
2 13 00 O

, sendo, portanto, k; =2 e k, = —1. Ou seja, p(x) = 2¢(z) - 1r(x).

. 2 - 9. .
/. Verificar se os vectores 1, €7, e €2 sdo linearmente independentes.
Recorrendo ao Wronskiano dos vectores, temos

1 & ¥

det| 0 €% 2e%* | = 4e% — 23 = 2e%

0 & 4

Dado que o determinante nao é nulo para todo o x , os vectores sao linearmente independentes.

MUDANCA DE BASE NO ESPACO DE FUNCOES.

8. Escrever o vector 1+ 2z — z° na base P = {1 +T,x+ x2,1 + xz}.

Temos
kl(l+x)+k2(x+x2)+k3(1+x2):1+2x—x2
by + bz + kyx + kyx? + ks + kgz? =14 2z — 2
(ky + k) + (B + ky)x + (ky + kg )a® =1+ 22 — 2°

, 0 que implica
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, ou seja, na forma matricial,

e, dado que

temos

0 1]k 1

1 0|k |=| 2

11| k| |-
17 [1 00 2

ALGEBRA -

142z —22 =201+ z)+ 0(z + %) = 1(1 + 2°)

TURMA LR11D

9. A semelhanca de R" podemos analisar o problema anterior recorrendo ao conceito de matriz de

mudanca de base.

2

Considerando a base canénica de B, B = { 1,$,$2} , podemos escrever o vector p(z) =1+ 2z —z° na

forma [1,2,—1} 5+ Ou seja, explicitando apenas as coordenadas do vector na base candnica. Por outro

lado, dado que conhecemos as coordenadas dos vectores da base P = {1 +z,7+ xz,l + xz} na base

canodnica, P = {[1,1,0}3 ,[0,1,1}8 ,[1,0,1}8} , a escrita da matriz de mudanca da base P para a base

B, Mpg, ¢ imediata, dado ser a matriz cujas colunas correspondem as coordenadas dos vectores p;

na base B

Resulta entao

10 1
110
01 1
:MBP[p(x)}B
_M%%[p(x)][g
1o 17"
=11 1 0} 2
01 1| |-
11 -1 1
a2
2
1 -1 1|1
p
=10
1

, tal como, naturalmente, tinhamos calculado no exemplo anterior.
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