e Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de modo
algum a leitura atenta da bibliografia
principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

y 4 problemas apresentados na bibliografia,
sem consulta prévia das solugdes
propostas, analise comparativa entre as
suas resposta e a respostas propostas, e

posterior exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.
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10.1. Produto Interno. Norma. Distancia.

Define-se o produto interno num espacgo vectorial | cobre um corpo K, como qualquer aplicacao

(-): E? > C que verifica os seguintes axiomas
Luv=(v-u)
22u-(v+w)=u-v+u-w
3. au-v)=(au)-v=u-(av)
4. u-uz0eu-u=0sseu=0

Um espaco vectorial em que estd definido um produto interno é designado por espago com
produto interno.

Define-se a norma num espaco vectorial E cobre um corpo K, como qualquer aplicacao
H H :[E —> R que verifica os seguintes axiomas

1 ful>0
2. Ju[=0 sse u=0
3. Jou] = o Jul

4. Ju+ v <fu]+|v

Embora as definigoes sejam independentes, para todo o espago vectorial E em que se defina um
produto interno, fica definida a aplicacdo E — R

uf=Vu-u

que, por verificar os 4 axiomas da norma, constitui uma norma no espaco .

Sendo [E um espaco vectorial em que estd definido um produto interno, definimos a distancia entre
dois vectores u,v € [E como a norma do vector entre eles

dist(u,v) = ju—-v|

Exemplo 1.

p(z) =ay +az+---+a,z" e

e Dados dois vectores de P n

s
po(x) =by + bz +---+ b,z , podemos demonstrar que
PPy = Ggby + ayby + -+ a,b,

define um produto interno em P, , isto é, tal como definida, a operacao verifica os
quatro axiomas do produto interno.
Por exemplo, sendo p;(z)=1+z + 2% e py(z)=1+2x— 2%, temos

PPy =1x1+1x1+2x(-1)=0
Resulta ainda que

Ipy|= o1 -pr =IxT+Ix1+2x2 =6
Hp2H:\/p2'p2 :\/1><1+1><]—1><(—1):\/§

dist(p;, py) = le —p2H = Hl +z+ 227 —-(1+=z —xz)H

= HxZH = \/x2 o Jix1l =1

© Prof. José Amaral ALGA M10 - 2 08-01-2008
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e Sendo f(z) e g(x) dois vectores do espago das fungoes continuas num

(
intervalo [a, b] , Cla,b], podemos demonstrar que

b
f-9= [ @) (@)a
define um produto interno no espaco C[a,b], bem como em qualquer dos seus

subespacos, C" [a,b], P, [a,b] etc.
Consideremos de novo os vectores de B, py(z)=1+xz+2z> e py(z)=1+z-2°, 0

seu produto em C[-1,1], tal como acima definido é

1
pl-pgz/ (+z+22°)(1+z—2°)dx

-1
1

=/ A+z+2> +z+2% +22° -2 —2° — 22" )dz
-1
1

=/ (1 +2z +2z* + 2° - 22")dz
-1

1
= {x+x2 +gx3 +1x4 —2355}
3 4 5 4
_ 38

15

Temos assim dois exemplos de diferentes produtos internos definidos sobre o mesmo
espaco, ou seja, 0 mesmo espaco com uma métrica diferente: cada um dos produtos
internos tem associado uma norma, e deles resultam diferentes nocoes de
ortogonalidade e distancia entre os elementos do espaco vectorial.

Exemplo 2.

Sao exemplos de normas num espaco vectorial:

e A norma euclidiana em R", tal como foi definida nos médulos anteriores
v = Z ui =Vu

2 3 . . ~ A -
, que em R, R, e R® associamos & nocao de distancia, nocao esta que podemos

generalizar a outros espacos (ja o fizemos em R™).

e A norma euclidiana em C"
u| = Z\u =(u

e A norma-p em R" ou C"

n
tul, =) "
1=1

A norma euclidiana é um caso particular da norma—p , para p = 2, podendo

escrever-se HuHQ, norma—2.

© Prof. José Amaral ALGA M10 - 3 08-01-2008
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Exemplo 3: Energia e Poténcia Média de um Sinal Continuo.

e Dado um sinal continuo z(t), define-se a energia do sinal, E, como

E-= /jo () dt

e Dado um sinal continuo xz(t), periédico, de periodo Ty, isto é, um sinal
tal que z(t)=xz(t+1T1)),Vte R em que 7, é uma constante positiva,
define-se a poténcia média do sinal, P, como

P=t [ ) at
Ty /-T2

Dizemos que um sinal é um sinal de energia se a sua energia for finita nao nula,
0 < F < ». Resulta das defini¢oes anteriores que um sinal de energia tem poténcia
média nula.

Dizemos que um sinal é um sinal de poténcia se a sua poténcia for finita nao
nula, 0 < P <o, Resulta das definicbes anteriores que um sinal de poténcia tem
energia infinita.

Exemplo 4: Energia e Poténcia Média de um Sinal Discreto.

e Dado um sinal discreto x[n}, define-se a energia do sinal, F, como

E=Y [a[n]’

n=-—0

e Dado um sinal discreto x[n}, periddico, de periodo N, isto é, um sinal
tal que x[n} = x[n + N } ,Vn €7 em que N é um inteiro positivo, define-

se a poténcia média do sinal, P, como

1 N-1
P =N7;)x|:n:|2

Exemplo 5: Produto interno em £(R)

Define-se o produto interno entre dois sinais continuos, z;(t) e z,(t), num
intervalo [tl, t2:|7 ou seja, o produto interno entre dois vectores do espago, C(I),

num intervalo I = [tl, t2:| c R, como

ty "
T Ty = /t xl(t)xQ (t)dt
1

, sendo a norma associada

ol = e = (/ et dtjl/ :

Em particular para o espaco das fungoes quadraticamente integraveis, EQ(R), ou seja,

para os sinais continuos de energia, o produto interno assim definido corresponde &
energia do sinal

T T = Htz = /: x(t)z" (t)dt = /oo ‘x(t)‘z dt=FE

—00

© Prof. José Amaral ALGA M10 - 4 08-01-2008
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Exemplo 6: Produto interno em I°(R)

Define-se 0 produto interno entre dois sinais discretos, z;[n] e x5[n], num

intervalo [ny, ny], como
Xy Ty = ZZ? ol [n]x; [n:|

1/2

, sendo a norma associada
Ty
e =Nz =| 3 e[
n=mn

Em particular para o espago das funcoes de varidvel inteira quadraticamente
somaveis, ZZ(IR), ou seja, para os sinais discretos de energia, o produto interno assim
definido corresponde a energia do sinal

eoz=laf= Y alnle’[n]= Y o[n]’ = B

n=—00 n=—w0

© Prof. José Amaral ALGA M10 -5 08-01-2008
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10.2. Angulo. Vectores Ortogonais. Base Ortogonal. Base

Ortonormada.

Define-se o angulo entre dois vectores, u e v dum espaco vectorial [, em que esta definido um

produto interno como
0 = arccos [qu
v

Se o produto interno entre os dois vectores for nulo,
u-v=20
, 0s vectores dizem-se vectores ortogonais.
Sendo S = {u1 JUy, e, un} uma, base dum subespaco W dum espaco vectorial E, em que estd

definido um produto interno, dizemos que S é uma base ortogonal se u;-u; =0 para ¢ # j, ou

seja, se os vectores da base sao ortogonais. Dizemos que S é uma base ortonormada se, para além
de ser uma base ortogonal, Hqu =1 parat=1,---,n.

Exemplo 7
O conjunto de vectores B = {p1 (z) =1, py(x) =z, p3(z) = xz} constitui uma base
de B. Relativamente ao produto interno em C|[-1,1]

frg= [ f@g @)

B nao é uma base ortogonal, dado que p; e p, sao ortogonais

1
1 2
D1 P2 :/_1(1X$)dx:{x} ! =0

, tal como p, e ps3
1 ) 2t !
p2'p3:/ (@xz)de=|—| =0
-1 4 -1
,mas p; e p; nao sao ortogonais

1
_ ! o, |2 2
V41 p3—/_1(1><50)d30— 3 _1—3

Exemplo 8: Espaco de sinais.

Um conjunto de m sinais continuos {y,(t)}, com k=1,2,...,m, ortogonais num
intervalo [tl, tﬂ , constitui uma base ortogonal de sinais, sendo que qualquer sinal
continuo z(t) que exista nesse espaco, pode ser representado como uma

combinagao linear dos vectores que definem a base, ou seja, dos sinais y,(t), ditos
stnais de base

m
2(t) = ayi(t)
O mesmo se pode dizer para um conjunto de m sinais discretos {yk [n}}, com
k=1,2,...,m, ortogonais num intervalo [nl, nz}. Estes sinais constituem uma base

dum espaco de sinais discretos, sendo que qualquer sinal discreto x[n} que exista

© Prof. José Amaral ALGA M10 - 6 08-01-2008
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nesse espaco pode ser representado como uma combinacgao linear dos vectores que

definem a base,
z[n]= kazl%yk [n]

Exemplo 9: Ortogonalidade no espaco de sinais.

Dois sinais continuos, z;(t) e zy(t), dizem-se sinais ortogonais ,

num intervalo [tl, tz} , se 0 seu produto interno for nulo

/ ;2 2y (D) (t)dt = 0

1
Observe a figura M10.1. A 4&drea sob a curva do sinal
x(t) = cos(t)sen(t) acima e abaixo do eixo das abcissas é

igual, ou seja, o produto interno entre os sinais,
;(t) = cos(t) e z,(t) = sen(t), no intervalo [, 7], dado por

/:r cos(t)sen(t)dt

| , é nulo, pelo que os sinais sao ortogonais no intervalo

[, 7].

I R
|
|
|
|
|
|
Loy
|
|
|
|

g o
Figura M10.1

cos(t)
i T T T T
| | | | |

Observe a figura M10.2. A &drea sob a curva do sinal

I

I
05—~ -~ -~ A" """ T~

-

I
N R G SN R I N j x(t) = cos(t) cos(2t) acima e abaixo do eixo das abcissas é
oS- A~ 4L _L___N___. ‘igual, ou seja, o produto interno entre os sinais,
15 5 - L y L S x(t) =cos(t) e zy(t) =cos(2t), no intervalo [—71’, ﬂ, dado

cos(2t)

por

/7r cos(t) cos(2t)dt

, € nulo, pelo que os sinais sao ortogonais no intervalo

[, 7).

[ R e e N Bt N B e e
| | | | |
O5H— A —— b ——dm—— =k — === — = — = =\C
| | | | | | |

4 I I I I I
-3 2 -1 0 1 2 3

Figura M10.2 Dois sinais discretos, z; [n] e I [n], dizem-se sinais

ortogonais, num intervalo [n], nQ}, se o seu produto interno

for nulo

>y [n]a5 [n] =0

© Prof. José Amaral ALGA M10 -7 08-01-2008
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10.3. Projeccao Ortogonal.

Sendo u e v, nao nulo, dois vectores dum espacgo vectorial [E em que estd definido um produto
interno, podemos sempre decompor o vector u na soma de dois vectores, u; e u,,

u=u1+u2

, tendo u; a direccao de v e sendo u, ortogonal a v. O vector u; é chamado projeccao
ortogonal de u sobre v, proj, u, sendo

. u-v u-v
Proj, U =u; = -~V =
v VoV
, € sendo a componente ortogonal
u-v
perp,u=uy =u—-Uu; =u—-——V
V-V

Exemplo 10

Consideremos os vectores fj(z) =1-z° e f(z) = cos (721' xj no espago das fungoes

continuas no intervalo [—1, 1], C[—l, 1], com o produto

- ! ‘ ‘ interno

- [ 1@)g (@)
frg=] [f@)g (x)dz
A projeccao ortogonal de f, sobre f; é

h-h

proig & = L

| /_11 Cos (g m)(l —2%)dzx )

i [ -2 -2 e
5 05 0 05 i -1

Figura M10.3 = 3%] (1-2%)

, sendo a componen:e ortogonal
perp; fo = f, —proj; f, = cos(;rx) - 7?:_(3](1 — %)
Poderiamos verificar que
/_ll(projf1 h)(perpy fo)dz = /jlig(] - xz)(cos (;xj - ig(l - x2)j dz =0

A figura M10.3 mostra os vectores f,(x) = cos [gx) e proj; f, = ig(l —z?)

© Prof. José Amaral ALGA M10 - 8 08-01-2008
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10.4. Melhor Aproximacao. Projeccao num Subespaco. Minimo

Erro Quadratico.

Sendo W um subespaco dum espaco vectorial [, em que estd definido um produto interno, o vector

ue £, e os vectores u;,u,,---,u, uma base ortogonal do subespaco W, designamos por melhor

n
aproximagao de u em W o vector ue W tal que a distancia de u a u é menor do que a

distancia de u a qualquer outro vector de W,
Hu —ﬁH < Hu —VH VveW

, correspondendo U1 & projecgao ortogonal do vector u no subespago W, que se define como

n

U = projyy u = zn:projui u= Zn: u .‘ui' u; = Z k;u,

i=1 i—1 Wi Y i=1

O vector e = u — u designa-se por vector de erro, e pertence ao complemento ortogonal do subespaco

W, WL, sendo a sua norma, HeH = Hu — ﬁH , designada por minimo erro quadratico. Se a base do

subespaco for ortonormada, dado que u;-u; = HuZH2 =1, resulta que os coeficientes da projeccao

ortogonal sao dados apenas por

Exemplo 11.

A projecgao ortogonal de f(z)=e" no subespago vectorial, W =R [-1,1], dos

polinémios do 1° grau no intervalo [-1,1], com o produto interno

fra=[ Sy @

, tendo em atencao que B = {1,:0} constitui uma base ortogonal de W, é dada

por
J =projw f
/1 rg /1 Td
e‘dzx e zdzx
:fp1p1+fp2p2: —1] +—]1 z
P11 D Py - P2 / dr / 22dx
-1 -1
1 21
[exll [(—] +x)e ]_1 e—e !l 927!
= + : T=—p + 53 "
S5 /
31
e—e!
= +3¢
2

~1.18+1.10z

A fungao f(x)=e" nao pode ser representada exactamente por um polinémio do
1° grau. A funcao fz 1.18 + 1.10z corresponde, de todos os polinémios do 1°

grau, f =0b+ax, aquele cuja distdncia a f(z)=e" é menor do que a distancia de

qualquer outro polinémio do 1° grau a f(z)=¢€".

© Prof. José Amaral ALGA M10 -9 08-01-2008
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Uma distancia estd associada a uma norma,
dist(f,f) =|f - f

, € uma norma estd associada a um produto interno,
r-f=u-n--pr
Ao considerarmos o produto interno num dominio de continuidade [a,b]
b
f-9= [ @) (@)da
, a minimizacao da distancia entre f e f

min|f — f| = minJ(f = ) (f - )’
“min (7= P - P

2
dz

= min| " )

a

, corresponde a minimizacao da funcgao
b
/a ‘(e(az)‘z dz

, com e(z)= f(x)- f(:c), ou seja, corresponde & minimizacao do somatdrio do

quadrado do erro cometido ponto a ponto para todos os valores de z € [a,b].

Adoptemos um outro ponto de vista. Sendo f(z)=e", e o modelo que

consideramos ser adequado um polinémio do 1° grau f(z)="b+ azx, a diferenca
ponto a ponto entre as duas fungoes, ou seja, o erro cometido, é

e(z) = f(z) - f(x)
=e" —(b-ax)

, pelo que a minimizagao do erro quadrdtico no intervalo [—1,1], resulta

min(E) = min /jl (6" — (b —azx))dx

= min (2()2 + (27 —2e)b + %az —4aet + %( 2 6_2))

Derivando a expressao em ordem aos parametros a e b e igualando a zero temos

OF —4 _1+£a:0:>a:3el
da 3

-1
O 9t i gh—9e—0=b=C"F
ob

, ou seja, as solucoes encontradas anteriormente através da projeccao ortogonal.

Determinar a projeccio ortogonal sobre um espago de fungoes F|a,b] com

b
produto interno f-g:/ f(x)g"(z)dx , corresponde a calcular a solucio de
a

minimo erro quadrdtico.
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Exemplo 12.

Figura M10.7

E possivel demonstrar que os sinais sen(nwt) e sen(mwt),
com n e m inteiros, e diferentes entre si, sao ortogonais

em qualquer intervalo [tl, t + 27r/w}. Assim sendo, e
considerando w=1 e t =0, os conjunto de sinais
S = { sen(kt) } , com ke Z, constitui uma base ortogonal

de sinais no intervalo [O, 277]8 .
Considerando, por exemplo, o sinal z(t) que se mostra na
figura M10.4, e m =7, podemos representar xz(t) no

intervalo [0, 2] a menos de um sinal de erro, z,(t),

2(t) =Y, a sen(kt) + z,(t)
A figura M10.5 mostra o sinal
Z(t) = 22:1 a;, sen(kt)
, correspondente & projeccao ortogonal do sinal z(t) no
espaco gerado por S, e a figura M10.6 mostra o sinal
z,(t) = z(t) — z(t), pertencente ao complemento ortogonal

do espaco gerado por S.
Note que na expressao dos coeficientes
t .
x(t t)dt
N A OO
ak = =

. 't *
R A GG
1

o numerador corresponde ao produto interno entre o
sinal a representar e os sinais que definem o espaco de
representacao, ditos sinais base, sendo portanto uma
medida de semelhanca do sinal com cada um dos sinais
base. O denominador corresponde & energia de cada um
dos sinais base no intervalo considerado, tendo apenas a
funcao de normalizar os valores dos coeficientes. Se os
sinais base tiverem norma unitdria, ou seja, se forem
versores do espago que definem, o denominador tem valor
1, nao influenciando o valor do coeficiente.

De modo a que a energia do sinal de erro no intervalo
[O, 271'}, ou, o que € proporcional, o erro quadratico
- 1 LU . p
médio C:—/ x.(t)dt seja o menor possivel, os
2w Jo
coeficientes @, devem ser convenientemente calculados,

sendo para este exemplo q, = kl(l —cos(km)).
T
A figura M10.7 mostra a evolucao dos coeficientes para

sucessivos valores de k, no caso para os primeiros 20
coeficientes.

© Prof. José Amaral
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A figura M10.8 mostra a evolucao do erro quadratico
médio a medida que se vao somando as sucessivas
componentes de z(t).

A figura M10.9 mostra a aproximagao z(t) conseguida se
utilizassemos 100 coeficientes.

O erro quadratico médio da representacao num intervalo
[tl, t2:| de um sinal continuo z(t), num espaco de sinais

{yk(t)}7 é dado por
o= [0 @

-4/t

) ty ]—h / ) [m(t) _Zz—lakyk(t):r dt

3}

t.
- /ng(t)dt

O erro quadratico médio da representacao num intervalo
[nl, nQ} de um sinal discreto x[n}, num espaco de sinais

{yk [n } , ¢ dado por

S M Iy Al

ng — My
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10.5. Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

A ortogonalizacao de Gram-Schmidt é uma sequéncia de procedimentos que, a partir de uma
qualquer base de um subespaco W dum espago vectorial [, em que estd definido um produto

interno, permite obter uma base ortonormada para esse subespaco. Seja U = {u],uz,---,un} uma
base do subespaco W , e fagcamos:

1. V1=u1
2. Para k=2 até n

k-1

i=1 Vi Vi
V.
3.q;, =+
Cvil

O conjunto de vectores Q = {ql, Ay, qn} é uma base ortonormada, do subespaco W .

Exemplo 13.
Consideremos a base canénica de B, B = {p] () =1,py(z) =z, p3(x) = xQ} e o
produto interno em C[-1,1]

frg= [ f@g @)

Como vimos, os vectores de B nao sao ortogonais. Aplicando a ortogonalizacao
de Gram-Schmidt ao vectores de B podemos construir uma base ortogonal para
R . Temos entao

Lr=p=1
xdx
. 0
2. r2:p2—7p2 rlrlzx—i_]l =rx——==x
n-n dz

-1
-’r‘ .’r‘
Ps3 27,_173 1741
T n-n

1 3, 1 2,
) /_1xx /:cx 2_0x_2/73

T3 =P3—

-1
=z ——3 T - =z -—
/xQd:c dz 2/3 2
-1 -1
3

. . 1 -
Assim, o conjunto U = {1,:0,:02 —3} constitui uma base ortogonal de B, [-1,1]

relativamente ao produto interno

fra=[ Sy @
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Exercicios.

PRODUTO INTERNO NO ESPACO DE FUNGOES.

1. O sinal z,(t) = ™", com k inteiro, é um sinal periédico de periodo Ty = 2m/w, . Em

qualquer intervalo correspondente a um periodo [tl, 4+ To} , anorma de x,(t) é

oz = [ et dtjm

b

1/2
t+Ty . .
/ e]kwote jkwotdtj

|

Temos assim que o sinal

ozt ket |Wo o ket
e.(t) = =—e€ 0" = | Y e 0
A Ty R A

¢ um vector de norma unitéria no espago C |:t1, 4+ TO}

2. Para verificar se f(z) = sen(2z) pertence ao espaco gerado por f(z) =sen(z) e f(x) = cos(z),
basta verificar que sen(2x) é ortogonal a sen(z) e a cos(z), o que nos permite concluir que

sen(2x) nao pertence ao espaco gerado por sen(z) e cos(z).
Atendendo a que sen(2z) = 2sen(z)cos(x) , temos
2m 27
/0 sen(2x)sen(z)dx = . 2sen(z) cos(x)sen(x)dx
2m
=2 2 d
/0 sen”(x) cos(x)dx
=2 [] sen® (:c)}
3

=0

2

0
2m 27
/0 sen(2x) cos(z)dx = . 2sen(z) cos(x) cos(z)dx
2w
=2 *(z)d
/0 sen(x) cos” (x)dx

9 {—;cosg(:c)}

=0

2m

0
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Alids, e em geral, podemos demonstrar que, com m # n, as fungbes sen(mz), sen(nzx), cos(mz) e

cos(nzx) sao ortogonais.

3. Calcular a energia do sinal continuo definido por

Sendo a energia de um sinal continuo z(t) definida por
® 2
E:x-ac:/ (t)]” dt

, temos em particular

4
E=[ t'dt
4

0
5

o~

4. Calcular a poténcia do sinal continuo definido por

x(t) = 4 cos(107t)

Sendo a poténcia de um sinal continuo periédico z(t) definida por

1 T2 2
P = %/To/ﬂ(t) dt

, temos em particular

w0t=107rt:>§—7rt:107rt:>7“0:%
0

,e
1/10
P=5 42 cos®(107t) dt
-1/10
1/10
=42 (1 cos(107t) sin(107t) + E)tJ
dm ~1/10

2
2

2
Em geral, a poténcia do sinal z(t) = A cos(wyt) € igual a Tl
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5. Calcular a energia do sinal discreto x [n] definido por

s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 n<—4
Jol ] e[n]=in+2  —a<n<3
of g o 0 ne3
2r--—- [y i G R [ . . . ..
Lo 1?} 77777777 ] Sendo a energia de um sinal discreto z[n] definida por
mr—o——‘—— —0‘———— - —o—‘+—0—4i 2 2
_1il ,,,,, E= 3 |o[n]

1 1 1 : ==
YT T , temos em particular
) R A A R E=(-2+ (12 + 1) + (27 +(3)* + (4)* = 35
4 - — - e
%8 " 2 o 2 . 6

6. Calcular a poténcia dos sinais discretos x; [n] e Ty [n] definidos por
x, [n} = cos{ nw}
3
061

{ { 2 [n] = co{ nﬂ

0.8-

0.2+

0
ool | Sendo a poténcia de um sinal discreto peridédico =z [n]
04t definida por
06} d 1 N-—
08} b ﬁ Z ‘ ‘

1 L L L L =

’ 1 ? ) ° ° , temos em particular

2
Qon—znzln—znzl\f 6
3 N 3

P =— 25: cos” { nﬂ-:| = é(a)? +(0.5)% + (=0.5)* + (=1)? + (<0.5)* + (0.5)2> =05

Para o segundo sinal temos N =10, pelo que

08 1 cos 0.5
| = 10Z { }

0.6+

0.4

1] ] I
o] J

041

0.6F

-0.81
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MINIMO ERRO QUADRATICO.

/. Calcular a projeccio ortogonal de f(x)=¢€" mno subespago vectorial, W =R[-1,1], dos

polinémios do 2° grau no intervalo [—1,1], com o produto interno

frg= [ f@g @)

(ou seja, calcular os parametros do polinémio do 2° grau que, no
intervalo [~1,1], melhor se adapta & fungdo f(z)=¢e” no sentido da

minimizagao do erro quadratico)

-1 -U.‘E él UiS 1
1 o
Figura M9.10 Dado que B = {1,:0,:02 —3} constitui uma base ortogonal de W,

temos

. [p [p [p
projw f = 1 P+ 2 Dy + 3
P1- P P2 - Do P3 - DP3

1

/1] e‘dx /j] e‘zdx /_1 e’ (z? — %)dx 1

=3 + ) T+
/qu /qxdac

P3

1
i [1ex(5—6x + 3302)}
x+ 3 L (22 -2
! 3
[]x—2x3 +1x5}

97 97 57 |,

-1 -1 ]
_e—e! 2t 13/3(2e - e )@ 1
2 23 8/45 3
-1 _ -l
3(11e™" —e) 3y 15(e 476 )xg

~1.00 + 1.10z + 0.542>
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8. Consideremos o sinal

15 “<t<7‘r
. T T T T T T T T (t)
—] 7(£t<27l

, conforme representado na figura M10.11.
o5 - ——— - -2 -4 11

o0 Vamos calcular a projeccao ortogonal do sinal z(t) no espago

gerado pelo sinal y(t) = sen(t) no intervalo [O, 271'}. Ou seja,

o8- vamos determinar a na relagao z(t) = ay(t) + z.(t) de modo a

--{ minimizar o erro quadratico no intervalo [0, 277} .

Temos entao

05 - ——— /- - - -1 -

051 - —

. /7r sen(t)dt — /27r sen(t)dt

™

T

Figura M10.12 -

pelo que

() = %sen(t)

no intervalo [0,27]. A figura M4.12 mostra o gréfico do sinal z(t) e da aproximagdo #(t) no

intervalo [0, 277} .

Podemos tracar o grafico da evolucao do erro quadratico médio em funcdao do coeficiente de
semelhanca a. Sendo o erro quadratico médio dado genericamente por

t
c-_1 /xf(t)dt

Temos para o exemplo em causa

c-, itl /:2 (2(t) - ay(t)2dt

1 2

=/ (z(t) — asen(t))*dt

= 2% {/Qﬂ 22 (t)dt + a® /027r sen?(t)dt — 2a/027r x(t)sen(t)dt}

0
1 2
=— 27 +a 7 —8a)
™
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Figura M10.13

ALGEBRA - TURMA LR11D

A figura M10.13 mostra a evolucao do erro quadratico médio
em funcdo do coeficiente de semelhanca. Observe que a curva
tem um andamento quadratico com um minimo bem definido
correspondente ao coeficiente de semelhanca. Podemos verificar
o valor do minimo do erro quadratico médio

¢ _ d (1 27 + a*m — 8a))

da  da\27
:L<2a7r—8)
2
£20:>2a7r—820:>a:£
da T

0. Aproximar o sinal z(¢t) dado no exemplo anterior pelo sinal

Z(t) = ZZZI a.sen(kt)

, de modo a minimizar o erro quadratico médio no intervalo [0, 277} .

Vamos calcular os coeficientes correspondentes a projeccao ortogonal de z(t) sobre cada um dos

vectores que definem o espaco de representagao. Temos entao

ap =

t %
/| a(tui (bt
1

tQ %
. Yy (t)dt
1

21
/0 2(t) sen (kt)dt

2 9
/0 sen”(kt)dt

T 2T
/0 sen(kt)dt —/7r sen(kt)dt

2T 9
/0 sen” (kt)dt

%[cos(lst)‘iﬂ - cos(kt)‘g}

s

= kl (1 —cos(km))

T
ou seja
0 kpar
a, = 4
—  kimpar
km P
logo
© Prof. José Amaral ALGA M10 - 19 08-01-2008



ESPACO DE SINAIS

ALGEBRA - TURMA LR11D

Z(t) = ZZZI ay, sen(kt)

S R R T E R 4 1 1 1
L AN A AN ] =—|sen(t) + —sen(3t) + —sen(5t) + —sen(7t
s R 2 sente) s sen(at) + Lsen(st) + Lsen
NN
° o A figura M10.14 mostra comparativamente o sinal z(t) e a
—0-5———3——7377%": ,,:f,,i,,,i,,#: 7:*”, aproximacao Z(t) obtida.
RIS FOUN
R I IR R S o

Figura M10.14

10. Consideremos os sinais representados na figura M10.15. Podemos determinar o valor de a de

modo a que os sinais x; [n] € Ty [n] sejam ortogonais.

Para que os sinais [n} e T [n} sejam ortogonais é

\ z,[n| necessario que o seu produto interno seja nulo. Por definicao
de produto interno entre sinais discretos, temos
4
3 o0
, CUI ‘CCZ = Z 3(:1 |:n:|x2 [n:|
1 2a 2a n;_oo
: =) =[] [n]
n=0
) =(2x5)+ (2ax (1)) + (3% (<2)) + (-1 x 3)
: ~10-2a-6-3
L =1-=2a
5 , logo, z; -y = 0 implica que
s ,[n]
1-2a=0
4
a=0.5
3
2
! Considerando o valor determinado para a, podemos calcular a
o energia dos sinais x1[n], e ay[n].
El
R A energia do sinal z[n] é dada por
T4 3 2 0 1 2 3 4 5 E = ® 2
1= —» ol [n:|
Figura M10.15 23 )

- 2_4 Z [n}

=1+9+1+4+4+1+9+1

=30

sendo para para [n}

E; = Zixg [”}

=25+1+4+9=39
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Figura M10.16
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Consideremos o sinal z[n] representado na figura M10.16.
Podemos calcular a projeccdo ortogonal do sinal z[n] no
espaco dos sinais x; [n] e T [n], ou seja, o sinal z[n]

pertencente a esse espaco que mais se aproxima de z[n] do
ponto de vista da minimizagao do erro quadratico

> [n]

, ou seja ainda, tendo em atencao a definicao de energia de um
sinal, o sinal que minimiza a energia do sinal de erro

z, [n]=z[n]-z[n]

Vamos entao determinar os valores dos coeficientes a; e a, da

expressao z[n] = a;z; [n]+ ayzy [n]+z. [n] de forma a que a

energia do sinal z, [n] seja minima. Sendo os coeficientes a; dados por

Temos

ap =

Tz Zo_ooox[n ;. [n]
Tty [n]

!
30
14
30

[(2x1)+(3x2)+(2x3)]

1
=—|(3x5)+(2x (-2
3939+ 2x(-2)]
_n
39
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