Modulo

TOPICOS

Motivagdo, Enquadramento e Objectivos.

Exemplos de Aplicagdo.

1. Motivacao, Enquadramento e Objectivos.

Na cadeira de Matematica Aplicada as Telecomunicacoes é apresentado um conjunto de conceitos da
4rea cientifica da matematica de utilizacio explicita imediata nas cadeiras da especialidade. E muito
importante que o aluno se familiarize com a linguagem e domine as técnicas associadas aos
conceitos aqui apresentados, para que possa assistir com aproveitamento as cadeiras da especialidade
dos 3° e 4° semestres, nomeadamente: Electromagnetismo; Sinais e Sistemas; Propagacao e
Radiagao; Sistemas Electrénicos A/D 1; e Fundamentos de Telecomunicagoes. Acrescem a estas
diversas outras nos semestres posteriores, quer da licenciatura quer do mestrado, de que as supra
citadas cadeiras sao a raiz.

Na sequéncia dos conceitos apresentados na cadeira de Analise Matematica 1, que se espera que o
aluno tenha bem presente, nomeadamente os que estao associados as Séries e ao Célculo Diferencial e
Integral em R, vai aqui ser feito o estudo de Equagoes Diferencias e de Fungoes de Variavel
Complexa. Em paralelo, o aluno deverd assistir a cadeira de Anédlise Matematica 2, dado serem ai
apresentados, coordenadamente com esta cadeira, e no ambito do estudo do Célculo Diferencial e

Integral em R"™, diversos conceitos utilizados a quando do estudo de equacoes diferencias e de funcoes
de variavel complexa.

Apoés ter frequentado com aproveitamento esta cadeira, o aluno deverd estar apto a reconhecer e
resolver analiticamente as equacoes diferenciais ordindrias mais comuns, nomeadamente de 1* ordem
e lineares de ordem n de coeficientes constantes, reconhecer os tipos de equacoes as derivadas
parciais e conhecer as solugoes das mais comuns, e dominar os conhecimentos bésicos de funcoes de
variavel complexa, que lhe permitam evoluir no estudo de sinais e sistemas em geral, e,
nomeadamente, e a curto prazo, prosseguir os estudos no dominio das Transformadas de Fourier,
Laplace e Z.
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2. Exemplos de Aplicacao.

Mostram-se aqui alguns exemplos de aplicacao das equacoes diferenciais e das funcoes de varidvel
complexa na area da Engenharia das Telecomunicagoes e Electrénica. Todos eles serao objecto de
estudo nas cadeiras a especialidade. A linguagem utilizada ¢é necessariamente abreviada e
simplificada.

2.1. Analise de Sinais.

Qualquer sinal continuo, z(t), periddico de frequéncia

angular wo =2m/T,, pode  ser  representado

completamente através de uma Série de Fourier, que tem
a forma:

z(t) = ZOO C et

k=-w0

, sendo os coeficientes da série, C), quantidades

complexas dadas por:

1 t +1¢ .
C,=— [ "a(t)e gy
Ty /4

Por exemplo, se para representar o sinal que se mostra na
figura M1.1 utilizdssemos apenas 21 coeficientes, e nao
um numero infinito como a série exige para que a
representacao seja exacta, obterlamos o sinal que se
mostra na figura M1.2:

x(t) ~ ]10:_10 Ckejkwot

Faremos nesta cadeira uma revisaio dos numeros
complexos e alargaremos a andlise ao estudo de fungoes
de variavel complexa, cédlculo diferencial e integral no
dominio complexo etc.. Um bom dominio destes conceitos
é essencial, explicitamente, nas cadeiras de Analise de
Sinais e Fundamentos de Telecomunicacoes.

2.2. Analise de Sistemas Discretos

Um sistema discreto, como o que se mostra 1
esquematicamente na figura M1.3, é descrito pela equacao x[n] > y[n]
as diferencas:

y[n] = y[n - 1} - 0.25y[n - 2] + x[n]

, e é facilmente estudado se recorrermos ao conceito de
Transformada Z.

Define-se a Transformada Z de um sinal causal x[n]

COmo

Figura M1.3
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, em que z = rel”* é uma quantidade complexa. 07} 1
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Com base na equacao as diferencas que caracteriza o
sistema e no conceito de Transformada 7, podemos
determinar uma caracteristica dos sistema designada por
funcao de transferéncia. Neste caso:

Amplitude
o o o
w ES [
T T T
I | I

o
N
T

1 01} I I |
H(Z): -1 -2 0 T?Qo........
1-=z2 +0.25z 0 2 4 6 i(sam:)?es) 12 14 16 18
Com base na funcao de transferéncia podemos determinar Figura M1.4

o modo como o sistema responde no tempo a sinais
colocados na sua entrada. Por exemplo, se colocissemos
na entrada do sistema um s6 impulso, o sistema
responderia com

Rn]=(n+ 105", n>0

, chamada a resposta impulsiva dos sistema, e que se
mostra na figura M1.4

Ainda com base na funcido de transferéncia, podemos
determinar o modo como o sistema responde na
frequéncia a sinais colocados na sua entrada, calculando a
chamada resposta em frequéncia do sistema:

1 Fi M1.5
H(Q) = , ' igura .
1—e 7 1 0.25¢ 2%
A figura M1.5 mostra o médulo da resposta em frequéncia. A partir dela podemos concluir que o

sistema pode ser classificado como um filtro passa-baixo.

Mais uma vez, como se pode ver pelas expressoes acima, a capacidade de manipulacao de
quantidades complexas € essencial para um bom dominio dos conceitos apresentados neste exemplo, e
que sao explorados detalhadamente nas cadeiras de Andlise de Sinais e Processamento Digital de
Sinal.

2.3. Analise de Sistemas Continuos

O estudo de um sistema continuo é similar ao de um

sistema, discreto. Em vez de uma equacao as diferencas o R
sistema continuo € descrito por uma equagao
diferencial e em vez de utilizarmos a Transformada Z, /\/\/\/

recorremos, quando possivel, isto é, quando a equacao
diferencial é do tipo adequado, a sua similar no dominio
continuo, a Transformada de Laplace:

1(t
+00 st ’U( t) ( )
X(s) = / o(t)e " dt

0

,em que s =0 + jw € uma quantidade complexa.

Temos assim, mais uma vez, a necessidade de dominar a
manipulacao analitica de quantidades complexas. Para
além disso aparece aqui, e, como veremos, nos exemplos Figura M1.6
seguintes, a necessidade de dominar os conceitos
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associados a teoria das equacoes diferenciais. A primeira parte desta cadeira sera dedicado aos estudo
desse tema.

A figura M1.6 mostra o esquema de um exemplo concreto de um sistema continuo: um circuito RL .
A equagao diferencial que descreve o sistema, é

. di(t

Ri(t) + LL = v(t)
dt

O circuito foi analisado de forma “ad-hoc” na cadeira de Anadlise de Circuitos. Em Matemética
Aplicada vamos ver como encontrar as solucoes de vérios tipos de equacoes diferenciais de modo a
ganhar autonomia relativamente a analise de sistemas continuos de maior complexidade, como os que
surgirao, por exemplo, nas cadeiras de Sistemas Electrénicos A/D 1 e Controlo.

2.4. Propagacao de Ondas Electromagnéticas

No final do século 19, Maxwell estabeleceu as leis gerais que regem o comportamento do campo
electromagnético em qualquer meio e sistema.

VXH:J+@
ot
VXE:_E)iB
ot
V-D=p
V-B=0

O simbolo V corresponde a um operador diferencial, designado por “nabla”, que tem uma forma
concreta dependente do sistema de coordenadas em que se estd a trabalhar. Por exemplo, em
coordenada cartesianas temos

Os simbolos V x e V- léem-se, respectivamente, “rotacional de” e “divergéncia de”. As equacoes de
Maxwell sao entao equagoes diferenciais as derivadas parciais. Veremos nesta cadeira como

classificar e manipular este tipo de equagbes (os conceitos de célculo diferencial em R"™ serdo
apresentados em Andlise Matematica 2).

Dependendo do tipo de meio e sistema em andlise, as equacgoes de Maxwell poderao conduzir a
problemas de resolucao de equagoes diferenciais com maior ou menor grau de complexidade. Vejamos
alguns exemplos

Linhas de Transmissao

Este é um dos exemplos de menor grau de complexidade. Apds alguns considerando sobre as
caracteristicas dos meios (materiais) e a topologia do sistema (a forma da linha) poderiamos, a partir
das equagoes de Maxwell, chegar as equacoes diferenciais parciais que, numa aproximacao de 1°
ordem, determinam o comportamento da tensao e da corrente ao longo da linha:

—a—V:RI+La—I
0z ot
—8—I:GV+08—V
P ot

E ainda, tecendo mais alguns considerandos, chegar a equacao diferencial ordindria que determina o
comportamento da tencao ao longo da linha (segundo z ):
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d’V

9
dz? =7V

, em que 7y € uma caracteristica da linha chamada “constante de propagacao do modo principal”:

v = /(R + jwL)(G + juC)

, que depende dos chamados parametros distribuidos da linha (R,L,G e C'), associados ao modo
como a linha de transmissao dissipa e armazena energia. A equacao diferencial a que chegamos tem
como solugao geral

VZ = K‘lei’yz + K26+’YZ

Podemos interpretar esta solucao
como correspondendo a soma e
duas ondas: uma onda “incidente”,

—vz . [Vial(e™+Ke™)
K,e" ", que percorre alinha no

sentido do gerador para a carga; e

uma onda “reflectida”, Kye™?, 1+K)Vy|
que percorre alinha no sentido da
carga para o gerador. As
Vi
constantes K; e K, podem ser
calculadas se forem conhecidas as
caracteristicas do gerador e da
carga, chamadas as condicoes
fronteira, que nos permitem,
eliminando as constantes, chegar a :

uma solugao particular.

LK)V

_/L/ KVl

A figura M1.7 mostra a evolucao

da tensao ao longo da linha. Figura M1.7
Fibras ()pticas

Este é um dos exemplos de maior grau de complexidade. A partir das equagoes de Maxwell podemos
deduzir as equagoes diferencias que regem o comportamento dos campos longitudinais na fibra (neste
sistema nao se pode recorrer ao conceito de tensdo e corrente), as chamadas equagoes de Helmoltz:

v2H, + (k2 - K2)H, =0

VIE, + (kg - kf)EZ =0
Estas equacoes diferenciais tém como solugao geral

E. = AR(r)®(g)e

H, = B R((p)e 7+

que, por substituicdo nas equacgoes de Helmholtz, e sendo R e @ independentes, implicam as
equagoes diferenciais

1 8°® )

———=-m

‘133902

ro 7“% +(/€§—k§)r2 =m?
R or\ or

em que m € um inteiro positivo.
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A 17 equacdo diferencial admite uma solucéo da forma
B(p) = ¥
Este é um tipo de equacoes cujo modo de resolucao abordaremos nesta cadeira.
A 2% equagao é uma equacao de Bessel, tendo uma solucao geral, no nicleo, uma funcao de Bessel de
1% espécie
R(r) = J,,(k,r)
, €, na bainha, uma solucao geral na forma de funcoes de Bessel modificadas de 1% e 2? espécie

R(r) = K, (kyr)

Este é um tipo de equacoes diferenciais, com apenas solugoes numéricas conhecidas, cuja resolucao ja
transcende completamente o ambito desta cadeira.

Destes considerando poderiamos chegar as solugoes gerais para os campos. Por exemplo, para a
componente longitudinal do campo eléctrico teriamos, no ntucleo

Ez — Jm (kur) ejmgoe—jkzz
I (k)
, € na bainha
E, = Awemwe—ﬂw
Km (kba)

Agora seria ainda necessario impor as condicoes fronteira para se alcancar a solucao particular de
propagacao numa fibra éptica.

Muitas outras situagoes do ambito da propagacao guiada ou em espaco livre serdo apresentadas nas
cadeiras de Electromagnetismo e Propagacao e Radiacado. Um bom dominio dos conceitos
matematicos que lhes estao associados é essencial para um bom aproveitamento nessas cadeiras.

Espera-se que através dos exemplos acima os alunos tenham ficado sensibilizados para a importancia
fundamental do dominio dos conceitos associados a teoria das equacoes diferenciais e funcgoes de
variavel complexa, sem o qual a progressao no curso através das cadeiras que deles fazem uso
explicito serd extremamente penoso, se nao de todo impossivel.
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