¢ Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira M V4 d I
¢ Chamase a atengio para a o u o
importincia do trabalho pessoal a

realizar pelo aluno resolvendo os TOPICOS
problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia Numeros complexos (Revisdo).

das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta
e a respostas propostas, e posterior
exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.

1. NGmeros Complexos.

1.1. Corpo dos nimeros complexos, C.

Define-se um ntimero complexo como
z=a+ jb

,onde a e b sdo ntmeros reais e j (ou 7 ), designa a unidade imaginaria
j=--1

Designamos a por parte real de z, a= Re{z}, e b por parte imaginaria de z, b= lm{z},
dizendo-se no caso em que ¢ =0 que 2z é um numero imaginario puro.

Dado o ntimero complexo z = a + jb define-se o seu conjugado como z* = a — jb
Dados dois nimero complexos, z =a + jb e w = c + jd , temos que:
a igualdade entre eles se verifica sse a=c e b=d;
a adicao se define como z+w = (a + jb) + (¢ + jd) = (a + )+ j(b+ d);
e a multiplicagao se define como zw = (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(ad + bc) .

Com a igualdade, adicdo e multiplicacao assim definidas, podem demonstrar-se as leis (comutativa,
associativa, fecho, etc.) que nos permitem concluir que o conjunto dos nimeros complexos, C , tal
como o conjunto dos nimeros reais, constitui um corpo.

Exemplos

1. Podemos simplificar o complexo
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s = -
25 -1 25 -1
-3+
o 1+2j
_=3+5 -1-23
1425 -1-25
3+46j-j-2j° 5+5j
- 1+4 5
=1+

1.2. Plano complexo.

Com a adicao e multiplicacdo entre ntimeros complexos como definidas acima, podemos interpretar
um numero complexo z =a+ jb como um par ordenado de ntmeros reais (a,b) representéveis
num plano cartesiano zy . A cada nimero complexo corresponde um, e s6 um, ponto do plano e a
cada ponto do plano corresponde um, e sé6 um, nimero complexo. Designamos o plano de
representacao por plano complexo, plano de Argand, ou plano z, o eixo dos zz é designado
por eixo real e o eixo dos yy € designado por eixo imaginario.

Exemplos
2. A figura M7.1 mostra a representacao dos
4 A — —— nimeros complexos
S R S B I 21 =2+2)
1 O S =2,
I e e e T e 23 =3-2j
o+ S zy =-2-3]
I S S SR N S no plano complexo.
I M Sl R R Rl £
spocbegrebeef
A I L
-4 -3 -2 1 0 1 2 3 4
Figura M7.1
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1.3. Métrica e topologia do plano complexo.

As nocgoes métricas em C e em R% sdo coincidentes. Nomeadamente, definimos a norma de um
complexo, z = a + jb, como

[2 12
‘z‘ =4+a” +b
, € a distancia entre dois niimeros complexos, z e w, como
d(z,w) =]z —w)|
Como as nocoes métricas de C e R% sdo coincidentes, também coincidem as suas nogoes topoldgicas.
Nomeadamente, as nocoes de conjunto aberto, fechado, conexo, simplesmente conexo, e compacto, as
nogoes de ponto interior, exterior, fronteiro, de acumulacao, e isolado, e ainda as noc¢oes de conjunto

interior, exterior, fronteira e fecho de um conjunto (recorde os conceitos apresentados em Andlise
Matemética 2).

Chamamos regiao em C a um subconjunto de C nao vazio, aberto e conexo.

Exemplos

3. O conjunto de valores de z = x + jy para os quais se verifica

z-3 _9
z+3
pode ser encontrado fazendo
z—3 _9
z+3
|z -3 =2z +3

@+ gy -3 =2z + jy+3
(z=3)+ jy =2(z+3)+ jy
J@=3)2+y? =2z +3)° + >
22 +9 -6z +y> = 42? + 36 + 24z + 4y°

3z +30z +27+3y% =0
22 +10z+9+y% =0
(z+5)% +y> =16
, Ou seja
(z+5)°+y° =4
z+5/=4

Im{z}

, correspondendo geometricamente a um
circulo de raio 4 com centro em (—5,0),

conforme se mostra na figura M7.2.

Figura M7.2
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1.4. Forma cartesiana e polar.

Um namero complexo pode ainda ser interpretado como um vector OP , cuja origem, O, é a origem
do plano complexo e cujo extremo, P, é o ponto correspondente ao par

ordenado (a,b). J
. . . . b
Quando escrito na forma z =a+ jb, o complexo z diz-se escrito na forma (a,0)
rectangular (ou cartesiana). Podemos escrever um nimero complexo z L b
noutra forma, dita forma polar (ou exponencial) 0 >
, a
z = pe??

, em que p representa o médulo (ou valor absoluto) do complexo, coincidente com a norma, e 6

o seu argumento. O médulo é facilmente obtido, recorrendo a representacao grafica do complexo,
interpretado como um vector,

p= a’ + b2
,ou, multiplicando o complexo pelo seu conjugado
2| = \/; = J(a + jb)(a — jb) =/a® + b*
Quando o complexo esta expresso na forma polar, o reconhecimento do médulo é imediato

\z\ :\/; :«/pejgpe_je =p

Quanto ao argumento, recorrendo a representacao grafica

0 = arg{z} = arctan(bj

a

idéntico a relacao a partir da forma rectangular

arale) = arctan( Im{Z}J _ amtan(b]

Re{z} a

Exemplos
4. O complexo z = (1 - j)(—1+ j~/3), tendo em atenciio que
pr=1-j=V1+1=42
Py :‘—1+jﬁ‘:«/1+ =2

, e ainda que, e notando que 1—j estd no 4° quadrante e —1+ jx/g estd no 2°
quadrante,

. 1
0, = arg{l — j} = arctan(lj ==

6

0, = arg{—] + jx/g}z arctan[\/glj = am

pode ser escrito na forma polar

T 4 5w
LT A, 5w
z=+/2 ]42(2]4 = 2/2 T12
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1.5. Formula de Euler e teorema de De Moivre.

. < ) b
De notar que, a partir da representacao gréfica, e dado que cos(f) = 2 e sen(f) = —, podemos
p

escrever
z=a+ jb=p(cos(@)+ jsen(d))
= pcis(9)
dita, também, forma polar de representacao do complexo z. Na verdade, a forma anteriormente
apresentada

z = pe’?

resulta da féormula de Euler
e = cos(z) + jsen(z)

, com z real. A partir da férmula de Euler facilmente se obtém as definicoes das funcoes seno e co-

seno com base na fungao e’* (dita fungéo exponencial complexa e cujo estudo faremos mais tarde)

e e el eI
cos(x) = —— sen(z) = ——
2 25
O produto e a divisao entre dois complexo é mais facilmente obtido quando estes estao escritos na
forma polar

zZw = P]ejelpzejez = P1P2€j(61+62) = p1po(cos(8; +0,) + jsen(6; +0,))

= p1py cis(0; + 6,)

z pleﬂl
. 7

= PL d0=02) = P1(co3(0, — 0,) + jsen(6, — 0,))

w pzej P2 P2

P2
Generalizando o produto, temos ainda que
2N = pejﬁpejﬁ .”pejﬁ — pnejne
= p"(cos(nB) + jsen(nh)) = p" cis(nb)

, relacao conhecida por teorema de De Moivre.

Exemplos

5. Recorrendo a férmula de Euler, as relacoes trigonométricas podem ser facilmente
demonstradas. Por exemplo

j(ﬂ Zj j[ﬂ Zj o T
= =J == J= —-j— .
s e 2 —e ‘2 e 2e P —e 27
sen| — —z | = =

25 25
0 , ™)) i 0 , ™)) i
cos{j + jsen| — ||le”?* —| cos| — | — jsen| — | |e’
2 2 2 2
25
_0+5)je” —(0-j)” _e" e
2 2

= cos(z)
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1.6. Raizes de niumeros complexos.

Um ntmero w diz-se uma n-ésima raiz de um nimero complexo z se w" =z, ou seja,
w=z"".

Atendendo ao teorema de De Moivre podemos demonstrar que, sendo n um inteiro positivo,

i w( (9+%m] . (9+%WI
z =p COS| ——— +]S€H7
n n

= pln cis(mr) com k=0,1,--,n—1

n
_ p]/ne](9+2kﬂ‘)/n
pelo que, existem n valores diferentes para 2 , ou seja, n diferentes raizes n-ésimas de z.

Em particular, as solucoes da equacao z" =1, sendo n um inteiro positivo, sdo chamadas as
n-ésimas raizes da unidade, sendo

(ka) . (kaj
cos| — |+ gsen| ——
n n

_ 6]'2k7r/n

, com k=0,1,---,n—1. Geometricamente elas correspondem a pontos do plano complexo

equiespacados sobre o circulo de equacao ‘z‘ =1, dito o circulo unitario.

Exemplos
6. Dado 2° = (2+ j)3 , sendo para 2+ 7
1
p=-l4+1=52
0= arg{arcta,n(;)}
S i R R P ettor
g q 1 3
. | 2% = (p2e”)’ =527
, logo

, com k=0,1,---,5. Geometricamente temos seis

complexos sobre o circulo de mddulo 54 e
equiespagados de kr/3 como se representa na figura
M7.3.

Figura M7.3
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