¢ Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

r
¢ Chamase a atengio para a MOdUIO

importincia do trabalho pessoal a

realizar pelo aluno resolvendo os TOPICOS

problemas apresentados na

bibliografia, sem consulta prévia Generalidades sobre equacdes diferenciais:
das solugdes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta Ol‘dem, grau;

e a respostas propostas, e posterior

exposigio junto do docente de solugdo geral, particular, e singular;

todas as davidas associadas. ) )
curvas integrais;

condigdes iniciais e fronteira.

1. Equacgoes Diferenciais. Conceitos Gerais.

1.1. Equacao diferencial.

Chamarse equacao diferencial a toda a equacao em que a incognita é uma funcao desconhecida
(varidvel dependente) de uma ou mais varidveis (independentes), envolvendo derivadas da varidvel
dependente em relacdo a uma ou mais variaveis independentes.

Exemplos
Lozy"+2y +3zy =€ , fungdo incognita y = f(z)
3 2
2. 425 + (jlf =52 =0, fungdio incégnita & = f(¢)
t t

3. (y")3 + 3y’ + 6y = tan(x) , fungdo incdgnita y = f(x)

4. oz + 9z _ z? , fungdo incognita = = f(t,s)
ot  0s
2 2 2
5 0V 00 L0V , fungdo incégnita v = f(z,y,1)

az?  ay? at?

1.2. Equacao diferencial ordinaria (EDO)

Uma equacgao diferencial diz-se ordinaria se a funcao incognita depende de uma s6 varidvel.
Genericamente

F(ZL’, Y, y,a y”7ym7y(4)’ ot 7y(n)) =0

Exemplos

6. zy" +2y' + 3zy = €* , 6 uma equacao diferencial ordinéria.
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&Pz d . . : L
7.4 d—? + d—f —522=0 , é uma equacao diferencial ordinaria.
t t

1.3. Equacao diferencial as derivadas parciais (EDP)

Uma equacao diferencial diz-se com derivadas parciais (ou as derivadas parciais), se a fungao
incégnita depende de mais que uma variavel. Genericamente

dy oy oy 3y
F(x17x27"'7xm7y7 P ) 92" n):O
Oy Oz, Oz; oz,
Exemplos
ox Ox 9 , - N . . .
8. B + Be =z , 6 uma equacao diferencial as derivadas parciais.
s
5 82 5 . : : .
9. —g +2 712) +6 —: =0 , ¢ uma equacao diferencial as derivadas parciais.
ox oy ot
1.4. Ordem

Uma. equacao diferencial diz-se de ordem n se n for a derivada de maior ordem das derivadas nela
envolvidas, ou seja, chama-se ordem de uma ED a ordem mais alta das derivadas que nela intervém.

Exemplos
ox ox 2 , ~ . . a
10 —+—==z , ¢ uma equacao diferencial de 1 ordem.
ot 0Os
11. o' - 2y2 -3z =0 , ¢ uma equacao diferencial de 1* ordem.
12. zy" + 2y + 3zy = €° , ¢ uma equacao diferencial de 2* ordem.
13. (y")3 + 3y’ + 6y = tan(z) , é uma equagao diferencial de 2" ordem
8 8? 8
14. —Z +2 —Z +6 —;J =0 , é uma equacao diferencial de 2* ordem
ox oy ot
3 2
15. 4 d—j + d—f —5z% =0 , ¢ uma equacao diferencial de 3* ordem.
dt dt
16. y" +(y") +y' =0 , 6 uma equacao diferencial de 3* ordem.
17. y'™ = cos(z) , 6 uma EDO de n* ordem.
1.5. Grau

Uma equacao diferencial diz-se de grau n se, podendo exprimir-se na forma de um polinémio, n for
o expoente da derivada de maior ordem das derivadas nela envolvidas.

Exemplos

18. zy" + 2y + 3zy = €° , ¢ uma equacao diferencial do 1° grau.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

3 2

4d—§ + d—f —522 =0

dt dt
ox Ox 9
— 4+ ==z
ot 0Os

2 2 2
LACENP L
ox oy ot

n

Y (') +y =0

Y — 2% —32=0

y™ = cos(z)

(y")? + 3y + 6y = tan(z)

(yr)3/2+yr -

MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

, ¢ uma equacao diferencial do 1° grau.

, ¢ uma equacao diferencial do 1° grau.

, ¢ uma equacao diferencial do 1° grau.

, ¢ uma equacao diferencial do 1° grau.
, ¢ uma equacao diferencial do 1° grau.
, ¢ uma equacao diferencial do 1° grau.

, ¢ uma equacao diferencial do 3° grau.

que nao pode ser classificada quanto ao grau.

1.6. Solucao Geral

, ndo pode ser escrita na forma de um polinémio em y', pelo

Designa-se por solugdo geral (ou integral geral) de uma ED toda a funcdo que verifica
identicamente a equagao diferencial (ou seja, quando substituida na equacao a transforma numa
identidade), e vem expressa em termos de n constantes arbitrarias.

Se a ED é de 1* ordem a solucdo geral tem uma constante, se é de 2" ordem tem duas constantes,

etc..

Geometricamente, a solucdo geral representa uma familia de curvas, denominadas curvas

integrais.

Exemplos

27. A solucgao geral da EDO

y'+y' =0

y = C] + 02671‘

Trata-se de uma EDO de 2* ordem pelo que a solucao geral tem duas constantes.
Podemos verificar que a funcao indicada é solucao da equacao diferencial. Sendo

y:

C; + Cye™™ temos

Substituindo na EDO temos

y/ — _Cze—x

y” — CQe—I

02€7$_0267$:0©O:0.
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1.7. Solucao Particular

Designa-se por solugao particular (ou integral particular) de uma ED toda a solucao da ED que se
obtém da solucéo geral por particularizagao da(s) constante(s).

Geometricamente, a solucdo particular representa uma das curvas da familia de curvas
integrais.

Exemplos

28. A solugao geral da EDO y"+y =0 é y=C| + Cye . Se fizermos C; =C, =1,
obtemos a solucgao particular

y=1+e"
Fazendo C| =0 e C, =1 obtemos a solugao particular

—T

y=e¢e

Qualquer destas funcoes verifica, obviamente, a ODE " +y' = 0.

1.8. Solucao Singular

Designa-se por solugao singular de uma ED toda a solugao da ED (ou seja, toda a fungao que verifica
identicamente a equacao diferencial) que nao pode ser obtida da solucao geral por particularizacdo
dos valores das constantes.

Geometricamente, a solucao singular, se existir, representa a envolvente da familia de curvas
integrais correspondentes a solucao geral.

Exemplos
29. A equacao diferencial
y(y)? —2zy +y =0

é uma EDO de 1" ordem e 2° grau que tem como solucao geral (em R )

se obtém fazendo C =4, correspondendo a !
parabola que passa no ponto (4,0). ‘

x
=+2C |—-1 o T
! ¢ R
8F———A- - - -
Na figura M2.1 estao representadas algumas ! ! ! !
das parabolas que constituem as curvas N R N Ly
integrais desta equacao. A cheio, estd i i 1 |
representada uma solucdo particular: a que R~ A E

As fungoes y =+x também verificam a

equacao identicamente, constituindo ah NG i T R R O
portanto uma solucao da ED. No entanto, ! !
nao pode ser obtida a partir da solucao geral e i N SR S

| )

. . ~ | |

por particularizacao do valor da constante. | |
| |

Trata-se pois de uma solucao singular. Como
se observa na figura, as rectas y=tx

correspondem a envolvente da familia de
parabolas correspondentes a solucao geral. 105
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1.9. Condicoes iniciais

Quando, para a particularizacao das constantes da solucao geral com o objectivo de obter uma
solucao particular, sao dadas, para uma EDO de ordem n, condicoes para os valores da funcao e das
n —1 primeiras derivadas para o mesmo valor da varidvel independente, designam-se estas
condigoes por condigoes iniciais, e o problema da determinacao da solucao particular por problema
de valores iniciais.

Exemplos

30. A equacdo y"+y =0 tem como solucdo geral y = C, sen(x)+ C, cos(x). Se

{y(U) =1
y'(0)=0
com o objectivo de determinar uma solugao particular, estamos perante um problema

de valores iniciais, uma vez que as condicoes estao estabelecidas para o mesmo valor
da varidvel independente (z =0).

estabelecermos as condicoes

Sendo y = C| sen(z) + Cy cos(x), resulta y' = C| cos(x) — Cy sen(zx), logo, de

{y(O) = sen(0) + Cy cos(0) = Cy =1
y'(0) = C, cos(0) — Cysen(0) = C) =

resulta a solugao particular y = cos(z).

1.10. Condigoes fronteira

Quando, para a particularizacao das constantes da solucao geral com o objectivo de obter uma
solucao particular, sao dadas, para uma EDO de ordem n, condi¢oes para valores diferentes da
variavel independente, designam-se estas condigoes por condicoes fronteira e o problema da
determinacao da solucao particular por problema de valores fronteira.

Exemplos

31. A equacdo y"+y =0 tem como solucdo geral y = C, sen(x)+ C, cos(x). Se
estabelecermos as condicoes

com o objectivo de determinar uma solugao particular, estamos perante um problema
de valores fronteira, uma vez que as condicoes estao estabelecidas para diferentes
valores da variavel independente (z =0 e = = 7).

Sendo y = C| sen(z) + Cy cos(x), resulta y' = C| cos(x) — Cy sen(z), logo, de
y(0) = C; sen(0) + Cy cos(0) = Cy =0
y'(m) = C, cos(m) — Cysen(m) = -C| =1

resulta a solugao particular y = —sen(z).
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Exercicios.

Classificacao de equacoes diferenciais.

1. Classifique as seguintes equacoes diferencias.
a. (y")?® = 3zy(y)* + 5y = 0

¢ Equacao diferencial ordindria de 3* ordem e 3° grau.
b. z(y")* + cos(zy') = 2z + 5

e Equacao diferencial ordindria de 2* ordem e 4° grau.

3

c. cos(2z) d’y +(z+ 2)d—y —Tzy=x'
dz? dx
o Equacao diferencial ordindria de 3" ordem e 1° grau.
2 2
4 92 597 09
Az’ 0x0y oz

o Equacao diferencial as derivadas parciais de 2* ordem e 1° grau.

Solucao geral, particular e singular.

2. Mostre que y = C cos(2z) + C,y sen(2z) é solucao geral da equagao diferencial y" + 4y = 0.
e Sendo y = C, cos(2z) + C,y sen(2z) , temos

y' = —-2C, sen(2z) + 2C, cos(2x)

y" =—4C cos(2z) — 4C, sen(2x)

Substituindo na equacao diferencial, resulta

y"+4y =0
—4C cos(2x) — 4C, sen(2x) + 4(C cos(2z) + Cy sen(2z)) =0
0=0

A funcao verifica identicamente a equacédo diferencial, logo é uma solucao geral.

1 - ~ - . .
3. Mostre que y=Cz+2C 2, y=x+2, e y= —gxz sao solugoes da equacao diferencial

2(y')2 +xzy' —y = 0. Diga para cada uma das solugoes se é geral, particular ou singular. Represente
as curvas integrais.

e Sendo y =Czx+2C 2 temos
y=C

Substituindo na equacao diferencial, resulta
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2Ay')* +ay -y =0
2C% + Cz - (Cz +2C%) =0
0=0

y=Cx+2C 2 ¢ uma solucao geral da equacao diferencial.

Sendo y =z + 2, temos
y' =1
Substituindo na equacao diferencial, resulta
2Ay')’ +ay —y=0
24z2z—(z+2)=0
0=0

y =x + 2 é uma solugao particular da equagao diferencial (C' =1).

Sendo y = —;xz temos

Substituindo na equacao diferencial, resulta

2y')* +xy —y=0

2
2 —lx +x —la: +lx2=0
4 4 8

+lx2 —le +lx2 =0
8 4
300
0=0
250
y=-1/8 z? é uma solucao singular dado

200

que verifica identicamente a equacao

diferencial mas nao pode ser obtida da 150 — =t I <~

solucao geral por particularizacao do valor
da constante. Na figura M2.2 estao
representadas algumas das rectas que 50
constituem as curvas integrais desta

100

equacao. Como se observa, a parabola

y = —1/8z* corresponde & envolvente da o

familia de rectas correspondentes a
solucao geral.

Curvas integrais.

Figura M2.2

4. Determine a equacao diferencial associada a familia de curvas y2

—2y=Cx.

e Dada uma familia de curvas é sempre possivel determinar a equacao diferencial

que lhe estd associada. Para isso deve-se:

= derivar a funcao que representa a familia de curvas até a ordem da
equacao diferencial procurada, que € igual ao numero de
constantes arbitrarias que aparecem na equacao da familia de

curvas;
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= eliminar as constantes arbitrérias entre a equagao da familia de
curvas dada e as equacoes obtidas por derivacao.

Assim, dada a familia de curvas y2 —2y = Cx, sabemos que a equacao diferencial

procurada é de 1* ordem, uma vez que sé existe uma constante. Portanto é apenas
necessério derivar uma vez

2uy' =2y =C
Eliminando agora a constante da duas equagoes
y2 -2y=Cxz
2uy' — 2y =C
temos de imediato a equacao diferencial procurada
y2 —2y=Cxz
2 ! 1
Y -2y =Qyy -2 )z
2 (y - -y +2y =0

Condicoes iniciais e fronteira.

5. Sabendo que a equagao diferencial y" -4y’ + 4y =0 admite a solugao geral y =(C; + Cy x) e
determine a solugao particular que verifica as condigoes y(0) =0 e y'(0) = 1.

o Estamos perante um problema de valores iniciais, uma vez que as condicoes estao
estabelecidas para o mesmo valor da varidvel independente (z =0 ). Sendo

y=(C; +Cyz)e”
resulta
Y =Cye® +2(C) +Cyz)e™
=(2C, +Cy +2C, z)e™*
, logo, de
{y(O) = (C} +Cyx0)e>® =y =0
y'(0)= (20, +Cy +20,x0)e*" =2C, + C, =Cy =1
resulta a solugao particular
y=(Cy+Cya)e™
=(0+1xz)e™
2z

=XTe

6. Sabendo que a equacdao diferencial y"+4y'=0 admite a solucdo  geral
y = C, sen(2z) + C, cos(2x), determine a solugao particular que verifica as condigoes y(m/8) =0 e
y(m/6)=1.

e Estamos perante um problema de valores fronteira, uma vez que as condigoes
estao estabelecidas para diferentes valores da varidvel independente (z = 7/8 e

x =m/6). Sendo
y = C, sen(2z) + C, cos(2x)
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resulta
y(m/8) = C, sen(m/4) + Cy cos(m/4)

chl+f02=o 301:_02

y(m/6) = C; sen(r/3) + C, cos(m/3)

2 2

pelo que

Cl :—02
ﬁcl +102 — 1
2 2

:>Clz

de onde resulta a solugao particular
y =C sen(2z) + C, cos(2x)
=C, sen(2zx) — C| cos(2x)
= C,(sen(2z) — cos(2x))
_ 2 (sen(2x) — cos(2z))

J3 -1
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