¢ Note bem, a leitura destes
apontamentos  ndo dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

r
¢ Chama-se a atengdio para a MOdUIO

importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

TOPICOS

problemas apresentados na

bibliografia, sem consulta prévia das EDO de 12 ordem: forma geral, normal, e diferencial.
solugdes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta e EDO de variaveis separadas.

a respostas propostas, e posterior

exposi¢io junto do docente de EDO de variaveis separaveis.

todas as dtvidas associadas.
EDO homogénea

EDO exacta. EDO'’s redutiveis a exactas.

EDO linear. EDO’s redutiveis a lineares.

2. Equacoes Diferenciais de 12 Ordem.

2.1. Forma Geral, Normal e Diferencial

Uma equacao diferencial ordindria de 1* ordem é da forma geral F(z,y,y’) = 0. Nos casos em que a
equagcao se puder explicitar em ordem a y' pode ser escrita na forma normal y' = f(z,y) ou ainda
na forma diferencial M(z,y)dz + N(z,y)dy =0.

Exemplos
1. A EDO de 1* ordem z’y + zy’ = e” pode ser escrita na forma geral:
Py +zy —e® =0
; na forma normal
Py+ay =e

zy' =€ —z%y

. et —x?
y=°""Y
x
; e na forma diferencial

’ eI B .’)52y
y =

x
@ ~ et — $2y

dx T

zdy = (e° — 2%y)dx
(z%y —e%)dz +zdy =0
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2.2. EDO de variaveis separadas

Uma EDO diz-se de variaveis separadas se for da forma
M(z)dz + N(y)dy =0

A solucao geral resulta imediatamente por integracao directa

/M(:c)d:l:+/N(y)dy:C

Exemplos

1. Dada a EDO de 1% ordem de varidveis separadas

Y
1+y

2x dx +

5 dy=0

a solucao é imediata:

/2xdx+/1+yy2 dy=C

z? +;lnl+y2 =C

z” +%1n(] +y%)=C

2.3. EDO de variaveis separaveis

Uma EDO diz-se de varidveis separaveis se for da forma
M, (z) My(y) dz + Ny (x)Ny(y) dy = 0

A solucao geral resulta imediatamente por integracao directa

M, (z) Ny (y) _
5w gy ®=¢

Exemplos
2. Dada a EDO de 1* ordem

(zy? +z)dz + (yz* +y)dy = 0
temos

2(y? + 1) dz + y(z* + 1)dy = 0

72:8 dz + zy
(z“+1) (y=+1)

T oy 3
/(x2+1)d$+/(y2+1)dy—01

%ln‘xz + 1‘ + %ln‘yQ + 1‘ =C]

dy=0

1n‘x2 + ]‘ + 1n‘y2 + 1‘ =)y
In(z? + 1)+ In(y* +1) = C,

In((z® +1)(y* +1)) = In(C)
2+ D)* +1)=C
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3. Dada a EDO de 1* ordem

y=a(l+y)
temos
flz =2°(1 +y)°
e
/(1 +1y)3 dy —/x dz = C,
_;(]er)z_x;_cl

2.4. Fungoes homogéneas (Revisoes).

Uma fungao f(z,y) diz-se homogénea de grau m nas varidveis = e y se, para todo A€ R, for

fz, My) = X' f(z,y).

Exemplos
4. Dada f(z,y) = zt — 23y, temos:
FOz2y) = (Aa)' - (Az)’ Ay
= X(z" ~z%)
= X'f(z,y)
, logo f(x,y) é uma fungdo homogénea do 4 ° grau.

Yy
5. Dada f(z,y) =e® + secg, temos:

x
Ay
. A
fQz,Ay) = e + sec Y
T
Yy
=e” +sec?
x
= f(z,y)
, logo f(x,y) é uma fungdo homogénea de grau 0.
2
6. Dada f(z,y) = le‘gi , temos:
7+
4z Ay + (Ay 2
FOz, M) = %
(Az)” + Az
_ )\72 4y + y2
A A2l 4z
, logo f(x,y) nao é uma funcao homogénea.
MAT M4 -3 23-10-2007
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2.5. EDO homogénea.

Uma EDO de 1% ordem ' = f(z,y) diz-se uma equagdo homogénea se a funcdo f(z,y) for
homogénea de grau 0. O mesmo €é dizer: uma EDO de 1" ordem na forma diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 diz-se homogénea se M(xz,y) e N(z,y) forem fun¢oes homogéneas do
mesmo grau de homogeneidade.

Para determinar a solucao geral de uma EDO homogénea procedemos a mudanca de varidvel
y = zu, e, portanto, dy = xzdu + udzx, que transforma a equacao original numa EDO de variaveis
separdveisem x e u.

Exemplos
z? + y?
7. Dada a EDO de 1* ordem ' = =~ temos
ry
dy _a'+y’
dx Ty

zdu +udz  z* + (zu)?

dzx z’u
wudu + 2*u’dz = 2dx + 2*u’dx

rPudu = r’dx

udu:ld:c
z

udu—ldx:O

z

1
du— | —dz=C

/uu /x z

lzﬂ—ln‘x‘:C
2

1 2
(yj —Inlz|=C
2\z

8. Dada a EDO de 1* ordem 3’ = Y ysen? temos

z z
d
Y9 ngrseng
dr =z T
zdu + udx zu U
e ="" 4+ sen —
dz z z

du
r— +u = u+sen(u)
x

1 du = 1 dz
sen(u) x

/senl(u) du—/idm =¢

Calculando os integrais e procedendo a substituigdo u = y/x chegamos finalmente a

solucao geral
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2.6. Derivacao parcial de 12 ordem (Revisoes).

Seja uma funcéo de duas varidveis f(z,y) e um ponto (a,b) do seu dominio. Fazendo y =b em
f(z,y) definimos uma func¢ao de uma variavel f(z,b).Se f(z,b) for diferencidavel em z = a define-se
a derivada parcial de f(z,y) em ordem a = no ponto (a,b) como

8f f(a+hvb)_f(avb)

- = lim
0% (a,p) h—0 h

De modo similar se define a derivada parcial de f(z,y) em ordem a y no ponto (a,b)

of  _ . S@brh)- fab)

Ou seja, nos pontos em que f(z,b) for diferencidvel, podemos calcular 0f/0z derivando f(x,y)
como se x fosse a variavel e y constante usando as regras de derivagao conhecidas em R, e de modo

analogo para df/0y derivando f(z,y) como se y fosse a varidvel e z constante.

Exemplos

9. Sendo f(z,y) = z%y? temos as derivas parciais

of

) T

or Y
e

of = 31:2y2

Ay

Note-se que

daf = Zx@yg +J;23y2 dy

dx dx dx
= 21:y3 + 3&:2y2 dy
dx
_of ofdy
oxr Oydr

e ainda, multiplicando ambos os membros por dx,

dfzgdaﬁgdy
ox oy

esta relacao, embora deduzida a partir deste exemplo particular, é generalizdvel a
qualquer funcdo f(z,y) e designa-se por diferencial da funcao.

10. O diferencial da funcio f(z,y) = z* In(y?) é

2
df=2xln(y2)dx+2idy
Yy

0 0
, dado que —f=2:1:ln(y2) e =x""2.
ox Yy
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2.7. EDO exacta.

Uma EDO de 1" ordem M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 diz-se uma equacao diferencial exacta se

oM _ 6N

oy 0x
Para determinar a solugao geral, f(z,y,C) =0, de uma EDO exacta resolvemos, em ordem a f, o
sistema de equacoes

f= /M(x,y)dl‘ +h(y)

o =Ny

Exemplos

11. A EDO de 1* ordem (y3 + 2zy)dzr + (x2 + 3xy2)dy =0 ¢é uma equacgao
diferencial exacta, dado que

a—M:3y2+2x=8—N
oy ox

Logo, a solucao geral é determindvel resolvendo o sistema de equacoes

f= /M(x,y)dcc + h(y) = /(y3 + 2zy)dz + h(y)

of = N(z,y) = 2% + 3zy?
Ay
Assim
f= /(y3 + 2zy)dx + h(y)
=zy® +yz® + h(y)
pelo que
of = 3$y2 +z%+ 7dh(y)
Ay dy
Por outro lado
of =72+ 3$y2
dy
3:cy2 + 72 M =22+ 3xy2
dy
implica que
) _ = hy) =
dy
pelo que

f=zy® +yz* +C
logo, a solucao geral procurada é

$y3+yx2+C:0
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2.8. EDO’s redutiveis a exactas.

Uma EDO de 1% ordem M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 diz-se uma equagdo redutivel a diferencial

ezacta, se existir uma fungao p(z,y) tal que

wz,y)(M(z,y)dz + N(z,y)dy) = 0
seja uma equacao diferencial exacta. A fungao p(z,y) diz-se um factor integrante.

Nao existe uma regra geral para determinar o factor integrante. Para determinados tipos de equacoes
existem factores integrantes conhecidos, que constam de tabelas. Vamos ver dois exemplos:

1. Se L[oM N _ g(z) o factor integrante é p(z,y) = e/ g(z)dx
N\ dy Oz

2. Se 1 [oM _ON ) _ h(y) o factor integrante é p(x,y) = e_-/ hly)dy
M\ oy Ox

Para determinar a solucao geral, dado que a equacao foi reduzida a uma EDO diferencial exacta,
recorre-se ao método visto no ponto anterior

f = [ pa.y)M@.y)de + h(y)

gf = (@, y)N(z,y)
Y

Exemplos

12. A EDO de 1* ordem (z* + y* + )dz + zy dy = 0 néo é uma equacao diferencial

exacta
oM ON
——=yF_——=y
oy 0x
No entanto
1(0M ON 1
S|EE- 2= y-y)
N\ dy Oz xy
_1
T

) - 1 .
é fungao apenas de =, g(x) =—, pelo que a fungéo
x

1
2)dz —dzx
M(x’y) — e'/g( )d — e/x — ln(:c)
é um factor integrante. Na verdade
w(z,y)(M(z,y)dz + N(z,y)dy) = 0

m((xz +y +2)dz +zy dy)z 0

(z° + 2y + 2?)dz + 2%y dy = 0
é uma EDQO diferencial exacta
o(uM) _ Sy = O(uN)
oy 0x

Podemos agora determinar a solucao geral a partir do sistema de equacoes
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f = [ uey)Mz.y)de + hy)

zf = p(x,y)N(z,y)
Y

Assim

4 2 3
3 2 2 x T 2 T
= + +z°)dr+hly)=—+—y " +—+h
f /(I zy” +z°)dz + h(y) AR ()

pelo que

of _, 2*  dhly) _ o . dh(y)

—+—Z=zy+
ay Lo ay TV gy
Por outro lado
0
O _ i y)N(w.y) = a2y
dy
220+ dh(y) — 52
dy
implica que
) _ = py) =
dy
pelo que
4 2 3
T x° 9
=—+—y' +——+C
f LTy
logo, a solucao geral procurada é
4 2 3
LT y2 +2 io=0
4 2 3

13. A EDO de 1% ordem (2zy*e? + 2zy° + y)dx + (z*y"e? —2*y* —3z) dy =0 ndo é
uma equacao diferencial exacta

oM _ 8zy’e? + 2zyte? +6ay’ +1 = N _ oryte? — 2zy% -3
oy ox
No entanto
I(W - E)NJ = 1 ! 3 (8zy’e¥ + 2zyte? + 6zy® +1 - (2zy'e? — 22y* - 3))
N\ 0y Oz 2zy“e’ + 2zy” +y

3 8zy’e? + 8zy? + 4 4 ozy’e + 2xy® +1 4

- 2zyte’ + 22y’ +y oy ory’e’ +2zy® +1 ¥y

. ~ 4 .
é fungao apenas de y, h(y) = —, pelo que a fungao
Yy

4
-[2a
u(z.y) = oy J _ o—AIn(y) _ %
Y

é um factor integrante, pelo que a EDO é redutivel a diferencial exacta e facilmente
integravel.
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2.9. EDO linear.

Uma EDO de 1* ordem diz-se linear se for do 1° grau na funcao incégnita e na sua 1* derivada,
podendo representar-se por

y' + P(z)y = Q)

Se Q(z) =0 a equacao diz-se linear homogénea e se Q(x)# 0 diz-se linear completa. A solugao
geral é da forma y = u(z)v(x), com

Exemplos
14. A EDO de 1* ordem 3’ — 21y = (1+ ) é uma equaciio linear com
T+

2
r+1

Qz)=(1+z)’

A solugao geral é da forma y = u(x)v(x), com

P(z)=-

2
o(z) = e—/P(:c)dx _ e,/ﬁdf _ e2ln\x+1\ _ eln(:c+l)2
= (z + 1)
e
. 3 .
u(m):/%dx+0=/%dm+02/(1+m)dm+c
v(z) (z+1)
1 (z+1)?+C
2
, Ou seja,

Y- (;(x 1)+ C’j(:c 1)

15. A EDO de 1* ordem y' +y =e * é uma equacao linear com
P(z)=1
Qz)=e"

A solugao geral é da forma y = u(x)v(x), com

’U(.I) _ 67/ P(z)dz _ 67/ dx T

_ [ Q=) _ (e’ _ _
u(z) = U(x)dmc_/e_zdmc_/dmc_mc

, OU seja

—T

y=(x+C)e
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2.10. EDO’s redutiveis a lineares.

A maioria das equacoes diferenciais ndo lineares nao tem solucdes conhecidas. Vamos ver dois tipos
de ED nao lineares cuja solucao geral é obtida por conversao em ED lineares

2.10.1. Equacao de Bernoulli.

Uma EDO de 1" ordem diz-se uma equacao de Bernoulli se for da forma
y' + P(x)y = Qz)y”
,com ae€ R\ {0,1} (para =0 ou o =1 a equagao € linear).

A solugao geral é determinada reduzindo a equacao de Bernoulli a uma equacao linear através dos
seguintes passos

1. Dividir ambos os membros da ED por y<.

’

2. Fazer a substituicio de varigvel y'™* = z (de onde y %y’ = ).

-«
3. Resolver a ED linear em z.

4. Fazer a substituicao de variavel z = yl_o‘

Exemplos

16. A EDO de 1* ordem y' + zy = z°y® é uma equacao de Bernoulli com P(z) = zy,

Q(z) = 2% e y* =y*. Dividindo ambos os membros por 3° resulta
vy 4oy = 2

Fazendo a substituicao de varidvel aconselhada

, resulta a ED: — % trz=2° o 2 - 2xz = -22°

que é uma equagao linear em =z, z'+ P(z)z=Q(x), com P(zx)=-2x e

Q(z) = —2z*, logo, a solucio é do tipo z = u(x)v(z) com

U(CL’) _ e—/P(z)d:c _ e/Z:cd:r _ ezQ

. 3 9
u(m):/cj((j))dx+0=/_;f dx+C=/—2$3eﬂ dz+C

= /x2(—2x)e_z2dcc 1O =zt —/Qxe_Ide +C
2 —z? —z?
=zxe” +e" +C

2 2 ) 2
, pelo que z=e" (z% " +e 7 +C =z +1+Ce”

1—

Fazendo agora a substituicao de varidvel z =y ¢ = yfz , temos finalmente

2
y 2 =z+1+Ce"
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2.10.2. Equacao de Riccati.

Uma EDO de 1* ordem diz-se uma equacao de Riccati se for da forma
y' = P(z) + Q(x)y + R(z)y’

A solucao geral pode ser determinada se for conhecida uma solugao particular, y, , sendo dada por

o W)
v C’+/R(x)u(:c)dx

com

Exemplos

17. A EDO de 1* ordem zy' — > + 2z +1)y = z? + 2z é uma equacio de Riccati

x

y':(:c+2)—(2+1jy+1y2
x

com

T T

P(z)=z +2, Q(w)=—(2+1J ¢ Riz)="

Conhecida a solucao particular y, = z, temos

[ (Qz)+2y,R(x)) dz

) =e
- 2+l +2:cljd:c —2—l 2 |dx
e )
B S S
- AT
e' x
S
=
, pelo que
Y=Y — : )
C+ / R(x)p(z) dz
1
K
11
C +/x$d$

De onde, atendendo as propriedades de ‘x‘ , € dado que C é uma constante arbitraria

resulta finalmente a solucao geral

1
zC +1

y=x+
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2.11. Aplicacoes.

2.11.1. Trajectdrias ortogonais.

Dada uma familia de curvas, chamam-se trajectérias ortogonais as curvas que intersectam a familia
dada segundo um angulo de 90 ° .

Para determinar a equacao das trajectérias ortogonais a familia F(z,y,C) =0
1. Determina-se a ED associada & familia de curvas

2. Substitui-se na ED 3" por —1/y", determinando assim a ED associada & familia das trajectérias
ortogonais, e procura-se a solucao geral desta ED.

Exemplos
18. Dada a familia de linhas
z =V

Podemos, por derivacao

z =V

In(z) = Cy?
L= a0y
x

, e eliminagao da constante, determinar a ED que lhe estéd associada

In(z) = Cy’ 1 In(x)

1 , =>—=2
— =2Cyy T y2
x

yy' =y =2zIn(z)y

Substituindo y" por —1/y" determinamos a ED associada a familia das trajectérias
ortogonais

y=—2x ln(x)l,
Yy
Yy +2zIn(z)=0 3 — - ;

, cuja solucao geral
Yy +2xIn(x)=0
/ydy + 2/$ln(x)dx =C
2 2
y—+x2ln(x)—x—:C
2 2

2 2
y—:—len(x)+x—+0
2 2

Yy :i\/xz(l—an(x))+C 3

nos da a familia das trajectérias ortogonais a familia Figura M3.1

2
de curvas z =€ . A figura M3.1 ilustra o exemplo
mostrando algumas das curvas da familia (a azul) e as
respectivas trajectdrias ortogonais (a vermelho).
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