¢ Note bem, a leitura destes
apontamentos  ndo dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

Modulo

¢ Chama-se a atengdio para a

importincia do trabalho pessoal a

realizar pelo aluno resolvendo os TOPICOS

problemas apresentados na
blbllo~graﬁa, sem consulta prevm[dgs Exercicios sobre EDO de 12 ordem.
solugdes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta e

a respostas propostas, e posterior
exposi¢io junto do docente de

todas as dtvidas associadas.

Exercicios.

EDO de variaveis separadas e EDO de variaveis separaveis.

1. Deduza o método de resolucao de uma EDO de variaveis separadas.
e De M(z)dx+ N(y)dy =0
resulta

M(z)dz = ~N(y)dy

)
/M(x)zdy ~— [ N()dy+C

/M(x) dz + /N(y) dy=C

2. Determine a solucao geral da EDO

1 1+zy
2l =et 4e T

e Trata-se de uma EDO de varidveis separaveis. Assim, temos:

d 1 1y 1 1
228 _er fer T —er 4enel
dzx
d 1
mQ—y=e$(1+ey)
dzx
i 1
dy:—QeJC dx
1+e? x
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1

/1+e dy — /—exdaz—C’
/eeyildy—/;?eidxzc

—In(l+e¥)+er =C

EDO homogénea.

3. Determine a solucao geral da EDO

e Trata-se de uma EDO homogénea

Ay ANy-z) _y-z _
fQzAy) = Ay + Az B Ay + z) B y+x = @)

Assim, procedendo & mudanca de varidvel y = zu, e, portanto, dy = xzdu + udzx
temos

dy_y-=s
dr y+z

zdu +udr uxr—zx

dx ur +
uz’du + ’du + v zdz + uzdz = urdr — zdx
(uz® + z?)du + v zdz = —zdz
(uz® + z?)du = (-z — v’x)dz
23 (u + Ddu = —z(1 + u?)dx
1+u

2du:—ldaz
1+u x

!
/1:5 / do=C

/ uzdu+/ ! 2du+ln‘x‘:
1+u 1+u

%ln(l +u?) + atan(u) + Injz| =

Fazendo a mudanca de varidvel u = y/x , resulta finalmente

2
l1 [1 + 2} + atan(yj + ln‘x‘
2 x x
ln( sz + 2atan( ) + 2111‘35‘

[ Yol 2atan + ln(:cz) =C

$

In(z )+ 2atan(y/z) =
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4. Determine a solucao geral da EDO

x
2y —zy = yPe?

e Trata-se de uma EDO homogénea

Az x
My)*e™ +Azdy  yPe¥ +zy
Az, Ay) = = = f(z,
Sz, Ay) Oy 3 f(z.y)

Assim, procedendo & mudanca de varidvel y = zu, e, portanto, dy = xdu + udzx,
temos

z
dy yzey + xy
dz z?
z
zdu +udr r?uleu + z?
dz - 22
1
zdu + udz = v’erdz + udx

u

1
zdu = u’etdz

11 duzldm
kS z
u26“
1
1 — 1
/Fe du—/;dcc:C
1
e U —ln‘x‘:C

Fazendo a mudanga de variavel u = y/x , resulta finalmente

ey—mmzc

EDO exacta.

5. Determine a solucao geral da EDO

3x2y2daf: + 2$3ydy =0

e Trata-se de uma ED exacta, dado que

oM = 6’y = ON

oy ox
Logo, a solucao geral é determindvel resolvendo o sistema de equacoes
f= /M(x, y)dz + h(y) = /3x2y2 dx + h(y)
O - Na.y) = 2%
dy

Assim
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pelo que

Sendo

resulta

pelo que

MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

f= /3$2y2 dz + h(y) = x3y2 + h(y)

2x3y +

logo, a solucao geral procurada é

6. Determine a solucao geral da EDO

2—xdaz+

3

Y

af _ 9%y + dh(y)
oy dy
) _OF - Na,y) = 22y
dy oy
) _ = ny) =
dy
f= x3y2 +C
x3y2 +C=0
_ 2
7y 43ac dy=0
Y

o Trata-se de uma ED exacta, dado que

oM __6zy" __ 6z _ON

4

8y yG Yy - ox

Logo, a solucao geral é determindvel resolvendo o sistema de equacoes

8 — 322
af N(z,y) = v I
) )
Assim
/> / 2
f= —d + h(y xdx + h(y) =5 + h(y)
T y®
pelo que
of _ 3z°y’ _dh(y)
By y" dy
Sendo
2 9.2 4 o 22
dh(y) _ 0f _ N(z,y) = Y 4396 _y izﬂc y
dy Oy Yy Yy
resulta
M:L:h(y):——JrC
dy y Yy
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pelo que
72
f=—F-—+C
Yy Yy
logo, a solucao geral procurada é
2
1
$3 -—+C=0
Yy Yy
EDO’s redutiveis a exactas.
7. Determine a solugao geral da EDO
.TZ .TZ

2zye ¥ =y(ae ¥ —y)

e A equacao diferencial nao é exacta

2 2
x

2xye?dx +(y - xze?)dy =0

logo
oS N2 gy = T
—— =2ze? +2xy —x—z eV # = 9z — 2%
oy Yy oz Y
No entanto
LM BN 1 G L
(—Jz 2re? 2% eV +2ze? +2% ¥
M\ 0y Oz Y Y
L
= ;- dxe?
xX
2zye Y
_2
Y

é funcao apenas de y, h(y) = 2/y, pelo que a fungao

1
_ -2/ —dy
S L i VR S
eln(y ) y2

é um factor integrante. Podemos agora determinar a solucao geral a partir do sistema
de equagoes

1‘2

. .‘1 —_—

- )M (z,y)dz + h(y) = [ — 2zye ¥ dz+h
f / Wz, y)M(z,y)dz + h(y) / 292 zye ¥ dz + h(y)
O _ ay)N@y) =S (y-2% )
oy Yy
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1‘2

f:/2yxeyd$+h(y)

9 | o
O _ )N (a,y) = —(y-az%e?)
Ay Yy
Assim
1'2 1'2
9 z
f—/—ey de +h(y)=e? +h(y)+C
Yy
pelo que
of 2y, dhiy)
oy o dy
Sendo
y o 2
-—e’ +4My) _OF N(z,y) Z%(y—xQe ")
y dy 0y y
resulta
dh(y) =~ = h(y)=Inly|+ C
dy
pelo que

Logo, a solucao geral procurada é

$2

e?+ln‘y‘+C’:0

EDO linear.

8. Determine a solugao geral da EDO

y'+1_22xy—1=0
x

e Trata-se de uma EDO linear, y' + P(z)y = Q(x), com

1-22

Pz)=—;
x
Qz) =1
A solugao geral é da forma y = u(x)v(x), com
1-2z 1 1 1

_ [ P(z)dz - dz —+2Injz ~+In(z?) —

v(z)=e [ @y =e J wt —en i =e” = ezeln(@)

1
=x"e?
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1

3 ‘l ‘l J—
u(x) = Cj((;)dm+0=/ 1d$+C’=/?e dz + C

zer
1
=e*+(C
, Ou seja
_1 1
y=(e * +C)z’er
1
= z*(1+ Ce®)

EDO'’s redutiveis a lineares.

9. Determine a solucao geral da EDO
’ g _ .’,Ey3
x

e Trata-se de uma equacao de Bernoulli, y' + P(z)y = Q(z )y,

com

3/2

Dividindo ambos os membros por y“~ resulta

! !
Y gy = e
v v’

Fazendo a substituicao de varidvel aconselhada

g = y1—3/2 _,
—o —3/2 r_ 27, — Z, — _2z/ )
A R PPN Y )
, 1 , 1 1
,resulta a ED: —22'+—2z = ﬁ S —-—2z= ——ﬁ
T 2z 2
que é uma equagdo linear em =z, z'+ P(z)z=Q(z), com P(z)= —21 e
x

Qx) = —%\/;, logo, a solugao é do tipo z = u(z)v(x) com

1 1
_ 2)dx —dzx —In(x
v(z)=e J Pl = e'/21r =e2 @ =z
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u(I)Z/.Q(x)d$+C:/—;/édx+0=—/;dx+c

v(z)

, pelo que
2 = u(z)v(z) = (_ % + CJJE

Fazendo agora a substituicao de variavel z = yl_a = y_l/ 2 , temos finalmente

Bel5ees
v #(C - z)?
10. Determine a solugao geral da equacao
y' =sec’(z) — tan(z)y + y

sabendo que y; = tan(z) é uma solugao particular.

o Trata-se de uma equacao de Riccati com

P(z) = sec’(z), Q(z) = —tan(z) e R(z) =
Conhecida a solucao particular y;, = tan(z), temos

B / )42y, R(z)) dz

_ 6/ —tan(z)+2 tan(z))dz _ 6/ tan(z)dx _ eln(sec(m))

= sec(x)
, pelo que
o p(z)
YT | Rt da
_ tan(z sec(z)
tan(e) = /sec( )dx
_ tan(z) - sec(z)

C + In(sec(x) + tan(z))

Trajectorias ortogonais.

MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

11. Determine as trajectorias ortogonais a familia de linhas
T+ y2 =Cx
e Dada a familia de linhas

2 +y?=Cx

Podemos, por derivacao
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352+y2 =Cx

2¢ + 2yy' = C
, e eliminagao da constante, determinar a ED que lhe estd associada
2 .2 2 2
+ = C —
vy x:>x2+y2:(2x+2yy')x:>y':7y x
2z +2yy’ = C 2zy
Substituindo y" por —1/y" determinamos a ED associada a familia das trajectérias
ortogonais
1y
Yy 2zy
p_ 2xy
22—y

, cuja solucao geral, dado que se trata de uma ED homogénea

xdu +udr  2zux
dx x2_u2x2
2u
T— +u=
T 1—u?
du _ 2u _2u—u+u3_u(1+u2)
dr 11—’ 1—u? 1—u?
2
1 u2 duzldac
u(l+u”) x

In(w) — In(1 + u?) = In(z) + log(Cy)

ln( v 2) = In(zCy)

1+u 5
u 4
=zC
2 2 3
1+u
u 2
SR
xC, 1
2 2 2 0
Y -1 Y o +y
2, T Ty 2 .
x°Cy x x ,
l:x2+y2 3
Cy 4
e, finalmente 5
x2+y2 =Cy

Figura M4.1

A figura M4.1 ilustra o exemplo
mostrando algumas das curvas da
familia (a azul) e as respectivas trajectérias ortogonais (a vermelho).
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Auto-Avaliacao.

MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

Linear: y' + P(z)y = Q(z)

V. Separaveis: M, (z) My(y)dx + N(x)Ny(y)dy = 0

y=u(z)v(z); v(z) = ei/ P(i)di;u(x) = Q) dz +C

v(z)

@), [N,
[ sy =©

Redutivel a Exacta

Homogénea

5o L2

N Ty - %J = g(z) f. int.: p(z,y) = e/ 9(z)dz

1 (oM ON : - [ hy)dy
2.8 — | —— === |=h(y) fint: p(z,y) =€ -
e M( E» axj (y) Lint: p(z,y) =e

= w(z,y)(M(x,y)dx + N(z,y)dy) = 0 é Exacta

y =xu; dy = xdu + udr = V. Separadas

Exacta : 0M/0y = ON/ox

f =/J\4(96,y)olﬂf:+h(y)A g; = N(z,y)

Bernoulli: y' + P(z)y = Q(z)y®

Riccati: y' = P(z) + Q(z)y + R(QU)Z/2 v Yk

’
63 - _r

=z;y Yy = = Linear em z

Substituicao: y1 - .
-

/(Q(:c)+2ykR($))d:c y = (ZL’

e o wx)
) oy [ Rt da

1.

Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais.

z + zy’
2 2
ye' +e”

1. ¢ =

3. y' —ytan(z) = sen(x)

2
5.y =" y cos(x)
y + sen(x)

2.

2.y — =

2 Z
Yy_ Y
x x

122 21‘22
4. 2zye” ¥V dx + (2z%€" Y +2)dy =0

Y 2

6. y+> =y

x

Das trajectorias ortogonais a familia de linhas 2y2 =—z> +C? determine a que passa no ponto

(-1,1).

Solucoes

Y
1.1 a,tan(y)+%1n(1 +y2)+%e_:’32 =C;12e*=In(x)+C ;1.3 y= 2

! sen?(z) + C

cos(x)
5 9 LE?’ y2 1
1.4 Y +42+C=0 ;15 ysin(z)-—+"—-+C=0 ;1.6 y=———3 2.1 y=2x’
32 z(C —x)
© Prof. José Amaral MAT M5 - 10 23-10-2007




