e Note bem, a leitura destes
apontamentos  nao dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

* Chama-sc a atencio para a
importancia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia das
solucoes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta ¢
a respostas propostas, ¢ posterior
exposicao junto do docente de
todas as davidas associadas.

Modulo

TOPICOS

EDO'’s de ordem superior a 13.

EDO'’s do tipo y(™=f(x).

EDO’s redutiveis a 12 ordem.

EDQ’s lineares de ordem n.

3. Equacoes Diferenciais de Ordem n.

3.1. EDO’s do tipo y™=f(x)

A solucao geral de uma equacao diferencial ordindria de ordem n da forma

d"y

dz"

f(z)

obtém-se fazendo n integracoes sucessivas, baixando-se em cada uma delas a ordem da ED numa
unidade e introduzindo uma constante arbitraria.

Exemplos

1. A EDO de ordem n y(4) = 24z tem como solucao geral

y(4) =24x

y" = /24xdaz +C,

= ]2352 + C]
y' = /(12332 +C))dz + Cy

241:3 +Clx+02

Yy = /(4$3 +Ciz + Cy)dx + Cy

2

=x4+01%+021:+03

2

y:/(x4+01%+02x+03)d1:+04

xT

="+
5

3

2

01%4‘02%4‘031:4‘04
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3.2. EDO’s redutiveis a 12 ordem.

A. A solucao geral de uma equacéo diferencial da forma

y" = f(z,y"Y)

obtém-se fazendo a mudanca de variavel

y "V = p(z) 5 y™ =

B. A solucéo geral de uma equacao diferencial da forma

¥ = f(y.y)
obtém-se fazendo a mudanca de variavel
’ " d
v =p) v =p
dy
Exemplos
2. A EDO de 2 ordem zy" +y' = 0 é da forma y™) = f(x,y("_l))
yl/ — _2
x
fazendo a mudanca de varidvel
n— ’ n ” d
y" N =y =p(a) sy =y =P
dx
resulta a solucao geral
dp _ _p
dx T
1 dp = - 1 dx
P x
In|p| + Injz| = In(C)
In|pa| = In(C)
‘px‘zC@pszl
@m — C]
dx
dy =C, lcla;
x
y=C,Inz| + C,
3. A EDO de 3" ordem y" = zy” é da forma y™ = f(m,y(”fl))
yl” — yf
x
fazendo a mudanca de varidvel
n— 4 n m d
g =y = p(a) 5y =y =L
dx
resulta a solucao geral
© Prof. José Amaral MAT M6 - 2 05-11-2007
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dp _p
der =
lalp = lal:c
P x
In|p| — Injz| = In(C)
In® = In(C)
x
Pocal-q
x x
d2y
— =Cz
dz® !
d7y = 0256'2 + 03
x

4. A EDO de 2" ordem 3" =1¢/' y -1 é da forma y" = f(y,y’). Fazendo a mudanca de
Yy

variavel
! 14 d
y=py);y=p2
dy
resulta
d -1
pL=p?t
dy Yy
oty
p—1
Injp -1 = Injy| + In(C)
w2~ — o)
)
p-1 =C,
)
p = ] + Cly

Dado que y' = p, temos a solucao geral

dy
=1+C
da 1Y
! dy = dx
1 + Cly

Cl’llnl +C’1y‘ =z +C,y
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3.3. EDO’s lineares de ordem n.

Uma equacao diferencial ordinaria de ordem n diz-se linear se é da forma

ay(z +a(x) S+t a, (x)-"+a,(z)y = f(z
0( )dxn 1( )dIn_l n 1( )dCC n( )y f( )
onde ay(z) # 0,a,(x), ..., a,(x) e f(z) sdo fungdes reais de varidvel real.
Uma EDO linear diz-se de coeficientes constantes, se os coeficientes ay(z),q,(z), ..., a,(x) sdo

fungdes constantes; caso contrario diz-se de coeficientes varidveis. Se f(z) =0 a EDO diz-se

homogénea; caso contrario diz-se completa.

Um conjunto, {y;(),ys(x),,y,_1(2),y,(z)}, de n solugdes de uma EDO linear homogénea de
ordem n € linearmente independente num intervalo I se o determinante Wronski,

Yy Yo o Y

Y4 Yo ot Y

w=| y{ Y2 o Y
-1 -1 -1

I R

,énao nulo Vx e I.
Solugao da equacao homogénea.

Uma EDO linear homogénea de ordem n tem sempre n solugoes, y,(z),ys(x), -, y,_1(2),y,(x),

linearmente independentes, sendo a solucao geral, y,, , da forma
U =Cip + Coyg + -+ Oy + Cyy
,onde C,,C,,---,C,_;,C, sao constantes arbitrarias.

Solugao da equagao completa.

Uma EDO linear completa de ordem 7 tem uma solucao geral da forma
Y=Y TYp

, onde y;, € a solugao geral da equacao homogénea correspondente, e y,, € uma solugao particular da

equacao completa.

Exemplos
5. A EDO linear de 2" ordem
y" + 9y = cos(3z)
é uma equacao completa a que corresponde a equacao homogénea
¥y +9% =0
Podemos verificar que y; = cos(3z) e y, =sen(3z) sdo solugdes particulares da
equacao homogénea
(cos(3z))" + 9 cos(3x)
— (3sen(3z)) + 9 cos(3z)

—9cos(3z) + 9 cos(3z)
0

0
0
0
0
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(sen(3z))" + 9sen(3z) =0
—(3cos(3z)) + 9sen(3z) =0
—9sen(3z) + 9sen(3z) =0
0=0

, sendo linearmente independentes em R, dado que o Wronskiano
cos(3x) sen(3x)
YT sen(3z) 3cos(3x)
= +3 cos(3z) cos(3z) — (-3 sen(3z) sen(3x))
= 3cos’(3z) + 3sen’(3x)
=3
é ndo nulo Vz € R . Assim sendo, a solucao geral da equacao homogénea, é
yp, = C cos(3z) + C, sen(3x)

Podemos verificar que
x

= —sen(3z

Up =g (3z)

é uma solucao particular da equacao completa

(365 Sen(3x)j + 9%5en(3x) = cos(3x)

(é sen(3z) + 3 % cos(3x)) + 9%sen(3x) = cos(3x)

é?) cos(3z) + é?) cos(3z) — 9%5611(335) + 9%sen(3x) = cos(3x)

cos(3z) = cos(3x)

c
0=0

Pelo que a solucao geral da EDO linear de 2" ordem

y" + 9y = cos(3z)

Y=YntYp

= C| cos(3z) + Cy sen(3x) + %sen(fﬂx)
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3.3.1. EDO’s lineares homogéneas de 22 ordem com coeficientes constantes.

Uma EDO linear homogénea de 2* ordem com coeficientes constantes é da forma
YV +ay +ay=0

onde a; e a, sao reais. A sua solugao geral é da forma
Yn = Cryn + Coyy

, em que C; e C, sao constantes arbitrdrias e y; e y, sao solucoes particulares linearmente
independentes.

Raizes da equacgao caracteristica.

Sendo s, e s, raizes da equagao caracteristica s2+ as+ay =0,

, temos 3 possiveis situacoes:

A. Se a12 —4ay >0, s; e sy sao raizes reais e distintas. A solucao geral da ED é da forma
yp = C e +Cye™”

B. Se a]2 —4ay =0, s, = s, é uma raiz real dupla. A solucao geral da ED é da forma
y, =C1 e + Cyxe™”

C. Se a]2 —4ay, <0, s, e s, sao raizes complexas conjugadas s;,s, = @ £ jB. A solucao geral da ED
é da forma

Y = (C cos(Bz) + Cy sen(Bz)) e™

Exemplos

6. Admitindo que uma EDO linear homogénea de 2° ordem com coeficientes
constantes

Y'+ay +ay =0
tem solugoes particulares da forma
y=e¢€

"= §%*" , pelo que

, resulta y' = se’” e y
n ’

Y +ay +ay=0

5°€°® + ays€™ + a,e® =0

(s + a5 + ay) e =0

s°+ s +ay,=0
Para que se verifique uma identidade, e portanto y = e** seja uma solucao particular
da ED, s tem de assumir os valores das raizes, s, e s, da equacao s>+ as+ay =0.

7. A EDO linear homogénea de 2* ordem com coeficientes constantes

y' -4y +3y =0
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tem como solucgoes da equagao caracteristica,

2 —4s+3=0
—ali«/af—4a2
S =
2
_4£416-12
2
=2=+1

, duas raizes reais distintas s, =3 e s, =1, pelo que a solucao geral da ED ¢
y = Ce”" + Cye™”
= e + Cye”
8. A EDO linear homogénea de 2" ordem com coeficientes constantes
Yy -6y +9y =0

tem como solucgoes da equagao caracteristica,

s —6s+9=0
- i«/a?—élaz
S:
2
_ 6+4/36 - 36
2
=3

, uma raiz real dupla s, = s, = 3, pelo que a solugao geral da ED é
y=Ce"" +Cyze™”
=" +Cyze™
9. A EDO linear homogénea de 2* ordem com coeficientes constantes
y' -4y +13y =0

tem como solucoes da equacao caracteristica,

s —4s+13=0
—ali«/af—4a2
8:
2
_4+/16-52
2
=2+ 33

, duas raizes complexas conjugadas com o =2 e [ =3, pelo que a solucdo geral da
ED é

yp, = (C} cos(Bzx) + Cysen(Bzx))e™
= (C, cos(3z) + C, sen(3z)) e*”
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3.3.2. EDO'’s lineares homogéneas de ordem n com coeficientes constantes.

Uma EDO linear homogénea de ordem n com coeficientes constantes
v ey 4,y +a,y =0

tem n solugoes, ¥;,Ys, *Y,_1,Y, » linearmente independentes, sendo a solucao geral, y,, , da forma
Y =Ciyy + Coyg ++ C iy + Gy

,onde C;,C,,---,C,,_;,C,, sao constantes arbitrarias, e sendo as n solucoes determinadas a partir
das raizes da equacao caracteristica

s" +ays"

+-+a, s+a, =0
, sendo que:

A. Por cada raiz real simples, s = s;, existe uma solucao particular do tipo

y=e
B. Por cada raiz real multipla, s = s;, de grau k, existem k solugoes particulares do tipo

s1x . _ S1T | _ 2 sz, . _ k-1 sz
=€ Yy =zel y3 =€ LY, =T e’l

C. Por cada par de raizes complexas conjugadas, s;,s, = o+ j3, existem duas solugoes particulares
do tipo

y, = cos(Bz)e™ ; y, = sen(Bzx)e™”

D. Por cada par de raizes complexas conjugadas, s;,s, = a = j3, de grau k, existem 2k solucoes
particulares do tipo

y, = cos(Bz) e ; yy = zcos(Bz)e™; y; = 22 cos(Bx)e™ ; ... ; yp =z cos(Bx)e™
Yy = sen(Bz)e™ ; yp,o = xsen(Bz)e™; ypig = z? sen(Bz)e™ ; .. 5 yop = 1 sen(Bx)e™”
Exemplos

10. A EDO linear homogénea de 10* ordem com coeficientes constantes
y19 — 155 £ 108y — 4949 11584y — 3700y + 6342y
—7826y" + 6575y" — 3325y" + 750y = 0
tem como raizes da equacao caracteristica,
s'0 — 1557 +108s" — 494s" +15845° — 37005 + 6342s"
— 78265 + 6575s° — 33255 + 750 = 0

A. duas raizes reais simples, s, =2 e s, =3, a que correspondem as solugoes
particulares:

2x _ 3z
=€ ;Y =¢€

B. uma raiz real dupla, £ =2, s34, =1 a que correspondem as solugoes particulares
T, _ T
Y3 =€ ; Yy, =€

C. um par de raizes complexas conjugadas, s;,s, =2=* 7, a que correspondem as
solucoes particulares
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ys = cos(z) e’ ; yg = sen(z)e™

D. um par de raizes complexas conjugadas duplas, k=2, s,,83,8, =(1 £ 2j)2, a
que correspondem as 2k = 4 solugoes particulares

y; = cos(2z)e” ; yg = x cos(2x)e”
yg =sen(2z)e”; y;o = xsen(2z)e”

Assim sendo, a solucao geral da EDO linear homogénea de 10* ordem com coeficientes
constantes é

yy = C1e%% + Cope® + Cge” + C ze” + Cy cos(z) e?” + Cy sen(z)e®” +
+ C- cos(2z)e” + Csx cos(2z)e” + Cysen(2z)e” + Cyyzsen(2x)e”
11. A EDO linear homogénea de 8" ordem com coeficientes constantes
y® — 2y 1 4y ® 6y 4+ 6y —6y" +4y" -2 +y =0
tem como raizes da equacao caracteristica
5% 25" +45° —65° + 65" 65" +4s* ~25+1=0

uma raiz real dupla, k=2, 5,5 =1 a que correspondem as solugoes particulares

Yy =€ yp =ze”

e um par de raizes complexas conjugadas triplas, k=3, s,,8,53,54,55,5 = (£7)°, a
que correspondem as 2k = 6 solucdes particulares, com aa=0 e B =1, temos entéo

ys = cos(Bz)e™ = cos(z)

y, = z cos(Bzx)e™” = zcos(x)
ys = 2” cos(Bz)e™ =z cos(z)
Y = sen(Bz)e™ = sen(z)

¥ = zsen(x)

y; = xzsen(Bz)e”
ys = 2% sen(Bz) e = z% sen(z)

Logo, a solucdo geral da EDO linear homogénea de 8" ordem com coeficientes
constantes é

y, = C,e” + Coyze” + Cy cos(z) + Cyz cos(z) + Csz” cos(x) +

+ Cg sen(z) + Cra sen(z) + Cgz? sen(z)
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3.3.3. EDO’s lineares completas com coeficientes contantes.

Uma EDO linear completa de ordem n
-1 ’
y(n) + aly(n ) by a,_1y +a,y = f(x)
tem uma solucao geral da forma
Y=Y tYp

,onde y;, é a solugao geral da equagao homogénea correspondente, determinada conforme visto nas
secgoes anteriores, e y, € uma solugao particular da equacao completa a determinar segundo o

método das constantes arbitrarias ou o método dos coeficientes indeterminados.

Dada uma EDO linear completa de ordem n da forma

n=l) Ly a,_1y +a,y = f(z)+ g(z)

™+ aly(
, e sendo y,; uma solugao particular de y(") + aly("_l) +ota, Yy +a,y = flx) e Ypo uma solugao
particular de y™ + a]y(”fl) +eta, 1y +a,y = g(r) entdo y, =y, + 1y, € uma solucio particular

da equagao original (principio da sobreposicao de solugoes).

Método das constantes arbitrarias.

E um método geral aplicdvel quer a ED’s de coeficientes constantes quer a ED’s de coeficientes
variaveis. Conhecida a solucao geral da equacao homogénea

Y =Cy + Coyp +--+Cp 1y, + Oy,
determina-se uma solucao particular da equacao completa da forma
y, =C @)y + Co@)yy + -+ + Cp 1 (T)yoy + Cp ()Y,
resolvendo o sistema de equacoes
Cry; + Cyyg + -+ Cry, =0
Ciyi + Cyyg + -+ Cy, =0
Cryi + Cyyg + -+ Cryy, =0

Cray"™ 2+ Chgy"™) ok Cyt™) =0
Ciyi" ™V + Cpt Y o Oy Y = f(2)

n

de modo a determinar Cj(x),C%(z),---,C,,(z), e obtendo C,(z),Cy(z),---,C,, () por primitivagao.

Método dos coeficientes indeterminados.

O método dos coeficientes indeterminados, quando aplicdvel, é mais rapido que o método geral. E um
método aplicavel apenas a ED de coeficientes constantes em que o segundo membro seja da forma

f(z) = P(x)e™ cos(Bz) + Q(z)e™ sen(Bzx)
,em que P(z) e Q(z) sao polinémios. Conhecida a solugao geral da equagdo homogénea
Y = Oy + Coyp +--+Cp 1y + Oy,

determina-se uma solucao particular da equagao completa da forma:
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1. Se a+ jB nao é raiz da equacao caracteristica

y, = R(x)e™” cos(Bz) + S(x)e™ sen(B)

2. Se a+ jB é raiz da equacao caracteristica, de grau de multiplicidade k

Y, = z" (R(:c) e™ cos(Bx) + S(x)e™” Sen(,Bx))

Em qualquer dos casos R(z) e S(z) sao polinémios, de coeficientes indeterminados, de grau igual

ao maior dos graus de P(z) e Q(r) . Encontrada y, os coeficientes de R(zr) e S(x) sao

determinados a partir da substituigao de y,, na ED original.

Exemplos

X
12. A EDO linear completa de 2* ordem e coeficientes constantes y" — 2y’ +y = .
x

tem como equacao homogénea
Y =2y +y =0

cujas solucoes da equacao caracteristica,

-25+1=0
—ay i«/a%—4a2
o 2
_2+44-4
2
=1

, sao uma raiz real dupla s; = sy =1, pelo que a solucao geral da equa¢ao homogénea
é
Yp = Ciyy +Ca g

=C e + Cyze™

=Cie" +Cyze”
Assim sendo, podemos determinar uma solucao particular da equagao completa

p = Ci(@)y + Ca(x)y,

, pelo método das constantes arbitrdrias, resolvendo o sistema de equacoes

{Ci( z)y; + Cy(z)yp =0
Ci(z)y) + Cy(z)ys = f(z)

Cie" +Chze” =0
T
Cie” +C5 (e’ +ze”) = <
x

<

-Ciz+Cy(1+x)=—

1
x T

{C{ -Chx Ci=-Ciz
i
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pelo que
C,= /— ldx = —x

Cy= /;dac = Inz|

Fica assim determinada uma solucao particular da equacao completa
Yp = C1(@)yy + Co(2) Y,
=—ze” +Inz|ze”
Pelo que a solugao geral da equacao completa é
Y=Yn+Yy
=Ce" +Cyze” —ze’ +zlnjz|e”
=(C, +Cyz—z+znjz))e”

13. A EDO linear completa de 2* ordem e coeficientes constantes

y" =By’ + 6y = Tze®® tem como equacao homogénea
y" =5y +6y =0

cujas solucoes da equacao caracteristica,

s2—Bs+6=0
-a * a12—4a2
S =
2
5425 -24
2
R
2

, sao duas raizes reais distintas s; =3 e sy =2, pelo que a solugao geral da equacao
homogénea é

Y =Ciy +Ca g
= Ce" + Cye™”
= Ce* + Cy e
Dado que
f(z) = Tze™
¢ da forma
f(z) = P(z)e™ cos(Bz) + Q(z) ™ sen(Bz)

, com P(x)=Tzx, a=2, e =0, podemos recorrer ao método dos coe ficientes

indeterminados para determinar uma solucao particular da equacao completa.

Assim, sabemos que a solucao € do tipo
Yy, = $k<R(x) e*” cos(Bz) + S(z)e™ sen(Bx))

= zR(z)e*
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em que R(z) é um polindmio de coeficientes indeterminados de grau igual a P(z) ,

ou seja
y, =z (Az + B)e*”

= (Az? + Bz)e*”
Podemos agora determinar os coeficientes A e B a partir da substitui¢ao de y, na
equacao diferencial. Sendo

= 24z + B) e + 2(Az? + Bx)e™
= (242% + (24 + 2B)z + B)e™®
= (4Az + (2A + 2B))e** + 2(2Az? + (24 + 2B)z + B)e™®
= (4A2® + (8A +4B)x + 2A + 4B)e™

temos
y" — by’ + 6y = Tze™®
4Az? +(8A +4B)x + 2A+ 4B - 5(24z% + (2A + 2B)z + B) + 6(Az* + Bz) =
2A-2Ax-B="Tzx
pelo que
A=-7/2 A=-7/2
{2A—B:O©{ B=-7
logo A=-3.5 e B =-7, pelo que a solucao particular procurada é
= (Az? + Bz)e™®
= —3.5¢* (z* + 2z)
e a solucao geral da equacao completa é
Y=Yn+Yp
=% + O,y e** —3.5e* (2 + 2x)
=™ +(Cy - 3.5z —Tx)e*

Se optassemos pelo método das constantes arbitraria teriamos

{Ci( z)yy + Cy(z)yp =0
Ci(z)y) + Cy(z)ys = f(z)

3x 2x 3x _ ' 2
o Cl e + 02 e = O Cl 02
Cq Txe®

13e3" + Ch2e’ = - 3C, 62$ + Ch2e* = Tze®”

<

{C’ -Che™ {C{ =Tze ™"
<=

Cy =Tz Cy =-Tx
pelo que
C,= 7/xe_zdx =—Tze * —Te ™
Cy = —7/xdx = —3.52°
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Fica assim determinada uma solucao particular da equagao completa
Y, = Ci(@)y; + Cy(z) s
= (~Tze ™ —Te ™)™ — 3.50%%
= —Tze™ —7e* — 3552
= -3.5¢*" <x2 +22 + 2)
e a solucao geral da equacao completa é
Y=Ynt+tYp
= Ce% + Cye® —3.5e% (2% + 2z + 2)
= C,e* + (Cy - 3.52% — Tz — T)e*”
= Ce* + (C3 - 3.5z% — Tx)e*”

igual a encontrada anteriormente.
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