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3. Equações Diferenciais de Ordem n. 

3.1. EDO’s do tipo y(n)=f(x)  

A solução geral de uma equação diferencial ordinária de ordem n  da forma 

)(xf
dx

yd
n

n

=  

obtém-se fazendo n  integrações sucessivas, baixando-se em cada uma delas a ordem da ED numa 
unidade e introduzindo uma constante arbitrária. 

Exemplos 

1. A EDO de ordem n  xy 24
)4(
=  tem como solução geral 
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T Ó P I C O S  

 EDO’s de ordem superior à 1ª. 

  EDO’s do tipo y(n)=f(x). 

  EDO’s redutíveis à 1ª ordem. 

  EDO’s lineares de ordem n. 

 

 

�

Módulo 6
• Note bem, a leitura destes 
apontamentos  não dispensa de 
modo algum a leitura atenta da 
bibliografia principal da cadeira 
 
• Chama-se à atenção para a 
importância do trabalho pessoal a 
realizar pelo aluno resolvendo os 
problemas apresentados na 
bibliografia, sem consulta prévia das 
soluções propostas, análise 
comparativa entre as suas resposta e 
a respostas propostas, e posterior 
exposição junto do docente de 
todas as dúvidas associadas. 
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3.2. EDO’s redutíveis à 1ª ordem. 

A. A solução geral de uma equação diferencial da forma 

),( )1()( −

=
nn

yxfy  

obtém-se fazendo a mudança de variável 

)()1(
xpy

n

=
−  ; 

dx

dp
y

n

=
)(  

B. A solução geral de uma equação diferencial da forma 

),( yyfy ′=′′  

obtém-se fazendo a mudança de variável 

)(ypy =′  ; 
dy

dp
py =′′  

Exemplos 

2. A EDO de 2a ordem 0=′+′′ yyx  é da forma ),( )1()( −

=
nn

yxfy  

x

y
y

′
−=′′   

fazendo a mudança de variável 
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n

=′=
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dp
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n
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)(  

resulta a solução geral 
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3. A EDO de 3a ordem yxy ′′′=′′  é da forma ),( )1()( −

=
nn

yxfy  

x

y
y

′′
=′′′   

fazendo a mudança de variável 

)()1(
xpyy

n

=′′=
−  ; 

dx

dp
yy
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=′′′=
)(  

resulta a solução geral 
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4. A EDO de 2a ordem 
y

y
yy

1−′
′=′′  é da forma ),( yyfy ′=′′ . Fazendo a mudança de 

variável 
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Dado que py =′ , temos a solução geral 
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3.3. EDO’s lineares de ordem n. 

Uma equação diferencial ordinária de ordem n  diz-se linear se é da forma 

)()()()()(
11

1

10
xfyxa

dx

dy
xa

dx
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xa

dx

yd
xa

nn
n

n

n

n

=++++
−
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−

L  

onde 0)(
0

≠xa , )(
1
xa , ..., )(xa

n
 e )(xf  são funções reais de variável real. 

Uma EDO linear diz-se de coeficientes constantes, se os coeficientes )(
0
xa , )(

1
xa , ..., )(xa

n
 são 

funções constantes; caso contrário diz-se de coeficientes variáveis. Se 0)( =xf  a EDO diz-se 
homogénea; caso contrário diz-se completa. 

Um conjunto, { })(),(,),(),(
121

xyxyxyxy
nn−

L , de n  soluções de uma EDO linear homogénea de 
ordem n  é linearmente independente num intervalo I  se o determinante Wronski, 
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, é não nulo Ix ∈∀ . 

Solução da equação homogénea. 

Uma EDO linear homogénea de ordem n  tem sempre n  soluções, )(),(,),(),(
121

xyxyxyxy
nn−

L , 

linearmente independentes, sendo a solução geral, hy , da forma 

nnnnh yCyCyCyCy ++++=
−− 112211

L  

, onde 
nn

CCCC ,,,,
121 −

L  são constantes arbitrárias. 

Solução da equação completa. 

Uma EDO linear completa de ordem n  tem uma solução geral da forma 

ph yyy +=  

, onde hy  é a solução geral da equação homogénea correspondente, e 
p

y  é uma solução particular da 

equação completa. 

Exemplos 

5. A EDO linear de 2a ordem 

)3cos(9 xyy =+′′  

é uma equação completa a que corresponde a equação homogénea  

09 =+′′ yy  

Podemos verificar que )3cos(
1

xy =  e )3sen(
2

xy =  são soluções particulares da 
equação homogénea 
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, sendo linearmente independentes em R , dado que o Wronskiano 
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é não nulo R∈∀x . Assim sendo, a solução geral da equação homogénea é 

)3sen()3cos(
21
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Podemos verificar que 
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Pelo que a solução geral da EDO linear de 2a ordem 

)3cos(9 xyy =+′′  

é 

)3sen(
6

)3sen()3cos(
21

x
x
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3.3.1. EDO’s lineares homogéneas de 2ª ordem com coeficientes constantes. 

Uma EDO linear homogénea de 2a ordem com coeficientes constantes é da forma 

0
21

=+′+′′ yayay  

onde 
1
a  e 

2
a  são reais. A sua solução geral é da forma 

2211
yCyCyh +=  

, em que 
1

C  e 
2

C  são constantes arbitrárias e 
1
y  e 

2
y  são soluções particulares linearmente 

independentes. 

Raízes da equação característica. 

Sendo 
1
s  e 

2
s  raízes da equação característica 0

21

2
=++ asas , 

2

4
,

2

2

11

21

aaa

ss

−±−
=  

, temos 3 possíveis situações: 

A. Se 04
2

2

1
>− aa , 

1
s  e 

2
s  são raízes reais e distintas. A solução geral da ED é da forma 

xsxs

h eCeCy 21

21
+=  

B. Se 04
2

2

1
=− aa , 

21
ss =  é uma raiz real dupla. A solução geral da ED é da forma 

xsxs

h exCeCy 21

21
+=  

C. Se 04
2

2

1
<− aa , 

1
s  e 

2
s  são raízes complexas conjugadas β±α= jss

21
, . A solução geral da ED 

é da forma 

x

h exCxCy
αβ+β= ))sen()cos((

21
 

Exemplos 

6. Admitindo que uma EDO linear homogénea de 2a ordem com coeficientes 
constantes 

0
21

=+′+′′ yayay  

tem soluções particulares da forma 

sx

ey =  

, resulta sx

sey =′  e sx

esy
2

=′′ , pelo que 
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Para que se verifique uma identidade, e portanto sx

ey =  seja uma solução particular 

da ED, s  tem de assumir os valores das raízes, 
1
s  e 

2
s  da equação 0

21

2
=++ asas . 

7. A EDO linear homogénea de 2a ordem com coeficientes constantes 

034 =+′−′′ yyy  
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tem como soluções da equação característica, 
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, duas raízes reais distintas 3
1
=s  e 1

2
=s , pelo que a solução geral da ED é 
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8. A EDO linear homogénea de 2a ordem com coeficientes constantes 

096 =+′−′′ yyy  

tem como soluções da equação característica, 
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, uma raiz real dupla 3
21
== ss , pelo que a solução geral da ED é 
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9. A EDO linear homogénea de 2a ordem com coeficientes constantes 

0134 =+′−′′ yyy  

tem como soluções da equação característica, 

32

2

52164

2

4

0134

2

2

11

2

j

aaa
s

ss

±=

−±
=

−±−
=

=+−

 

, duas raízes complexas conjugadas com 2=α  e 3=β , pelo que a solução geral da 
ED é 

x

x

h

exCxC

exCxCy

2

21

21

))3sen()3cos((

))sen()cos((

+=

β+β= α
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3.3.2. EDO’s lineares homogéneas de ordem n com coeficientes constantes. 

Uma EDO linear homogénea de ordem n  com coeficientes constantes 

01
)1(

1
)(

=+′+++
−

−

yayayay
nn

nn

L  

tem n  soluções, 
nn

yyyy ,,,,
121 −

L , linearmente independentes, sendo a solução geral, hy , da forma 

nnnnh yCyCyCyCy ++++=
−− 112211

L  

, onde 
nn

CCCC ,,,,
121 −

L  são constantes arbitrárias, e sendo as n  soluções determinadas a partir 
das raízes da equação característica 

0
1

1

1
=++++

−

−

nn

nn

asasas L  

, sendo que: 

A. Por cada raiz real simples, 
1
ss = , existe uma solução particular do tipo 

xs

ey 1
=  

B. Por cada raiz real múltipla, 
1
ss = , de grau k , existem k  soluções particulares do tipo 

xs

ey 1

1
= ; xs

exy 1

2
= ; xs

exy 12

3
= ; ... ; xsk

k exy 11−
=  

C. Por cada par de raízes complexas conjugadas, β±α= jss
21

, , existem duas soluções particulares 
do tipo 

x

exy
αβ= )cos(

1
 ; x

exy
αβ= )sen(

2
 

D. Por cada par de raízes complexas conjugadas, β±α= jss
21

, , de grau k , existem k2  soluções 
particulares do tipo 

x

exy
αβ= )cos(

1
 ; x

exxy
αβ= )cos(

2
; x

exxy
αβ= )cos(2

3 ; ... ; xk

k exxy
α− β= )cos(1  

x

k exy
α

+
β= )sen(

1
 ; x

k exxy
α

+
β= )sen(

2
; x

k exxy
α

+
β= )sen(2

3 ; ... ; xk

k exxy
α− β= )sen(1

2  

Exemplos 

10. A EDO linear homogénea de 10a ordem com coeficientes constantes 

0750332565757826

63423700158449410815
)4()5()6()7()8()9()10(

=+′−′′+′′′−

+−+−+−

yyyy

yyyyyyy
 

tem como raízes da equação característica, 

0750332565757826

63423700158449410815

23

45678910

=+−+−

+−+−+−

sss

sssssss

 

A. duas raízes reais simples, 2
1
=s  e 3

2
=s , a que correspondem as soluções 

particulares:  

x

ey
2

1 =  ; x

ey
3

2 =  

B. uma raiz real dupla, 2=k , 14,3 =s  a que correspondem as soluções particulares 

x

ey =
3

; x

exy =4  

C. um par de raízes complexas conjugadas, jss ±= 2,
21

, a que correspondem as 
soluções particulares 
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x

exy
2

5 )cos(= ; x

exy
2

6 )sen(=  

D. um par de raízes complexas conjugadas duplas, 2=k , 2

4321 )21(,,, jssss ±= , a 
que correspondem as 42 =k  soluções particulares 

x

exy )2cos(7 = ; x

exxy )2cos(
8
=  

x

exy )2sen(9 = ;  x

exxy )2sen(10 =  

Assim sendo, a solução geral da EDO linear homogénea de 10a ordem com coeficientes 
constantes é  

++++++=
xxxxxx

h exCexCxeCeCeCeCy
2

6

2

543

3

2

2

1 )sen()cos(  

xxxx

exxCexCexxCexC )2sen()2sen()2cos()2cos( 10987 ++++  

11. A EDO linear homogénea de 8a ordem com coeficientes constantes 

02466642
)4()5()6()7()8(

=+′−′′+′′′−+−+− yyyyyyyyy  

tem como raízes da equação característica 

012466642
2345678

=+−+−+−+− ssssssss  

uma raiz real dupla, 2=k , 12,1 =s  a que correspondem as soluções particulares 

x

ey =
1

; x

exy =
2

 

e um par de raízes complexas conjugadas triplas, 3=k , 3

654321 )(,,,,, jssssss ±= , a 
que correspondem as 62 =k  soluções particulares, com 0=α  e 1=β , temos então 

)cos()cos(
3

xexy
x =β= α   

)cos()cos(
4

xxexxy
x =β= α  

)cos()cos( 22

5 xxexxy
x =β= α  

)sen()sen(
6

xexy
x =β= α  

)sen()sen(
7

xxexxy
x =β= α  

)sen()sen( 22

8 xxexxy
x =β= α  

Logo, a solução geral da EDO linear homogénea de 8a ordem com coeficientes 
constantes é  

)sen()sen()sen(

)cos()cos()cos(

2

876

2

54321

xxCxxCxC

xxCxxCxCxeCeCy
xx

h

+++

+++++=

 



E Q U A Ç Õ E S  D I F E R E N C I A I S   M A T E M Á T I C A  A P L I C A D A  –  T U R M A  L T 2 2 D  

 

 Prof. José Amaral    MAT M6 - 10 05-11-2007  

3.3.3. EDO’s lineares completas com coeficientes contantes. 

Uma EDO linear completa de ordem n   

)(1
)1(

1
)(

xfyayayay
nn

nn

=+′+++
−

−

L  

tem uma solução geral da forma 

ph yyy +=  

, onde hy  é a solução geral da equação homogénea correspondente, determinada conforme visto nas 

secções anteriores, e 
p

y  é uma solução particular da equação completa a determinar segundo o 

método das constantes arbitrárias ou o método dos coeficientes indeterminados. 

Dada uma EDO linear completa de ordem n  da forma 

)()(1
)1(

1
)(

xgxfyayayay
nn

nn

+=+′+++
−

−

L  

, e sendo 
1p

y  uma solução particular de )(1
)1(

1
)(

xfyayayay
nn

nn

=+′+++
−

−

L  e 
2p

y  uma solução 

particular de )(1
)1(

1
)(

xgyayayay
nn

nn

=+′+++
−

−

L  então 
21 ppp

yyy +=  é uma solução particular 

da equação original (princípio da sobreposição de soluções). 

Método das constantes arbitrárias. 

É um método geral aplicável quer a ED’s de coeficientes constantes quer a ED’s de coeficientes 
variáveis. Conhecida a solução geral da equação homogénea 

nnnnh yCyCyCyCy ++++=
−− 112211

L  

determina-se uma solução particular da equação completa da forma 

nnnnp
yxCyxCyxCyxCy )()()()(

112211
++++=

−−
L  

resolvendo o sistema de equações 
















=′++′+′

=′++′+′

=′′′++′′′+′′′

=′′++′′+′′

=′++′+′

−−−

−−−

)(

0

0

0

0

)1()1(
22

)1(
11

)2()2(
22

)2(
11

2211

2211

2211

xfyCyCyC

yCyCyC

yCyCyC

yCyCyC

yCyCyC

n

nn

nn

n

nn

nn

nn

nn

nn

L

L

MM

L

L

L

 

de modo a determinar )(,),(),(
21

xCxCxC
n
′′′ L , e obtendo )(,),(),(

21
xCxCxC

n
L  por primitivação. 

Método dos coeficientes indeterminados. 

O método dos coeficientes indeterminados, quando aplicável, é mais rápido que o método geral. É um 
método aplicável apenas a ED de coeficientes constantes em que o segundo membro seja da forma 

)sen()()cos()()( xexQxexPxf
xx β+β= αα  

, em que )(xP  e )(xQ  são polinómios. Conhecida a solução geral da equação homogénea 

nnnnh yCyCyCyCy ++++=
−− 112211

L  

determina-se uma solução particular da equação completa da forma: 
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1. Se β+α j  não é raiz da equação característica 

)sen()()cos()( xexSxexRy
xx

p
β+β=

αα  

2. Se β+α j  é raiz da equação característica, de grau de multiplicidade k  

( ))sen()()cos()( xexSxexRxy
xxk

p β+β=
αα  

Em qualquer dos casos )(xR  e )(xS  são polinómios, de coeficientes indeterminados, de grau igual 

ao maior dos graus de )(xP  e )(xQ . Encontrada 
p

y  os coeficientes de )(xR  e )(xS são 

determinados a partir da substituição de 
p

y  na ED original. 

Exemplos 

12. A EDO linear completa de 2a ordem e coeficientes constantes 
x

e
yyy

x

=+′−′′ 2  

tem como equação homogénea 

02 =+′−′′ yyy  

cujas soluções da equação característica, 

1

2

442

2

4

012

2

2

11

2

=

−±
=

−±−

=

=+−

aaa

s

ss

 

, são uma raiz real dupla 1
21
== ss , pelo que a solução geral da equação homogénea 

é 

xx

xsxs

h

exCeC

exCeC

yCyCy

21

21

2211

21

+=

+=

+=

 

Assim sendo, podemos determinar uma solução particular da equação completa 

2211
)()( yxCyxCy

p
+=  

, pelo método das constantes arbitrárias, resolvendo o sistema de equações 





=′′+′′

=′+′

)()()(

0)()(

2211

2211

xfyxCyxC

yxCyxC
 









=+′+′

=′+′
⇔

x

e
xeeCeC

xeCeC

x

xxx

xx

)(

0

21

21

 







=+′+′

′−=′
⇔

x
xCC

xCC

1
)1(

21

21







=+′+′−

′−=′
⇔

x
xCxC

xCC

1
)1(

22

21

 







=′

′−=′
⇔

x
C

xCC

1

2

21







=′

−=′
⇔

x
C

C

1

1

2

1
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pelo que 









==

−=−=

∫
∫

xdx
x

C

xdxC

ln
1

1

2

1

 

Fica assim determinada uma solução particular da equação completa 

xx

p

xexex

yxCyxCy

ln

)()(
2211

+−=

+=

 

Pelo que a solução geral da equação completa é 

x

xxxx

ph

exxxxCC

exxexxeCeC

yyy

)ln(

ln

21

21

+−+=

+−+=

+=

 

13. A EDO linear completa de 2a ordem e coeficientes constantes 
x

xeyyy
2

765 =+′−′′  tem como equação homogénea 

065 =+′−′′ yyy  

cujas soluções da equação característica, 

2

15

2

24255

2

4

065

2

2

11

2

±
=

−±
=

−±−
=

=+−

aaa

s

ss

 

, são duas raízes reais distintas 3
1
=s  e 2

2
=s , pelo que a solução geral da equação 

homogénea é 

xx

xsxs

h

eCeC

eCeC

yCyCy

2

2

3

1

21

2211

21

+=

+=

+=

 

Dado que 

x

xexf
27)( =  

é da forma 

)sen()()cos()()( xexQxexPxf
xx β+β= αα  

, com xxP 7)( = , 2=α , e 0=β , podemos recorrer ao método dos coeficientes 

indeterminados para determinar uma solução particular da equação completa. 

Assim, sabemos que a solução é do tipo 

( )
x

xxk
p

exxR

xexSxexRxy

2)(

)sen()()cos()(

=

β+β= αα
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em que )(xR é um polinómio de coeficientes indeterminados de grau igual a )(xP , 
ou seja 

x

x

p

eBxAx

eBAxxy

22

2

)(

)(

+=

+=

 

Podemos agora determinar os coeficientes A  e B  a partir da substituição de 
p

y  na 

equação diferencial. Sendo 

x

xx

p

x

xx

p

eBAxBAAx

eBxBAAxeBAAxy

eBxBAAx

eBxAxeBAxy

22

222

22

222

)42)48(4(

))22(2(2))22(4(

))22(2(

)(2)2(

++++=

++++++=′′

+++=

+++=′

 

temos 

xBAxA

xBxAxBxBAAxBAxBAAx

xeyyy x

722

7)(6))22(2(542)48(4

765

222

2

=−−

=+++++−++++

=+′−′′

 

pelo que 





=−

−=

02

27

BA

A





−=

−=
⇔

7

27

B

A
 

logo 5.3−=A  e 7−=B , pelo que a solução particular procurada é 

)2(5.3

)(

22

22

xxe

eBxAxy

x

x

p

+−=

+=

 

e a solução geral da equação completa é 

xx

xxx

ph

exxCeC

xxeeCeC

yyy

22

2

3

1

222

2

3

1

)75.3(

)2(5.3

−−+=

+−+=

+=

 

 

Se optássemos pelo método das constantes arbitrária teríamos 





=′′+′′

=′+′

)()()(

0)()(

2211

2211

xfyxCyxC

yxCyxC
 




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⇔
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2

3

1

2
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

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⇔
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xeeCeC
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2

2

2

2
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





=′−

′−=′
⇔

−

xC

eCC
x

72

21







−=′

=′
⇔

−

xC

exC
x

7

7

2

1  

pelo que 








−=−=

−−==

∫
∫

−−−

2

2

1

5.37

777

xdxxC

exedxexC
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Fica assim determinada uma solução particular da equação completa 

( )225.3

5.377

5.3)77(

)()(

22

2222

223

2211

++−=

−−−=

−−−=

+=

−−

xxe

exexe

exeexe

yxCyxCy

x

xxx

xxxx

p

 

e a solução geral da equação completa é 

xx

xx

xxx

ph

exxCeC

exxCeC

xxeeCeC

yyy

22

3

3

1

22

2

3

1

222

2

3

1

)75.3(

)775.3(

)22(5.3

−−+=

−−−+=

++−+=

+=

 

igual à encontrada anteriormente. 

 


