e Note bem, a leitura destes
apontamentos  nao dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

* Chama-sc a atencio para a
importancia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os

problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia das
solucoes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta ¢
a respostas propostas, ¢ posterior
exposicao junto do docente de
todas as davidas associadas.

Exercicios.

EDO'’s do tipo y™=f(x)

Modulo

TOPICOS

Exercicios sobre EDO’s de ordem n.

1. Determine a solucao geral da EDO

yl” —x

"= cos(xj
Y 2

e Tratase de uma EDO da forma y™ = f(z)

ol

"=+ COS(xj
Y 2
= /xd:z: + /Cos(gjdx +C

n

2
z
— + 2sen|
2

2

353

— —4cos

2
=— —8sen

24

g
/%dm+/2sen
;

/i)dx - /4cos("2”jdm + / Czdz + /Cqu; 10,

3

xj+01
xj+Clx +C,

2
xj+01x2+02x+03

X
(Qde + / Cydz + Cy
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EDO'’s redutiveis a 12 ordem.

MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

2. Determine a solucao geral da EDO

zy" —y'(In(y') - In(z)) =0

= f(xa y(n—l))

e Trata-se de uma EDO da forma y(")

v _ y'(In(y') —In(z))

x

. X f -1
Assim, procedendo & mudanca de varidvel y\"

y=p
y” — pl
, temos

+ _ p(In(p) - In(z))

p:
x

dp _p lnm
dx =z T

Trata-se de uma EDO homogénea, pelo que, procedendo a mudanca de varidvel

p =xu , e, portanto, dp = xdu + udz , temos

o pn(p) = In(z)

dp _p, (p

— ==1In
dr =«

zdu + udr U N acuj

dx T T

xﬁJru:u]n(u)
x;lZ:uln(u)—u
1 _1

(u) 1

!
/ (u’ls / de + C,

ln‘ln(u)— 1 - ln‘x‘ =

¢
W) =1]_ In|Cy
x
In(u) -1 - ¢,
x
In(u)=2Cy + 1
_ xzCy+1
u=e
p xCy+1
x
y/ =z zCy+1
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y — /ICCL‘CZ-Fldm
_ 50’022— 1 zcya1 C,
Gy
3. Determine a solucao geral da EDO
yyll — 2(yl)2 _ 2yl

e Trata-se de uma EDO da forma y" = f(y,y')

" 2 n2 _ 2 !
Y = W) -2y
Yy
. \ * 7 ’ " dp
Assim, procedendo & mudanca de variavel y' = p(y) ; y" =p d—:
Yy
y=p
n pp/
, temos
, 2p® -2
pp' =T —7F
Yy
dp _2p*-2p
dy y
dp _ (p-1)=
dy Y
g2,
p-1 y

/p]—] p:/;dy+01

In|p — 1] = 2Injy| + C;

]np_21 = In(C,)
Yy
p—1=Cyy
y’:CZy2+1
dy 2
—=Cy +1
de 2Y
! dy = dx
1+ Cyy?
1
dy= [du+C
/1+02y2 Y ’
Larctaun(y Cy)=x+Cy
e

1
= atan(clc2 + xCl)
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EDO's lineares homogéneas de 22 ordem com coeficientes constantes.

4. Determine a solucao geral da EDO
Yy +3y'+2y=0
e A EDO tem como solucoes da equacao caracteristica,

2 +35+2=0

2
_ali aq —4a2

2
_—=3+49-8
=31
2
, duas raizes reais distintas s, = -2 e sy = —1, pelo que a solu¢ao geral da ED ¢

y = Cie™" + Coe™
=Cle? + Cye™®
5. Determine a solugao geral da EDO
Yy -4y +4y=0

e A EDO tem como solucoes da equacao caracteristica,

2 —4s+4=0
—a, ++/al - 4a,
S =
2
_4£416-16
2
=2

uma raiz real dupla s; = s, = 2, pelo que a solucao geral da ED €
) p 1 2 , Pelo g Gao g
y=Cie"" + Cyze’”
= C1e* + Cyxe™
6. Determine a solugao geral da EDO
YV +2y+3y=0
e A EDO tem como solucoes da equacao caracteristica,

s2+25+3=0

—ay tofaf —day -9+ 412

2 2
=-1+j2

, duas raizes complexas conjugadas com a=-1 e 3= 2 , pelo que a solucao geral
da ED é

S =

Y = (C) cos(Bz) + Cy sen(Bz)) e™
= (C, cos(-/2z) + Cy sen(-/2z)) e
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EDO'’s lineares homogéneas de ordem n com coeficientes constantes.

7. Determine a solucao geral da EDO
y(5) _ 4ym -0
e A EDO tem como solucoes da equacao caracteristica,

s" =453 =0
P(?=4)=0=>5=0vs=142
uma raiz real tripla, £ =3, 5,93 =0 a que correspondem as solugoes particulares

Ox =1 Ox 2 Ox 2

Y =e ;Yp=TE =T ;Y3=x€ =%

, € duas raizes reais simples, s, =2 e sy =-2, a que correspondem as solugoes
particulares:

2x

. _ 2z
Yy =¢€¢ Ys=¢€

Assim sendo, a solucao geral da EDO linear homogénea de 5* ordem com coeficientes
constantes é

Yn = Cl + sz + 033(:2 + 04621‘ + 05 €_2z

8. Determine a solucao geral da EDO
y b 42"y =0
e A EDO tem como solucoes da equacgao caracteristica,
st+2s241=0
(s°+1P2 =0=>s=1j
um par de raizes complexas conjugadas duplas, k=2, s,5,53,5 ==%j, a que
correspondem as 2k = 4 solugoes particulares. Com aa=0 e 8 =1 temos
y; = cos(1z) e’ = cos(x) ; yp = z cos(1z) e’ = x cos(x)

T

yo = sen(1z)e’ = sen(z); y,o = zsen(1z)e’® = zsen(x)

Assim sendo, a solucéo geral da EDO linear homogénea de 4" ordem com coeficientes
constantes é

yp, = C] cos(x) + Cyz cos(x) + C; sen(z) + Cyx sen(z)
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EDO'’s lineares completas com coeficientes constantes.

9. Determine a solucao geral da EDO

yﬂ + y/ — $2€$

e A EDO linear completa de 2° ordem e coeficientes constantes tem como equacao
homogénea
yl/ + yl — 0
cujas solucoes da equacao caracteristica,

+5=0

s(s+1)=0=>s=0vs=-1

, sao duas raizes reais distintas s; =0 e sy = -1, pelo que a solugao geral da equacao
homogénea é

Yn = Ciyr + oy
= Ce”" + Cye™”
=C+Che™
Dado que
fl@)=a’e”
é da forma

f(z) = P(z)e™ cos(Bz) + Q(z) ™ sen(Bz)

2

, com P(z)=z", a=1, e B =0, podemos recorrer ao método dos coe ficientes

indeterminados para determinar uma solucao particular da equacao completa.
Assim, sabemos que a solucéo é do tipo
y, = R(z)e™ cos(Bz) + S(z)e™ sen(Bx)
= R(z)e”

em que R(z) é um polinémio de coeficientes indeterminados de grau igual a P(z) ,

ou seja
Y, = (Az* + Bz + C)€”

Podemos agora determinar os coeficientes A, B e C a partir da substituicao de y,
na equacao diferencial. Sendo
Y, =24z + B)e® + (Az*> + Bz + C)e”
= (Az® + (24 + Bz + (B +C))e”
y) = (2Az + B+ 24)e” + (Az* + (2A + B)z + (B + C))e”
= (A2’ + (4A+ B)z + (2A + 2B + C))e”

temos

y// T y/ — xZex

24z° + (6A + 2B)z + (2A + 3B + 2C) = *
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pelo que
2A =1 A=1/2
6A+2B=0 =B =-3/2
2A+3B+2C =0 C=7/4

, assim a solucao particular procurada é

Y, = (Az? + Bz + C)€”

(1 5 3 7) -
=|l—-x——x+—|e
2 27 4

, € a solucao geral da equacao completa é

Y=Yn+Yy

Se optassemos pelo método das constantes arbitrdria teriamos

y1=1=9y=0

pelo que
C, = /xz e"dr = (z° — 2z + 2)e”
Cy= /— 2% e do = —31(2x2 — 2z +1)e*”
Fica assim determinada uma solucao particular da equacao completa

Y, = C1(2)y; + Cy(7) Y,

=(z? -2z +2)e” —31(2352 — 2z +1)e*e "

(1 5 3 7) -
=|l—-x" ——x+—|e
2 27 4

e a solucao geral da equacao completa é

Y=Y TYp
_ 1 3 7
=C +Ce |-z -zt |e”
2 2 4
© Prof. José Amaral MAT M7 -7 05-11-2007
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igual a encontrada anteriormente.

Note-se que a equacio y" +y' = z°

y” — xQex _ y!

e® é da forma y'™ = f(z, y(n—l))

MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

pelo que, para determinar a solucao geral bastava fazer a mudanca de varidvel

y" =y =py =y =y
de onde resulta

p/+p :xzel‘

Que é uma equacao linear em p, com

:/fo)dmc

2 x
:/“ dz +C
e

= [2*e¥dz+C

1 1 1
= 2% - —ze® + —e¥ 4 (|

, de onde

p:uv:leex—lxex+lex+Cle_x
2 2 4
, e, sendo, 3y’ = p, ainda
Yy = 1 z’e” ——ze” +le +Cie”
2 2 4
1
Y = /(me —fxe +Ze +Cle )daf:

1 7 -
= %" - ge” +Zew -Cie" +C,y

igual a encontrada anteriormente.
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EDO'’s lineares completas com coeficientes variaveis.
10. Dada a EDO

Mostre que a equacdo homogénea associada admite solugoes da forma y = (In(z))", e determine a
solucao geral da equacao completa.

e A EDO linear completa de 2* ordem e coeficientes varidveis tem como equacao
homogénea

1
y//+7y!:()
X

Admitindo y = (In(z))", temos

y = nlln@)""

= nln = )(In(@)" = nlina) !

, pelo que teriamos

nm=4xm@»“21—nmﬁ@w1g+](n@ﬁ@wllj:o

x xT Z

nm—nam@WQ;:o

Para que se verifique uma identidade Vz € R devera ser
nn-1)=0=>n=0vn=1

Concluimos entao que

y = (In(z))” =1

vy = (In(2))" =1In(z)

Sao duas solugoes particulares da equacao homogénea. Para determinar a solucao
geral é necessario verificar que se trata de solucoes linearmente independentes. Temos
1 In(z) 1

Y Yo
Y Yy

w =

0

xT

1
x

1 I .
Dado que f(x)=—# 0 Vz € R, as solugoes sao linearmente independentes, pelo que
z

Yn = Ciy1 + Coy
= Cl + 02 ]n(x)
é a solucao geral da equacao homogénea.

Para determinar a solucao geral da equacao completa vamos recorrer ao método das
constantes arbitrdria. Temos
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pelo que

3
€= [~ (in(a) Pz = - (m(;;))

. 2
sz/lln(x)dac :(ln(;s))

Fica assim determinada uma solucao particular da equacao completa
Yp = Ci(@)y + Co(2) Yy

3 2
:_(1n(3$)) +(1n(235)) In(z)
1 3

- (@)

Logo, a solucao geral da equagao completa é
Y=Y TYp

=C) +CyIn(z) + éln3(x)

MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D
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Auto-Avaliacao.

g™ = f(z,y™ V) y" = f(y,9)
Substituicao: y™ ™V =p ; y™ = p’ Substituicao: y'=p ; y" = pp’
Wronskiano a? —4ay >0
Y Yo 0 Yn y, = C, e +Cye™”
vi Y2 Y a? —4a, =0
w = y‘] y'2 y'z Y, = C] 517 4 02 5%
: : . : 5
-1 1 -1 a; —4a, <0
ygn ) yén ). yén ) 1 2
yn = (C cos(Bz) + Cy sen(Bz)) e™
Constantes arbitrarias Coeficientes indeterminados
Ciyy + Chyy + -+ Cly, =0 Se a + jB nao é raiz da equacao caracteristica

Ciyy + Cyyy + -+ Cry, =0

! "

Cll + Clgly + -+ Clyf! =0 Yy, = R(x)e™ cos(Bz) + S(z)e™ sen(Bz)

: : Se a + jB é raiz da equacao caracteristica
O™+ Cigf ™ 4+ O™ =0 R(e) e son(in) = 50)e™ sen(3)
Ciy](nfl) + Céyénfl) R C;ly("_l) - f(z) Yy, = \R(x)e™ cos(Bx) + S(z)e™ sen(Bz)

n

1.

Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais.

x

1. (v -2y + y)az5 =e 2. y"+2y +10y =sen(3z) +e*

d2y dy ’ (5) "
3. 4z = (d:c 4. vy —y" ==z
5.y "+y =z +e€" 6. ¥ +2y +2y =€ " tan(x)

2.

1. Determine a solucao geral da equacio z’y" — 2z +2)y +(z+2)y = 23, atendendo a que y =z e

y = ze” sao solucoes particulares da equacao homogénea correspondente.

2. Determine a solucao geral da equacao x2y” —zy +y =z, atendendo a que a equacao homogénea

correspondente admite solugoes da forma y = zIn"(z).
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Solucoes

1 _ _ 1 1 6
1.1 (C, +Cox + ——=)e” ;1.2 Cie *cos(3z)+ Core " sen(3z) + —e” + —sen(3z) — — cos(3z) ;
(€ Cop s L )e" 5 1.2 Cie™ cos(3) + Coe ™ sen(Ba) + L+ _sen(30) — - cos(3)

1.3 +./-22-2C, +Cy 5 1.4C, + 2Cy + z°Cy + Cje" + Cxe” —i# ;

1.5 C, + C, cos(z) + Cysen(x) — ;xew —e "+ ;ew ;

1.6 Cie " cos(z) + Cye “ sen(z) — e * cos(x) IHLHSHI("T)}
cos(x)

2.1 Cz + Cyze” —z° 5 2.2 Cyz + Coxn(z) + ;Ian(.’,E)
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