e Note bem, a leitura destes
apontamentos nio dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

¢ Chamase a atencio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os
problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia
das solugdes propostas, anilise
comparativa entre as suas resposta
e a respostas propostas, e posterior
exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.
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3. Diferenciacao complexa.

3.1. Derivadas complexas. Funcoes analiticas.

Sendo f(z) uma funcdo complexa de varidvel complexa definida numa regiao D < C, define-se a

derivada de f(z) num ponto interior z dessa regiao como

f,(Z) = lim f(Z + AZ) — f(Z)

Az—0 Az

Caso o limite exista, e seja finito, a fungao diz-se diferencidvel no ponto z. Se f(z) é diferencidvel

num ponto z entao é continua nesse ponto.

Sendo f(z) uma fungado complexa de varidvel complexa, se f'(z) existe em todos os pontos z de
uma regiao D < C entdo f(z) diz-se uma fungao analitica (ou holomorfa, ou regular) em D.
Diz-se que f(z) ¢ analitica num ponto z, se existir um 6 >0 tal que f'(z) exista
Vz: ‘z - Zo‘ <6, ou seja, para além de diferencidvel em z;, f(z) é também diferencidvel em algum

disco aberto, no plano complexo, centrado em z; .

Se f(z) for analitica em C entdo diz-se uma funcao inteira.

Exemplos

1. Sendo f(z) = 22, com z e C, entdo

fz+Az) - f(2)

"(z) = lim
f() Az—0 Az
~ im (z+Az)* - 2°
Az—>0 Az
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22 AR 1 22A - 2P
lim

Az—0 Az
= lim (Az +2z)

Az—0

=2z

f'(z)

2

A derivada existe Vz < C pelo que f(z) =z" é uma fungao analitica em C, ou seja,

é uma funcao inteira.

2. Sendo f(z) =z", com z € C, entdo

i 189~ £(2)

’ 2) =
f( ) Az—0 Az
- (z+A2)" - 2"
Az—0 Az
iy (B Iy AT+ AY) (2 )
2;:8 Az + jAy
~ lim T —Jy+Azr - jJAy —x + jy
2138 Az + jAy
y
= lim Az = jAy
Az—0 Az + jAY
Ay—0

Fazendo, por exemplo, Ax = mAy , temos

Ay — JA
fi(z)= lim may — oy ‘7 L
Ax=mAy mAy + jAy
Ay—0
m—j
m+J

O limite depende da direccao segundo a qual é calculado, e portanto nao existe. A

~ * ~ , . .z .
funcdo f(z) =z nao é diferencidvel em nenhum ponto do plano z, ou seja,

* 4 ~ ~ sy
f(z) = z" é uma func@o nao analitica em C .

3. Sendo f(z) = & +1 , com z € C, entdo
Z_

z+Az+1 z+1

z+Az—-1 z-1

= lim
Az—0 Az Az—0 Az
~ lim Az +z—z-Ar—1-2°—2Az+z—-2-Az+1
Az—0 (z+Az-1)(z-1)Az
. -2
= lim
Az—0 (z+ Az —1)(z = 1)
=2
(z=1)°

A fungao f(z) = 2+l

z —

é analitica em C\{1}.
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3.2. Equacoes de Cauchy-Riemann. Regras de derivacao.

Seja f(z) = u(z,y + ju(z,y) uma funcio complexa de varidvel complexa. £ condigdo necessiria
para que f seja analitica numa regiao D < C que, em D, se verifiquem as equagoes de Cauchy

Riemann
ou_ov ou_ o
dx Oy Oy ox
, Ou seja,
o5 _of
jax oy

, ou ainda, na forma polar,

du_tov v 1ou
dp pdod Op p 00
ou seja,
of 10
Top ~ p oo

Se as derivadas parciais de f forem continuas em D, entao as condicoes de Cauchy-Riemann sao
também condigoes suficientes para que f seja analitica em D .

Resulta das equacoes de Cauchy-Riemann que, caso exista, a derivada de uma fungdo complexa de
variavel complexa, f(z)=u(z,y + ju(x,y), pode se calculada a partir da suas partes real e

imaginaria de diversas formas

, df Ou . OJv OJu . Ou Ov . Ou Jv . Ov

fla=dL O, o du_jOu Bv_jOu v, ;%
dz Ox ox Ox oy Oy dy Oy ox

Para as funcoes analiticas, sdo vélidas as regras de derivacao tal como vistas em Andlise Matematica,

1 e 2 (soma, produto, composi¢do etc.), sendo as derivadas das fungoes elementares totalmente

idénticas as conhecidas para as funcoes em R .

Exemplos

4. As derivadas das funcoes elementares conhecidas em R s&o validas em C . Assim,

por exemplo, sendo f(z) = sen(z?), temos

f'(z) = (sen(2%)) = (2*) cos(z")

= 2z cos(z%)

A funcio f(z) = sen(z?) é analitica em C (& inteira). Ou, sendo f(z) = ——

7o) -9

z
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A funcdo f(z) = In(3) é analitica em C\{0}.
z

5. Para que a funcao f(z)=e “(xsen(y)—ycos(y))+ ju seja analitica, dado que,

sendo
gz - 8‘1 e " (zsen(y) -y cos(y))
=e " sen(y)—ze " sen(y)+ye * cos(y)
aﬂ - i e “(zsen(y) —ycos(y))
oy Ox

=—e " cos(y) —ze * cos(y) —ye * sen(y)
e, implicando as equacoes de Cauchy-Riemann que

u_bv ou_ o
dx Oy Oy ox

resulta
v _ou _ e “sen(y) —ze " sen(y)+ ye * cos(y)
oy Ox
v _ _ou_ e cos(y) —xe * cos(y) — ye * sen(y)
ox oy

Integrando 0v/dy , temos

v = / (e " sen(y)—ze “sen(y) + ye * cos(y))dy
=—e " cos(y) + ze “ cos(y) + e “(cos(y) + ysen(y)) + F(z)
=ze " cos(y) + ye “sen(y) + F(x)
Derivando e substituindo em dv/dx , temos
e " cos(y) —ze " cos(y) —ye “ sen(y) + F'(z)
=e " cos(y) —ze " cos(y) —ye " sen(y)
, pelo que F'(z) =0, e portanto F(z) = c. Resulta entao

v=xe *cos(y)+ye “sen(y)+c

1 . ~
6. Sendo f(z)= §ln(x2 + y2) - jatan(xj, podemos usar as equacoes de Cauchy-
Yy
Riemann para mostrar que f é diferencidvel. Sendo

2

u(ay) =, (e +3?)

v(z,y) = — atan(xj

Y

, temos

du 18(*+yH)oe 1 2 =z
2

oz 2 $2+y2 _2x2+y2_$

+y2
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du 18" +yH)oy 1 2y y
By 2 22+’ 2221y 20+
1
v _ Oz/y)ox _  y oy
P 2 2, 2 2, 2
x 1+ % x +2 Y x +y
Yy Yy
_*
v _ dzyoy oz
o 2 T 2,2 2, 2
Y 1.7 x +2 Y 5 +y
Yy Yy
Verificando portanto as equagoes de Cauchy-Riemann
u_ov u_ o
dx Oy Oy ox
a funcao é diferenciavel.
Podemos calcular f'(z) por qualquer das expressoes
_df _Ou  Ov_Ou  Ou_Ov Ou_Ov .Ov

fz)

q

el el

Figura M10.1

y' 5 de notar que

f(z)= %ln(mz +y%) —jatan(xj = lnm +7 atan(yj
Y T

=1In(p)+ 50

= = - = = 4+ 97—
dz Oz jax ox jay oy jay oy j@x

T .y
x2+y2 x2+y2
_T-Jy
x2+y2

’

z

f(z) = (In(2))

, de onde concluimos de imediato que f(z) é diferenciavel em
C\{0} (na verdade, tendo em atencdo a descontinuidade da funcio Arg{z}, e
tomando-se usualmente para o ramo principal 6 € [— 7r,7r}, a funcao é descontinua
sobre todo o eixo z < 0. A figura M9.1 mostra oArg{z(:c,y)} com z,y € [— 1,1] )

Note que

1

z

1

x = Jy

_T=Jy

Cztjy (et -gy) 2’ +yP
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3.3. Funcoes harmonicas.

Uma funcdo u(z,y), real de varidvel real, definida numa regiao D c R? diz-se uma funcao

harmdnica em D se, nessa regiao, satisfizer a equacao de Laplace
ViU =0
, sendo operador diferencial v? , dito Lapaciano, dado em coordenadas cartesianas por
, 8% 8
= o2t
ox oy
Resulta das equagoes de Cauchy-Riemman que, sendo f(z) = f(u,v) = u(z,y) + ju(z,y) uwma funcao

analitica numa regiao D < C, entao u(x,y) e v(x,y) sao fungao harmdnicas na correspondente

regiao D c R2

u  8%u v 8%
~ 9 + D) = AN D) —+ ~ =0

dx~ 0Oy dx® 0Oy

Podemos ainda demonstrar que, dada qualquer funcao harménica u(z,y) numa regiago D R?,
existe uma funcao v(z,y), unica a menos de uma constante, dita fungao harménica conjugada
de u(z,y), tal que a fungao complexa de varidvel complexa f(u,v)=u(x,y)+ ju(z,y) é analitica

na correspondente regiao D < C.

Exemplos

7. Podemos verificar que a funcio u(z,y): R? - R
u(z,y) = —22° + 2% + 6zy® —°

é uma funcdo harménica (em R?)

O  0u _ 9 3. .2 2 9y, O 3. .2 2 2
+ = —2z° +x” + bzy” — + —5 (22" + 2z + 6zy” —
52 " oy 8362( Yy -y) 8y2( Yy -y°)

0 9 9 0

=—(=62" + 2z + 6y°) + — (12zy — 2y)
0x oy

= (<122 + 2) + (122 - 2)

=0
Com base nas equacgoes de Cauchy-Riemman
ou_ov ou_ o
dx Oy Oy ox

podemos determinar a sua func¢ao harménica conjugada. Sendo

@:a—uz—6x2+2x+6y2
oy Ox
a—v:—a—u:—12xy+2y
ox oy

, resulta
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vz/gZdy

= /(—6352 + 2z + 6y%) dy

= —62%y + 2zy + 2y° + 9(z)

Uz/?idac

= /(—1 2zy + 2y)dx

= —62%y + 2zy + h(y)

v(z,y) = —6zy + 2zy + 2° + ¢

As funcao, complexas de varidvel complexa,

f@,y) = w(z,y) + ju(z,y)
= (-22° + 2% + 6zy* — y?) + j(—62%y + 2zy + 2y° + ¢)

sao analiticas em C, ou seja, sao inteiras.
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3.4. Regra de L'Hospital.

Sendo f(z) e g(z) fungbes analiticas numa regidao contendo um ponto z,, e admitindo que
f(z9) = g(z9) =0, mas g'(zy) # 0 entéo

(z

lim ——= =~
>z 9(2)  g'(20)

N—
s
/\\
I3
o
SN~—

Tal como no caso das funcoes reais de variavel real, modificacdo apropriadas das expressoes das
fungdes permitem tratar as situagdes oo/, 0 - , etc.

Exemplos
8. Atendendo a regra de L’Hospital

C 1+2% 1+(H 0
lim = 5y =
=i l+z 1+(z%)” O

9. Podemos recorrer a regra de L’Hospital e a limites de referéncia, tal como foi feito
em R

. l—cos(z) O
lim ————= = —
z—0 Sen(z ) 0

1 —cos(z)
2
= lim = 5
20 sen(z”)
2
lim 1- 0(2)5(,2)
_ 20 z

sen(z%)
2

lim
z—0 z
~ fim 1- C(;S(Z) _0
z—0 z 0

i Sen(2) _ 0

2—=0 2z 0
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