¢ Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira M Y 4 d I
¢ Chamase a atengio para a o u 0
importincia do trabalho pessoal a

realizar pelo aluno resolvendo os TOPICOS
problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia FungBes de varidvel complexa.
das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta Limites e continuidade.
e a respostas propostas, e posterior ] N
exposi¢io junto do docente de Diferenciagdo.
todas as davidas associadas. Integragdo
Exercicios
| |
Funcoes, Limites e Continuidade.
1. Determine o dominio da funcao
f(2) = 2 +1
21

e (Calculando as raizes do numerador e denominador, relembrando que,

In _ pl/nej(0+2k7r)/n

z
temos
22+1=0
2=
z=1)

. 2 +1=(z+j)(z-3j)
15 e
R iE S-1=0
EI: ZS = 1
: N 1 1 0%k
15 Z:(])S :(6]0)8 =e 8 =€ 4

com k=0,1,---,7, resulta
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22 -1= (z+1)(z—1)(z+j)(z—j)(z—f(l+j)}

) (o ST IR
Logo
ﬂaziii
~ 1
etz 22009 =20 P s -3

, pelo que o dominio da fungao é

2

zeCAziil,Q(lij),f(—lij)
2. Calcule
2
fim| 75 49,
. +7
e Temos
2 2
lim 7Z7+1+2j =25+ 7 lim "’7”
=0 20+ =iz +3]
2
=925+ 7 lim 2;1
225\ 2(27)" + j
:2j+7('_1;1)
J(=1)7 + 3
0
=2j+7—
7%
Recorrendo a regra de 1.’Hospital, temos
2 2
lim| 7% 95225+ 71im : 1
=i 2+ =j\z' + 7
:2j+7lim(zﬁj
2>\ 7z
1
=25+2lim (EJ
z=>J\ 2
1
=27+2lim| ———
Z%jlz(zz)zJ
1
=274+2
i1y
=2j-2;
=0
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Diferenciacao complexa.

3. Calcule f'(z), sendo
flz) = (—:c2 + 6x2y - 2y3 + y2) + j(—2x3 + 6:cy2 —2zy — 3)

e  Vamos verificar as equacoes de Cauchy-Riemann. Temos

ou =2x + 12zy

Ox

a—u:6$2 —6y% + 2y

Oy

o = —6z° + 6y° -2y
z

o =12zy — 2z

dy

pelo que se verificam as equagoes de Cauchy-Riemann. f(z) é diferencidvel em C,

sendo

, df Ou . Ov
== —+4 —_—
1) dz Oz jaac

= 2z + 12zy + j(-62° + 6y* — 2)

Integracao complexa.

4. Sendo C : 2(0) = 2¢” com 0 <6 <  calcule

/CzeZ dz

e Sendo f(z)=ze® uma funcdo analitica em C, o integral nao depende do
percurso, podendo ser aplicado o teorema fundamental do célculo integral. Sendo

7 = 2(0) = 2e7" =2
2y = 2(m) = 2e7" = -2

temos

, 2
/zezdz:/ ze” dz
C 2
2 z
:/ ze® dz
-2

2
_ z _z
=leer -]},
=92¢e? —e?+2e % te

=e? +3e7?

-2

5. Calcule

¢ | 225 cos(z)dz

e A funcao

f(z) = 2° cos(2)
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é analitica em C (portanto também o é no interior do circulo de raio 2). Assim sendo,
atendendo ao teorema de Cauchy, temos

55 2° cos(z)dz =0
|4=2
’ 6. Calcule
4 C
2
3 \
2 . [ —
=4 (z = 1)(2" =22 + 5)

1
0 X e O denominador tem zeros em
-1
, X z-1=0=>2 =1
s (22 =22 +5) = 255 =1 £2
4
E e e e e e T todos eles no interior do circulo de raio 4. Para além do

a) célculo explicito do integral de linha (opgdo mais trabalhosa),
5 podemos fazer o calculo de dois modos:
4 C
: . a)
2 Consideremos trés curvas simples fechadas, C,,C, e Cj,
! todas elas no interior de C', mas de modo a que cada uma
0 delas contenha no seu anterior apenas uma das
! singularidades da funcao, respectivamente z;,z, e z3
z como se mostra na figura M11.1 b). Sendo f(z) analitica
p na regiao entre C' e as trés curvas interiores, temos
Bow 24 o1z o3 o4 s 5]5 zdz:gﬁ zdz+¢ zdz+§]§ z)dz

5 Sz =] f@dz+ ] f@)dz+f 12

Figura M11.1 Por outro lado, podemos fazer

22

z {4 (=-D(-0-2j))
9501 C-De-(+2)--2) %" 9501 c—(+a)  “

_ Az 4,
_5]501 z—(1+2j)d
2

f 2’ a=f (z=(1+27)(z-(1-27) .
G (2 =1)(z = (1+24))(z = (1-25)) E (=1)
=§7§ hz) .
Cy z—(1+24)

22

/ 2 g f N0
Cs (z=1)(z = (1 +2))(z - (1 - 2j)) Gy z=(1-2j)
:¢ f3(2) dz

Cy 2z — (1+27)

Sendo fi(2), (2) e f;(z) analiticas no interior de C;,C, e Cj, respectivamente,
podemos, recorrendo as formulas integrais de Cauchy, escrever
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2

fi(z) 4 E-De-0-25) , _, .
57501z—(]1+2j)d’z_57§c1 ez dFmmih=)
o (1+25)°

- ‘7(1+2j—1)(1+2j—1+2j))
:27rj_3+4j
22
h(z) A E-0+2)(-(0-25) .
5502,z‘—(21—|r2j)dz_§£cz (z—1) dz = 2mjh(z)
=27y y
(1= (1+25))(1-(1-25))
=27rjl
4
22
f3(2) A (=D E-0+2)) .,
¢C3z—(31+2j)dz_¢03 e—(-ng) T mih(z)
o (1 -2j)°
((1=27)=1)((1 = 25) - (1+25))
R

Entao

550 flz)dz = 5]501 f(z)dz + 5502 f(z)dz + 5]503 f(z)dz

—3445 1 —3-4j
=27 +2m)—+2m) —
7l T
g3t 4i=2-3-4
-8
=21y
b)
Decompondo f(z) em fracgoes simples temos
, [ IR
) - -4, 8, 8

(z-D(z-(0+2))z-01-27) (z-1) z-(1+2j) z-(1-2j)
Temos entao,

1 1 1
2 _1l 2 e

¢Cf(z)dz:§Z§C (:_]) dz+¢cz_(]8+2j)dz+¢0z—(18—2j)dz

:%7laf—;a+wf—;a—%f]

;(1—4+4j)—;(1—4—4j)j
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Auto-Avaliacao.

Formulas integrais de Cauchy Eq. de Caucy-Riemann Derivada complexa,
7(Z)dz:27rjf(a) @:@Aaﬁ:_@ f:u$+?v$
Cz-a gz By Oy Oz = vy ~ Juy
¢ f(z) dz-= 21 f(n)(a) Integral de Linha,
e [ 1)z = [ fete) < ey
Cf z)dz = af z(t)) z

1. Calcule

. 241
lim 5
z—=>1 2% +1

2. Sendo C : z(0) = 2¢” com 0 <0 < = calcule

/C (22 -1) dz

3. Sendo
f(z) = (22 _ 1)(2 4+ ])2
Calcule
a) /Zj_] f(z)dz b) /21_1 f(z)dz c) /z+]’_1 f(z)dz
d) /Z+1_1f(z) dz e) /Z_2 f(z)dz
Solucoes

1.—2;2.4;3.a)0;3.b)%;3.c)0;3.d)—%;3.e)0;
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