e Note bem, a leitura destes
apontamentos nio dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

V 4
¢ Chamase a atengio para a MOdUIO

importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os
problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia
das solugdes propostas, anilise

TOPICOS

Teoria dos residuos.

comparativa entre as suas resposta Classificagdo de singularidades.
e a respostas propostas, e posterior
exposigio junto do docente de Teorema dos residuos.

todas as dtvidas associadas.
Aplicages do teorema dos residuos

6. Teoria dos residuos.

6.1. Classificacao de singularidades.

Qualquer ponto em que uma fun¢ao complexa de variavel complexa, f(z), ndo seja analitica é dito

uma singularidade (ou ponto singular) de f(z).
Existem varios tipos de singularidades:

1. Singularidades isoladas. Um ponto z, € C é chamado uma singularidade isolada de f(z) se
for possivel definir um circulo em torno de z, que nao contenha nenhuma outra singularidade

para além de z;,. Caso contrario dizemos que z, ¢ uma singularidade nao isolada.

2. Pontos de ramificagao. Os ponto de ramificacao de fungoes com mais de um ramo sao ponto
singulares.

Exemplos
1. A funcéo

tem um ponto de ramificacdo em z = 3.
2. A funcéao
f(z)=In(z* +2-2)
tem pontos de ramificacio em 22 +z-2=0, ou seja, em
z=—1e€e z=-2.

3. Pdlos. Um ponto singular isolado z, ¢ dito um pélo de ordem de ordem n de f(z) sse existe
um inteiro positivo n tal que

lim(z-2)" f(z)=L ,LeC\{0}

22
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Se n=1, 2, é dito um pdlo simples. Se z, é um pdlo de f(z) entdo lim f(z) = . Uma fungdo
22

analitica em C , excepto num ndamero finito de pélos é dita uma funcao meromorfa.

Exemplos
3. A funcéo
3z—2
(z=1)2(z+1)(z -29)

flz) =

tem um pdlo de ordem 2 em z =1, e pdlos simples em z = —1
e z=27. f(z) é uma fungdo meromorfa.

4. Singularidades removiveis. Um ponto singular isolado 2, é dito uma singularidade removivel

de f(z) sse
lim f(z)=L ,LeC.
22
Exemplos
4. A funcao
sen(z
fz) = 50
z
tem uma singularidade removivel em 2z =0, dado que
lim 50C)
z—0 z

5. Singularidades essenciais. Uma singularidade que nao é um pdlo, um ponto de ramificagao, ou
uma singularidade removivel, é dita uma singularidade essencial. Se z; é uma singularidade

essencial de f(z) nao existe lim f(z).
22

Exemplos

5. A funcéao

L
J(z)=e

tem uma singularidade essencial em z = 2.
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6.2. Classificacao de singularidades com base na série de Laurent.

Se f(z) admite desenvolvimento em série de Laurent em torno de um ponto z,
o0
fZ)= Y ay(z==)"
n=-—o
, entao:

1. Singularidades removiveis. Se a, =0 para n <0, z, é uma singularidade removivel de

f(2), e, reciprocamente, se z, é uma singularidade removivel de f(z) entao

1) =3 an(z—z)"
n=0

Exemplos
6. A funcao

tem uma singularidade removivel em z =0.

2. Pélos. Se a, =0 para n<-k (e a, #0), z, é uma singularidade removivel de f(z), e,

reciprocamente, se z, € polo de f(z) entao

f)= Y an(z—z)"
n=—k

Exemplos

7. A funcéo

z=2 +00 _ o\n—3 +00 Z — o)
f(Z)Z € :Z(z 2) :Z( 2)

(z - 2)3 = n! (n + 3)!

n=-3
tem uma podlo de ordem k=3 em z=0.

3. Singularidades essenciais. Se um numero infinito de termos da parte principal é diferente de
zero, z, ¢ uma singularidade essencial de f(z), e, reciprocamente, se z, é uma singularidade

essencial de f(z), entao

f@)= S an(z )"

Exemplos
8. A funcéo
f(z) = e% = il(l)” = io A i (_1)n£
oni\z —n = !

tem uma singularidade essencial em z=0 (Um ntmero
infinito de termos da parte principal é diferente de zero).
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Chama-se residuo da funcdo f(z) na singularidade isolada z, ao coeficiente a_; do

desenvolvimento em série de Laurente f(z) no ponto z,

oy = res(fzg) = 5 o, 1)

1. Singularidades removiveis. Se z, ¢ uma singularidade removivel de f(z), entao

res(f,zy) = 0

2. Polos. Se z, é um pdlo de f(z), entao

k-1

res(f,zg) = ! lim d <(z - zo)kf(z)>

(/f - 1)' z—>2, dqu

, em particular, se z, ¢ um pélo simples

res(f,zp) = lim (z = 2)f(2)

220

3. Singularidades essenciais. Se z;, é uma singularidade essencial de f(z) o célculo do residuo

faz-se recorrendo & expressao da série de Laurent de f(z) (reconhecendo o coeficiente a_; .

1 ¢ Teorema dos residuos: Sendo f(z) uma funcao
A S b G, analitica numa regiao D < C, excepto num numero
2 3/ . e finito, n, de singularidades isoladas z; e sendo
B ) C c D uma curva simples fechada seccionalmente
(ol G2 regular contendo todos os pontos z; no seu interior,
entao
> X n
D f(z)dz =215y ves(f, )
Figura M13.1 ¢ i=1
Exemplos
9. Calcule
5
2
4 C 5]5 '; dz
3 d=4(z —1)(z" — 2z +5)
2 X
. e (Compare a resolugdo com a adoptada no exemplo 6 do
. x Médulo 11) O denominador tem zeros em
. z-1=0=>2 =1
2 X
. (22 =22 +5) = 253 =1£2
* , assim, a funcao tem 3 pdlos, todos eles simples no interior do
5 .
S 0 3 2 -1 0 1 2 3 4

Figura M13.2

circulo de raio 4. Tendo em atencao o teorema dos residuos, temos

3
550 f(z)dz = 27Tj2res(f, z;)

i=1

Sendo
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res(f,z;) = lim (z - z)f(2)

22
. 2 12
=lim =
>1(z—=(1+29)(z-(1-27)) (A-1-25)(1-1+24)
_1
4
res(f,zy) = lim (z — ) (z)
22
~ 2 ~ (1 +25)*
—1+2j (z = 1)(z—=(1-27) (@+25-1)(1+25-1+29)
_—3+45
-8
res(f, z;) = lim (z - 2,)f(2)
Z—>23
2 2
= lim & = (1 =27)
>1-2j(z - 1)(z—(1+27) (1-2-1)1-25-1-29))
_—3-4J
-8
Logo,
, 3
dz =2mj ,
f, ez = 25 rest )
:%j(1+—3+4j +—3—4yj
4 -8 -8
:27rj—2—3+4j—3—4j
-8
=27y
10. Calcule
2 J—
95 z 2;‘ .
=3 (z +1)
e  f(z) tem um pdlo duplo, k=2, em z; =—-1, no interior do circulo de raio 3.

Tendo em atencgao o teorema dos residuos, temos

{ f()dz = 2mjres(f.2)

, sendo
1. 4 K
res(f,m) = o Fm (=20t 02)
2 —
B [P s
(2-1)z2>-1dz (z+1)
= lim i(zQ ~92z) = lim i(2z -2)
z—>-1dz z>-laz
=4
resulta

¢C f(z)dz = -8mj
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6.4. Aplicacoes do teorema dos residuos.

Nas seccoes seguintes mostra-se alguns exemplos de aplicacao da teoria dos residuos ao célculo
integral de fungoes reais de variavel real.

Recordemos que, sendo f(z) uma fungdo complexa de varidvel complexa definida numa regiao
D c C, C ¢ D uma curva seccionalmente regular e simples, e z(t) uma parametrizagao de C' com

a <t <b,entao o integral de f(z) ao longo da curva C' (e sentido de a para b) é definido por

/c flz)dz = /jf(Z(t))z’(t)dt

Vamos considerar aqui a aplicacdo da relacao em sentido inverso, isto €, estando interessados no
calculo de um integral definido de uma funcao real de variavel real vamos, mediante a substituicao
de varidvel conveniente, proceder ao seu calculo através da avaliacao de um integral de linha de uma
funcao complexa de varidvel complexa

b
t)) 2'(t)dt = d
1) W= f)d
, tendo o cuidado de verificar que f(z) estd nas condigoes de aplicacao da relagao.

No estabelecimento da relagao procura-se criar condicoes que permitam relacionar o calculo do
integral de linha em C' com o célculo de um integral sobre uma linha fechada, C;, para que, dentro
das condigoes de aplicacao do teorema dos residuos se tenha

/C f(z)dz o« ¢01 £(z)dz
=27 Zn: res(f,z;)

, ficando assim estabelecido um modo de expedito de calcular o integral da funcao real de variavel
real

/bf(x)d:c oc 27rjires(f,zi)
¢ i=1

Como se verd nas seccoes seguinte, a técnica pode ser utilizada quer para o calculo de integrais
proprios quer imprdéprios.
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Integrais proprios de funcoes trigonomeétricas.

A teoria dos residuos é convenientemente utilizada na resolucao de integrais do tipo

2

. f(cos(0),sen(0))do

, sendo f uma funcao racional de cos(f) e sen().

Por exemplo, dado o integral

[ pe*ya0

0

, sendo

2 . 2w 0 .
/ F(e?)do = L&) je?do
0 0 je’
, e fazendo a substituicao de varidavel

2(0) = e com 0 e[0,2n]

, pelo que 2'(0) = je?? | temos

_ " fe?)
/02 f(e?)do = /02 J€) jeiag

je?
= [T IO g)ap
0 jz(0)
= fe) - de
A=1"" " jz

, se f(z) for analitica sobre a circunferéncia |z| =1.

No contexto da substituicao de varidavel z = 6]9, é 1til reconhecer que resulta

ejo + eijo 242!
cos(f) = =
2 2
ej9 — eije z—z!
sen(6) = =
27 27
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Exemplos

11. Dado o integral

/QW cos(30) 40
0 5—4cos(d)

, procedendo a mudanca de variavel z = eje, com 0 € [O, 27r}, pelo que

j30 | _—j30 3, .3
cos(39):€ +e _Z+z
2 2
jo . _—jo -1
cos(@):e +te T _z+z
2 2
, temos
2
/ T cos(30) _ f(z)idz
0 5—4cos(6) EE jz
224+ 273
:55 2 ; idz
‘z‘z] _4 z4+z Jz
2
1 241

. 3 z
27 1d=1 27 (22 = 1) (2 = 2)

A fungao integranda tem um pdlo de ordem k = 3 na origem, z; =0, e polos simples
em z, =1/2 e z; =2. B portanto analitica para z|=1. Dado que 23 =2 estd no

exterior da regiao ‘z‘ <1, temos, atendendo ao teorema dos residuos,

2
§]§C f(z)dz = 27rj2res(f,zi)
i=1

Sendo
1 dkfl

i g et

1. d [ PL j 21
= llm _ = —
(3—])!2%0 dz2 (22}—1)(2—2) 8

res(f,2) = lim (- ,)f(2)

254 65
= lim ————=—-_—
212 z (3—2) 24

, temos entao

.9 . 6 2
/ ﬂMd@ :_i. 5 z +1 dz:—L,QWeres(f,zi)
0 5—4cos(f) 27 1d=1 27 (22 = 1) (2 = 2) 27 P
(21 65)
=TT — — —
8 24
_m
12
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Integrais improprios de fungoes racionais e trigonométricas.

A teoria dos residuos é convenientemente utilizada na resolucao de integrais do tipo

/j; f(z)dz

, quando f(z) verifica um conjunto de condi¢bes que seguidamente se expoem.

Figura M13.1

Figura M13.1

Seja C =[C; Cp] a linha fechada resultante da concatenacio do
segmento de recta Cp com origem em (—R,0) e extremo em

(R,0), e a semicircunferéncia C; de centro na origem e raio R,

Cr:z= Re” com 6 e [O, ﬂ, e seja f(z) uma fungao complexa de
varidvel complexa resultante da substituicao de varidavel x =z, na
fungao real de varidvel real f(x), cujo integral

/:j flz)dzx

se pretende calcular. Seja ainda que f(z) nao tem singularidades

sobre o etzxo real e € tal que para z € C; se tem

1(2) < 2{

,com M >0 e k>1.Entao

/ﬂof(cc)dx = lim Cf(z)dz

R—>+»©

Particularmente:

Sendo P(z) e Q(x) polinémios de coe ficientes reais de grau m e

n , respectivamente, com Q(z) #0 Vzr e R

1.5 n>=m+2, entao

» Plz) T =27j Y res P(z) Z;
[ Gt =S g

i=1

2.8 n>2m+1 e a>0, entao

* Plz) cos(azx)dxr = 2w y m res(ejazp(z) zj}
. qpa) ste)da =2 ZI{ o)

i=1

* Pla) sen(ax)dr = 2w y e res{ejaz P(z) zj}
|- gy e =2 ;R{ Q)

, sendo z; os pélos de e’**P(2)/Q(z) situados mo semi-plano
1Mmagindrio superior.
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Exemplos

12. Dado o integral

© 1
L. EinaEia™

, Q(x) #0,Vx e R, eainda, n>m + 2, entdo

/00 de = QWjires(gzi ,zij

—o Q(z)

Os pélos de f(z)= P(2)/Q(z) sdao z=2xj e z=%2j. Temos entdo no semiplano
imagindrio superior apenas os polos z; =j e 2z, =2j. Calculando os residuos

correspondentes

res(f,j) = lim(z — j)f(2)

z—>]

= lim I 5
=j(z+ j)(z" +4)

res(f,27) = 211321],(2 -25)f(2)
. 1
=lim ————
22 (z2 +1)(z + 27)
1
(=3)(47)
o1

, temos

B I xzﬂ'nresp(z)z
/ do =i (Q(Z)”j

—o0 (x2 +1) ($2 +4) P
+ ']j
79

= 27rj(— E

76

1

ond i1
wi-imy)

oy

13. Dado o integral

/°° x sen(z) d

—o g% 44

sendo, Q(z)#0,VzeR, n>2m+1,e a=1>0 entdo

* Pla) sen(ax)dr =2 y e res(ejmp(z) zj}
|- gy eniemde =2 ZR{ Qo)
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Os pélos de f(z)= ejaZP(z)/Q(z) sdo z==2j5. Temos entdo no semi-plano
imagindrio superior apenas o polo z, = 23 . Calculando o residuo correspondente
res(f,27) = lim (z —27)f(2)
z—>2j
Jz
= lim -
225 z + 2]
92 jej(2j)
4y 4j
1

2¢?

, temos

/jo &n(m)d@n - 27rif~{e{res[ej"“r SEZ; ,sz}

ozt 44 izl

=2 Re{lz}
2e
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