¢ Note bem, a leitura destes
apontamentos ndo dispensa de
modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

¢ Chamase a atengio para a
importincia do trabalho pessoal a
realizar pelo aluno resolvendo os
problemas apresentados na
bibliografia, sem consulta prévia
das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta
e a respostas propostas, e posterior
exposi¢io junto do docente de
todas as davidas associadas.

Exercicios.

Modulo

TOPICOS

FungBes complexas definidas por séries

Série de Taylor.

Série de Laurent.

Teoria dos residuos.

Teorema dos residuos.

AplicagBes do teorema dos residuos

1. Determine a regiao de convergéncia da série

+00
Z 2n : 1 Zn_2
n=4 n:
e Sendo
§2n—1zn,2 :§2(n+2)—]zn
- n! ~ (n+2)!
, a série tem coeficientes
_2n+2)-1
(n+2)!
Pelo que o seu raio de convergéncia €
R = lim | —2
n—>0
2zn +2)-1
. (n+2)!
= lim |——— 2
nsel 2(n + 3) — 1
(n + 3)!
221 (n+3)! |
noo (n+2)! 2n+3)-1]
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(2n +4-1)(n +3)|

R = lim
Mm+6-1 |

n—>0

Mm% +9n +9
2n + 5

n—>0

= 400

O raio de convergéncia é infinito, ou seja, a série é absolutamente convergente para
todos os valores de z € C.

a) Determine o desenvolvimento em série de Laurent da fungao

1
&)= —5———
) 22(z - 3)
, em torno da origem. Qual é o raio de convergéncia da série?
b) Calcule
f(z)dz

‘4:1

e a) Vamos fazer o desenvolvimento em série de Laurent com base no conhecimento
da soma da série geométrica

Zzn _ ! , para |z| < 1

o 1-2
Sendo
1
Z =
f(z) 2 _3)
1 1
-327 %

3
50
3Z2n:0 3

,para 0 <|z/3/ <1< 0<|z <3. E ainda

0 n
Z

n=

0 Zn72
= T gn+l
n=0 3
o0
=3
- 3n+3
n=-2

O raio de convergéncia é R = 3, ou seja, igual a distancia entre a origem e o pdlo
mais proximo, z = 3.

b) Sendo conhecido o desenvolvimento em série de Laurent vélido na regiao que
contém o contorno ‘z‘ =1, o cdlculo do integral é imediato. Sendo

1
n__?)nT
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1 .
———=——, pelo que, atendendo ao teorema dos residuos, e dado
371+3 9

que z =0 ¢ o tnico pdlo dentro do contorno

, temos a_; = —

" (2)dz = 2mjres(f,0) = 2mja_,

21

O mesmo resultado, naturalmente, que resultaria de

(2)dz = 2mjres(f,0)

‘z‘:]
=27rjhmd( ! j
z=0dz\z—-3
=2mj lim| — ! 5
z—0 (z—3)
__lm
79
3. Mostre que
2w
/ %d@ziw
0 (5-3sen(h)) 32

e Procedendo a mudanca de varidvel z = eja, com 0 e [O, 271'}, pelo que

o -0 -
sen(f) = € 2; =2 2;

, temos

2T 1 . 1
/0 eI d6 = géz_lf(z)jzdz

55 -4 1
- : SRR
=1 (105 — 3z + 327 )° Jjz

4 z

= _f¢ . 5 5 dz
J71A=1 (1025 — 32" + 3)

= z dz

4 "
J J 2=1 (32% =10z — 3)?
Calculando os zeros do denominador

105 £/-100+36 _ 105+ /- 64

322-10zj-3=0= z =
6 6

ZZlei&y
6

. 1
C>21=3j/\22=j§

© Prof. José Amaral MAT Mi14 -3 03-01-2008



FUNGOES DE VARIAVEL COMPLEXA MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

resulta

7 : dz
/0 5-3 sen(e))2 j ¢z—] (3(,2 ) 3]')(2 ) jDQ

Tendo em atengao que apenas o pélo (duplo) z, = j/3 estd dentro do circulo
unitério, e calculando o residuo correspondente
1 gk .
res(f,7/3) = lim z—z z
13139 = g2y Jm e (20" 502)

1 . d z 1. d z
—— lim ————— =—lim ————
(2—])!2%1'/3 dz (3(z—3j)> 9:5j/3dz (z—3])
_1 lim (z—39) —32,2

9 2>4/3 (z — 3])
_1(i3-35)-24/3 _(j-95)-2j _ —10;

9 (j/3-35) (i-99° (-89
__5
256
Resulta
2T
Costamnrl 14
0 (5-3sen(h)) J 256
_5
32

4. Sendo

T

u(z,y) = cos(y)e
a) Mostre que u(z,y) é uma funcio harménica em R,
b) Determine v(z,y) tal que f(z,y)=wu+ jv seja uma fungao analitica e f(0,0) =1

c) Calcule

55 f(z)
=2 (z — 1)4

e a) Podemos verificar que a fungdo wu(z,y): R? - R é uma funcio harménica

(em RQ)
u w9 L .
+ = COS e + ——(cos e
R amg( (y)e”) 3y2( (y)e”)
4 zy, O z
= ——(cos(y)e”) + _—(—sen(y)e”)
ox oy

= (cos(y)e”) + (—cos(y)e”)
=0

b) Com base nas equagdes de Cauchy-Riemman

© Prof. José Amaral MAT M14 - 4 03-01-2008
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ou Ov Ou ov

— = A— = ——
ox Oy Oy 0x

podemos determinar a sua func¢ao harménica conjugada. Sendo

ov  Ou -

— =— =cos(y)e

oy Ox

ov ou z

— =—— =sen(y)e

0x oy
, resulta

v= /@dy = /cos(y)ew dy
dy
=sen(y)e” + g(x)
e
v= /@d:c = /sen(y)ex dx
Oz
=sen(y)e” + h(y)

, pelo que

v(z,y) = sen(y)e” + ¢
logo

flz,y) = ulz,y) + ju(z,y)

= cos(y)e” + j(sen(y)e” + ¢)

Sendo
£(0,0) = cos(0)e” + j(sen(0)e’ + ¢)

=1+ jc

entao
£(00)=1= ¢ =0

pelo que

f(z,y) = cos(y)e” + jsen(y)e”
= e”(cos(y) + jsen(y))

=e"el

w
— T

ou ainda, sendo z =z + jy,
flz)=¢
, que é uma funcao analitica em C, ou seja, inteira.

c) O integral
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E facilmente calculado com base nas relacoes integrais de Cauchy, ou no teorema dos
residuos. Sendo f(z) = €* uma funcdo analitica no interior da circunferéncia |z| =2, e
recorrendo as relagoes integrais de Cauchy

f(z) 2T n
P . dz =" ) q)

_ a)nﬂ n!

temos

f fle) _2mjd’ .
|2|=2 (z—l)4 3 d?

z=1

o

_ M

6

_ ;e

773
5. Tendo em atengao a figura M14.1 a), calcule
/ zetdz
C
7 e Sendo f(z)=ze® uma fungao analitica em C, o integral nao

6 depende do percurso, podendo ser aplicado o teorema
s fundamental do calculo integral. Consideremos uma qualquer
curva simples, C,, entre os pontos 2z, =-1 e 2, =1, por

exemplo a circunferéncia Cy : 2(0) = €’ com -7 <0<0, de

2 modo a que a concatenacao de C' com C, constitua uma linha

fechada C, =[C C,]. Sendo f(z) = ze* uma funcio analitica

na regiao interior a C, resulta do teorema de Cauchy

. a) glé zezdz=/ zezdz+/ ze*dz
C c c,

. o
) ‘ , pelo que
’ /zezdz:—/ ze®dz
2 C CQ
1 , ficando assim o célculo do integral de linha significativamente
° C ‘ simplificado.
A b° b Um modo mais simples de abordar o problema seria ter em atencao

Figura M14.1 que, sendo f(z) = ze® uma fungao inteira, o integral

/ ze“dz
C

nao depende do percurso mas apenas dos pontos inicial e final. Atendendo ao teorema
fundamental do calculo integral temos

/Czez dz:/;]zez dz

© Prof. José Amaral MAT M14 - 6 03-01-2008



FUNGOES DE VARIAVEL COMPLEXA MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

6. Calcule

1

¢z262‘1dz
|2|=2

1
e A funcio f(z)= Z?e#1 tem uma singularidade essencial em z =1, portanto
dentro do circulo de raio 2. Assim sendo, e dado que atendendo ao teorema dos
residuos,

1
§]§ Z2e*1dz = 2mjres(f,1)
‘2‘22
=2mja_y
, vamos calcular o coeficiente a_; do desenvolvimento em série de Laurent da funcao
em torno de z = 1. Sendo

, resulta

n=0T n=0 n=0T
) _ 2 o) 0 _
_ Z (Z ]) n Z 1 Z 2(2 1)
n=0 n! (Z l)n n=0 nl (Z - l)n n=0 nl (z - l)n
- 1 > 1 > 2
= Z g+ Z -1
n=0 n! (Z - l)n n=0 n! (Z - l)n n=0 n! (Z - l)n
1 1 2
=4 +
3l(z-1) Mz-1) 2(z-1)
=t (1 +1+1 ! +
6 (z—1
13 1
= + —
6 (z—-1)
Sendo
13
a_l = g
resulta
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2 C
| ¢
1
A
2)
2
3 2 1 0 1 2
a)
2
G
;
A
2)
2
3 2 1 0 1 2
b)
2
1
G
A ‘
2)
2
3 2 1 0 1 2
c)
2
G
;
A
2)
2
3 2 1 0 1 2
d)
2 G
! N
;!
A
2)
2

Figura M14.2

7. Sendo

Calcule

0 [ J@dz b) [ jede o | fe)d

O [ f@d o [ f)d

=2

¢ Qualquer das alineas tem uma abordagem idéntica, baseada em
considerandos que envolvem o teorema de Cauchy e as relacoes
integrais de Cauchy, ou o teorema dos residuos. A funcao

z
f@)=—F—F—3
: (z* =Dz +4)

tem um poélo duplo em 2, =—j e poélos simples em 2z, =1 e

z3 = —1. Assim

a) Sendo f(z) uma funcdo analitica no interior do circulo de raio

unitério e cento (0, ) resulta do teorema de Cauchy que
/ f(z)dz=0
‘zf j‘:]

b) Dado que no interior do circulo de raio unitério e cento (1,0)

f(z) tem apenas um pdlo, z, =1, resulta das relagoes integrais de

Cauchy que
0 EDErE AR
/zl_l Jz)dz = 5501, (z—1) - §I§Cb (zb— 1)
= 27l'jfb(22)
=27g %2 =21
Tt )(m+02 Q)1+ 57
)

Ou, alternativamente, com base no teorema dos residuos

/Z_l_l f(z)dz = 2mjres(f,z9)

z
=2mj lim (z — 2 z) = 2mj lim 2
JHZZ( 2)f(2) 3lim o D)t )
=1 ——
Ta+ D)1+ 57
_T
2

c¢) Dado que no interior do circulo de raio unitério e cento (0,-1)

f(z) tem apenas um pdlo (duplo), z; =—j, resulta das relagoes

© Prof. José Amaral
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integrais de Cauchy que

2 AL
/z+j—1 Jz)dz = gécc ((Z + J;) ) §Z§Cc (2 Jr(j))z

SACh
_ nj—é _ (2% —1) - 22
dz (2% 1) __, (=17 |,
— 271_] (_1 - ]) - 2(_])
(-1 -1y
=0

Ou, alternativamente, com base no teorema dos residuos

/Hj_] f(z)dz = 2mjres(f,z)

. . d 9
=2 lim —\(z -
2 1\ 0.2
=277 lim i% =277 lim %
z>-jdz (27 1) =>-j (27 -1)

(=1-1)=2(-1)

=2m)
(-1-1)°
=0
d) Dado que no interior do circulo de raio unitério e cento (—=1,0) f(z) tem apenas
um polo, z;3 = —1, resulta das relagoes integrais de Cauchy que
z
_ 2 ,
/ f(Z)dZ=¢ (Z 1)(Z+]) :gé fd(z)
|2+1=1 Cy (z+1) Gy (z+1)
=27 fy(23)
= 97§ “3 = omj -

(23 = 1)(z3 + j)* (-1 =1)(=1+ 5

2
Ou, alternativamente, com base no teorema dos residuos

| J@)dz = 2mjres(f.z)

=27 lim (z — 2 z)=2mrj lim ——
JHZB( 3)f(2) = 2mj lim DGt i)

-1
(-1 =1)(=1+ 5)?

=27y

e) Tendo em atencao os resultados das alineas anteriores temos
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/.2_2 f(z)dz = géce f(z)dz
3

= QTFereS(f7Zi)
1=1
=" 0-"
2 2
=0

8. Calcule

5

55 e” sen’(z) — sen’(z) &
‘2‘22 z

e Reescrevendo a expressao de f(z)

_e”sen’(z) —sen’(z)

f(2) 5

z

et -1 sen2(z)i
z 22

Evidenciamos que, em z =0, a funcao tem duas singularidades removiveis e um pdlo
duplo, como podemos verificar recorrendo as respectivas definigcoes

lim ec-1_0
=0 =z 0
z
—lim & =1
z—>0
lim sen’(z) _0
z—0 z2 0
~im sen(z) sen(z)
z=>0  z z
=1
z 2 2
i 52 € Sen (z)5 sen”(z) _ )
z2—0 z

Dado que o pélo (duplo) estd no interior da circunferéncia |2/ = 2, temos, atendendo

ao teorema dos residuos

25

¢ e” sen’(z) — sen’(z) dz = 2mjres(f,0)
|#/=2 |

. . d (9
=9 lim -2
"9 1)1 250dz )
20\ e
~omj limd[e sen (z)3 sen (z)j
z—=>0az z

03-01-2008
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9. Determine o dominio da funcao

_*7J
f(Z)_z4+]

e (alculando as raizes do denominador, relembrando que,

In _ _1/n_j(0+2km)/n

: 2V 2 plingi(0+2km)

1 temos

0a

0 2 +1=0

05

. 2 =1

s 1 1 . +2km T T
PRIV Tty

2 : z=(-1)* =)t =e =e

com k=0,1,2,3, resulta
. z(z_f@ +j)J[z_f(1 _j>J[z_f(_1 +j)J(z_f(_1 —j)j

, pelo que o dominio da funcao é

zeCAz¢£(1+j),£(—lij)
2 2
10. Calcule
lim z4_‘7
=iz +1
e Temos
lim _jzlim ;;]
=izt +1 22 (27) + 1
-
(-1)* +1
0
1+1
=0
11. Calcule

/z3 dz
c
,sendo C:y =z Axel01]

e Sendo f(z)= z% uma funcao analitica em C, o integral nao depende do percurso,
podendo ser aplicado o teorema fundamental do célculo integral. Sendo
z; =0+ 30
29 =1+ 71

temos
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/ 23 dzz/Z223 dz
C 27

1+5
:/ 2% dz

0
4 1+j5
z 1 4 1 N2 2
=|— =—(1+ =—(1+ 1+
LL 4( 7) 4( 7)1+ 7)

:ia —1+25)((1-1+27) =i(—4)

12. Calcule
¢ 1 fz)de

Z‘:E
,sendo f(z) = f(x + jy) = —22% + 2% + 6zy® -y + j(—6x2y + 22y + 2y° + 1)

e  Vamos verificar as equagoes de Cauchy-Riemann.

u_bv ou_ o
dx Oy Oy ox

Temos

ou =622 + 21 + 6y2
x

ou =12zy — 2y
Y

% =—12zy + 2y

ox

o = —62° + 2z + 6y*

dy

pelo que se verificam as equacoes de Cauchy-Riemann. Sendo todas as derivadas
parciais continuas em C, f(z) é uma fungao inteira. Assim sendo, atendendo ao

teorema de Cauchy,

¢ 1 f(z)dz=0

A4
13. Sendo
=5
)
, calcule a) ¢Z_; f(z)d= b) ¢Z_1_; f(z)d= c) ¢Z+j_; f(z)dz

e O denominador tem zeros em
z-1=0=>2 =1
z24+7=0=2y=—5

, pelo que f(z) tem um pdlo simplesz, = —j em e um polo duplo em z; = 1. Temos

entao;
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a) A fungao ndo tem singularidades no interior da circunferéncia |2 =1/2

logo

¢ 1 f)dz=0

o=1
2
b) A fungao tem um pdlo duplo, z; =1, no interior da circunferéncia

z—1=1/2, logo

§]§Z]_1 f(z)dz = 2mjres(f, z)

2

. . d 2
=27 lim z—z z

TS dz<( 0

z z . z
—omjlim L& :27rjlimM
z>1dz (Z + j) z—>1 (z + ])
— 277] (] +])_21 6]
(1+7)
= jme
c) A funcao tem um pdlo, z, =—j, no interior da circunferéncia

2+ 7 =1/2, logo
56”]»_1 f(z)dz = 2mjres(f,zy)
2

z

=2mj lim (2 — 2) f(2) = 275 lim ———

z2—>2y z—>—j (z — 1)2
-Jj
e
—omj S
(=i =1y
-
ej

14. Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias

f(]‘%jn(zm)"

0 n+1

(1—271)"
a, =
n+1

, pelo que o seu raio de convergéncia é

e A série tem coeficientes

_ 1 B 1 _ 1
linzo”‘an‘ lim 1-2n lim 1/n—2
" noo n+ 1] p501+1/n

1
2

. . A 1
Assim sendo, o intervalo de convergéncia é ‘z + 2‘ < 5
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15. Desenvolva a funcio f(z) = (z +1)°e® em série de poténcias de z + 1

e Sendo
z - Zn
ef=) —
7;) n!
Entao
(z+1)%e” =(z+1)7e%ee”’
—e(z+1)%"
—e'(z+ 1)ZZM
— n!
0 67]
=) =+ 1)+
n=0 """
) —1
= (z+1)"
nZ::z (n—2)!
16 Seﬁxj(z)—-gfiiiétf
. 2z +5)°
a) Determine e classifique as singularidades de f(z).
b) Calcule 5]5 1 f(z)dz
\Z\:g
¢) Caleule §521_3 f(z)dz
e a) Reescrevendo a expressao de f(z)
e’ —1
)=
) 2z + j)
_ef-1 1
2 (z+3)

Evidenciamos que em z =0 a funcdo tem uma singularidade removivel, e em z = —j

a funcao tem um pdlo duplo, como podemos verificar recorrendo as respectivas

definicoes
. ef=1 0
lim =—
z—0 z 0
z
=lim S =1
20 1
z -j _
lim(z+j)2 © 1226 ,1
2=} 2(z + 7) -7

b) Dado que a fungao é analitica no da circunferéncia ‘z‘ =1/2, temos

§ 1 fz)dz=0

=
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¢) Dado que o pdlo (duplo) estd no interior da circunferéncia ‘z— 1‘ =3, temos,

atendendo ao teorema dos residuos

e -1
———dz=2mwjres(f,—j
b i jres(f,~3)

2-1)! zlgr_ljjz <(Z + J)zf(z)>

= 97 lim d[e _]j
z>—jdz z

= 2jm(je? + e - 1)

=27)

22

17. Seja f(z) = “+
z

a) Determine a série de Laurent em torno de z =0.

b) Calcule f(z)dz

‘z =1

e a) Sendo

n!
entao
e _ b i (Zz)n
PR o n!
1 s 1 2n
=) —»
s %n!
_ Zi‘zznﬂa
—n!
b) Sendo
22 ®
65 :ZLZQ’IVEJ— l% ll l +
z n=0 n! 1! 2z 3l
, entao
_1_1
1T T
, pelo que
n Z2
géz %dz = 2mjres(f,0) = 2mja_y = jm
=1 z
2T 1
18. Mostre que / 72d6 =
0 1+ 3sen”(0)

e Procedendo a mudanca de varidvel z = eje, com 60 € [O, 27r:|, pelo que
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jo _ 30 1
sen(f) = € 2; =z 2;

, temos

21
/ S — §5 ()L dz
0 1+ 3sen”(6) |2=1 jz

oy,
\z\:1]_§(z_z—1)2 Jz

:95 3 1 iz
=11 —Z(z2 +22-92)J7

:¢ 24 2 ——dz
H=14-3(z"+27 " -2) Jz

_gg 4 idz
4=1-322 = 3272 +10 jz

4 z
= f¢ 1 7 2%
77 ld=1 =32 +10z° -3
Calculando os zeros do denominador

_3Z4+1022_3:0©Z2:—104_r«/1600—36 :—miGJGTL

2 —10+8
-6

<>z

<:>,22:3\/,22=l
3

@z:ix/gvz:if

resulta

3

/Zﬂ%dezigé Z dz
Pty Z‘l—3<z+£><z—ﬁ>(z+ﬂ( ﬁj
3

4 1 z
_—— dz
il o+ )z - @[2 ' [33][ ) ﬁj

3

~ . 3 ~ . s
Tendo em atencao que apenas os pélos z = + 3 estao dentro do circulo unitario,

e calculando os residuos correspondentes
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L 3
= lim z 5
Hf<z+ﬁ><z—¢§>(z+3J
3
= 3
_ £+3£ ﬁ_gﬁ EJFE
3 3,3 "33 3
3
= 3 _ 1
) o)
3 3 3 3 3
3
© 16
EI. 3
res(f,— ?) = Zilinﬁ((z + 3jf(z)J
= lim o 5
S 3><z—¢§>(z_33j
NE)
= 3
—ﬁ+3—3 B LBY BB
3 3 3 3 3 3
B
_ 3 _ 1
HESHERE
3 3 3 3 )| 3
_ 3
C 16
Resulta
w1 (4 53
/0 mde = 27r](— 3jj[res(f,?)) + res(f,—)j
(4 3 3
ol 16

19. Sendo
u(z,y) =2 +y° - 3zy(z +y)

a) Mostre que u(x,y) é uma fungdo harménica em R?.
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b) Determine a fungéo inteira f(z) cuja parte real é u(z,y) e cuja parte imaginaria

é v(z,y) tal que v(0,0)=0

c) Calcule

f(z)
§]§Z_2 o 1f dz

e a) Sendo

o+ y3 - 3zy(z +y)

u(z,y)
3+ y3 - 3x2y - 3:cy2

temos
2 2 2 2
0 Z + 0 Z _ 0 5 (z® +y° —3x2y—3xy2)+8—2(x3 +1y° =32y — 3zy?)
ox® Oy ox oy
0 o 2 oy, 0 a2 o2
=—(3z" —6zy —3y")+—(3y” — 32" — 6zy)
iy oy
= (6x — 6y) + (6y — 6x)
=0

b) Com base nas equagoes de Cauchy-Riemman

u_bv ou_ o
dx Oy Oy ox

podemos determinar a sua func¢ao harménica conjugada. Sendo

@:@Z&Ez — 6zy — 3y°
dy Oz
o = _ou = —3y* + 322 + 6zy
0x oy
, resulta
" Ov 2 2
v= /—dy =/(3x —6zy — 3y“)dy
dy
= 32%y — 3zy” —y® + g(z)
e
ov 2 2
:/—dx =/(—3y +3z” + 6zy)dx
ox
= -3zy® +2° +32%y + h(y)
, pelo que
o(z,y) = =3zy® +2° + 32y -y + ¢
Sendo
v(0,0) = ¢
entao
v(00)=0=¢c=0
pelo que

© Prof. José Amaral MAT M14 - 18 03-01-2008



FUNGOES DE VARIAVEL COMPLEXA MATEMATICA APLICADA - TURMA LT22D

v(z,y) = “3zy? + 2% + 32y — ¢°
Logo
fE)=u+jv
= (@ +y° = 32%y — 3zy®) + j(a® — y® + 3%y — 3zy?)
, que é uma fungao analitica em C, dado as derivadas parciais de u(z,y) e v(z,y)
serem continuas em C .

c) O integral

f(z)
¢Z_2 e 1)2 dz

Pode ser calculado com base no teorema dos residuos. Dada a existéncia de um pdlo
duplo em z =1, temos

@, )
foai 5 - )

PSP | . d L1 f(z)
_QWJ(2—1)!£1£Edz[( g (z—l)Qj

=277 lim if(,z)

z—=>laz

Resultando das equagoes de Cauchy-Riemann que

d du .du
4= f(z) = oz J @
= (3:(:2 — 6xy — 3y2) - j(3y2 —3z% - 6xy)
, entao
limif(z)— lim<(3ac2 — 6zy — 3y°) — j(3y* — 3% -
= y—3y”) - j(By” - 3z” - 6zy)
z—>1dz z—>1
y—0
=343j
e

(z—1)? =»1dz
=27j(3 + j3)
=6jm — 67
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Auto-Avaliacao.

Formulas integrais de Cauchy

Eq. de Cauchy-Riemann Derivada complexa,

¢sz(_zldz =277 f(a)

f2) 2w
ﬁwz dz =" f")(q)

_ a)n+1 n[

du_dv du_ v f'= gy + v
ox Oy (9y oz = vy — ju,
Fungoes harmonicas
2 2
0 124 N 0 ‘_p
ox oy

Série Geométrica

Série de Taylor

Zz = ‘z‘<1

S. Poténcias: raio de convergéncia

Série de Laurent

= L ;Rzlimain = Zan(z—zo)” ;a, = 1,§Z§ 1) —dz
lim 2 ‘an n—>0 0, 11 n=—0m 27‘-] c (Z — 2 )TL
n—>0
Integral de Linha Séries de Poténcias
b © n 0 n _2n 0 n 2n+1
-1)"z
F)dz = [ f=(t) 2(t)dt e =37 cos(z) = ST EVET e
/C /a gn! ) %‘6 (2n)! 7;) 2n +1)!
Teorema dos residuos
dk*] L
= li - ; dz =2mj )
a_y =res(f,zy) = (= 1) z—>nzlo = <( z0) f(z)] ¢Cf 2)dz wgi;res 1,z
Aplicacoes T. residuos
21 . . -1 _ 1
[T HeMdo = fe) Lz i (0) = e cos0) = 22 sen(z) = 2
0 |4/=1 Jz 2 2j
1. Calcule

2
z

e’ -1 e
b ——=dz ¢ ——dz
a9

2. Sendo u(z,y) = z° + 3 — 3zy(z + y)

z

d) /%;d@

0 2+ sen’(d)

e’ —1
a —dz
) 552—1/2 2(z +5)°

a) Mostre que u(z,y) é uma funcio harménica em R,

b) Determine v(z,y) tal que f(z,y)=wu+ jv seja uma fungao inteira e v(0,0) =0

c) Calcule §]§ 1)

=2 (z = 1)?

Solugdes 1a) 0 ; 1b) 27wj(je? +e ™7 —1); 1c) jr ;1d) w\/g :2¢) 277 (3 + 53)
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