* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

* Chamase a atengio para a importdncia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

16. Exercicios.

Aurl6

TOPICOS

Exercicios.

DETERMINAR A EXPRESSAO GERAL E A MATRIZ DE UMA TL CONHECIDAS AS IMAGENS DE UMA BASE DO

SEU DOMINIO

16.1. Considere-se a transformacdo linear T :R* — R® tal que T(1,1)=(1,1,0) e

T(0,1) = (0,1,-1). Vamos determinar a expressao geral de T', isto é, T(z,y) V(z,y) € R?

Sendo

entao

, logo,

T(1,1) = AH =[1

1 1

0

Al 0j=l1 0
11 11
0 -1
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EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR

A=[1 o[t oT'=[1 o][1 0
1 11 1 1 1l=1 1
0 0

10 -1 -1
=[1 0]
0 1
1 -1

Pelo que

LT Y

, ficando assim determinada a expressao geral de T : T(z,y) = (z,y,x — y)

16.2. Dada a transformacdo linear T :R? - R® tal que T(e;)=(-1,2,0) e

T(ey) =(0,2,— 1) escreva a matriz da transformacao.

Sendo a matriz canénica da transformacio dada por A =[T(e,) T(e,)], temos de

imediato
-1 0
A=| 2 2
0 -1

16.3. Seja T : R* > R® uma transformacéo linear tal que
7(1,0,0) = (1,0,2)
7(0,1,0) = (0,-3,0)
7(0,0,1) = (2,0,1)

. ~ . . . N s e 3
Determine a representacao matricial de T relativamente a base candnica de R” e a

expressao de T(z,y,z) ,¥(z,y,2) € R®.

Designando  por A a matriz candnica da transformacao, temos
T(z,y,z) = A(x,y,2z), logo, escrevendo a equagdo matricial das equagbes acima,

resulta
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EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR

1 0 2 1 00
0 -3 0|=A|0 1 0
2 0 1] |00 1
10 2]
0 -3 0|=AI
12 0 1]
0 2
A= -3 0
0 1
Sendo T'(z,y,z) = A(z,y,z), temos
T —2z
T(xz,y,z)=| -3y
2T + z

= (z —22,-3y,2z + 2)

16.4. Seja T : R? > R? uma transformacao linear tal que
T(1,-1) =(1,0,-1)
T(0,1) = (2,1,-1)

Justifique a existéncia e unicidade da transformacao. Determine a representacao

matricial de T' e a expressao de T'(z,y) ,V(z,y) € R?.

Uma aplicagao linear cujo dominio é um espaco vectorial de dimensao finita fica
perfeitamente definida quando se conhecem as imagens dos vectores de uma. qualquer
base desse dominio, existindo uma e sé uma transformacao que relaciona os dois
conjuntos de vectores.

Designando por A a matriz canénica da transformagao, temos T(z,y)= A(z,y),
logo, escrevendo a equacao matricial das equagoes acima, resulta

1 2
10
0 1:A{ }
11
1 -
1 2] _
1 o
11
S
A=l 1 1

Sendo T(z,y) = A(zx,y), temos
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3 2
T(z,y)=| 1 1 F}

2 1|V

[ 3z +2y

=| z+y

|2z -y

=3z + 2y, z +y,—2z — y)

DETERMINAR A MATRIZ DE UMA TL DADA A SUA EXPRESSAO GERAL

16.5. Seja w = f(z;,2z5) uma funcio de R? - R?, tal que

w] :Il
Wy = 2.’171 — Ty

Wy = 3.’171 + 456'2

Adoptando a notacdo matricial, podemos escrever

w; 10
I
w2 = 2 —] |: :|
L9
w3 3 4
, e ainda,
w = Ax

A fungdo w = f(x;,x,) considerada, sendo uma transformacdo matricial, é uma

transformagao linear, w = T'(x) = Ax , sendo a matriz da transformacao

10
A=(2 -1
3 4

16.6. Determine as matrizes candnicas das transformacoes
T (), @) = (20 — 79,71 — 37)
Ty (@), @, 03) = (@) + Ty + 203, 3) — Ty, Ty — T3)

Ts(xy,79,73,2,) = (T + 223,27 — Ty, Ty — T3, 7 — 37,)

Conhecida a expressao analitica da transformacgao a determinacao da matriz candnica
da transformacao é imediata. Para (w;,w,) = T} (z,29) = (2] — 29,2, — 32,) temos

Wy =T — 35(:2

ol )

logo
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2 -1
Alz
o

Procedendo de modo andlogo para T5(z;,%y,23) = (x) + Ty + 223,27 — Ty, Ty — T3),

temos:
1 1 2
A, =|1 -1 0
0 1 -1

s e para Ty(x), 2y, T3,04) = (T) + 23,8 — Ty, Ty — T3,T) — 32)

ro 2 0

0 0 -1
A3:

01 -1 0

1o 0 -3

16.7. Dada a transformacao linear T : R?* — R? definida por
T(x,y,2) =2z +y—2z,2 —y,3y — 22)

. - ~ , . 3
Escreva a matriz da transformacao em relacao a base canénica de R”.

Designando por A a matriz canénica da transformacao, temos

T(x,y,2z) =2z +y—2z,2 —y,3y —22)

(22 +y — 27|
= T—y
| 3y-—2z
2 1 2]z
=1 -1 O
10 3 2]z
= A(z,y,2)
Logo
2 1 =2
A=|1 -1 0
0 3 -2

16.8. Dada a transformacao linear T : R? — R? definida por
T(z,y) = (x - y,y — =, 2z - 2y)
Escreva a matriz da transformacao em relacao a base candnica de R? e & base de R?
B ={(1,0,0),(0,1,1),(0,0,1}

Usando a matriz calculada verifique se o vector (—1,3,1) pertence a imagem de T .
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Podemos comecar por calcular a matriz candnica da transformagao. Temos

T(xay) = ($ _y,y_$,2$ _2y)

w | [ z-y

wy |[=| Yy—x

wy | |2x-2y

1
L
2 2|t

Logo

1 -1
A=|-1 1
2 -2

Podemos agora calcular a matriz da transformacao em relacao a base canodnica de R?
e A base de R® B = {(1, 0,0),(0,1,1),(0,0, 1} . Atendendo ao diagrama

temos
[W}B = B[X}g
=M zA [x]g
, pelo que
B = M A
= (Mge) "' A
Dado que Mpe tem por colunas os vectores da base B = {(1,0,0),(0,1,1),(0,0,1}

escritos na base canonica

, temos
-1

0 0
B= 1 0 -1 1j=|-1 1
11

o O =

Em alternativa, e mais rapidamente, podemos atender a que
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B =(Mg) " A
MeB = A
1 00 1 -1
01 0|B=|-1 1
0 1 1 2 -2

Resolvendo os dois sistemas de equacoes em simultaneo, temos

1 00 1 -1 100 1 -1
010 -1 1|~+-~0 10 -1 1
011 2 -2 001 3 -3
, logo
1 -1
B=|-1 1
3 -3

Atenda-se a que o vector w =(—1,3,1) estd escrito na base candnica. A partir da

matriz A é imediato verificar que w nao pertence a imagem de T, dado que o
sistema, w = Ax ¢é impossivel

1 -1 -1 1 -1 0
1 1 3|~-~|0
2 -2 1 0

Para tirar conclusoes utilizando a matriz B atenda-se a que

[W}B =B [X}g

[wlg = Mgz [w],
. pelo que
B[x], = Mgz [w],
= (Mpe) ™" [w],
MeB[x], =[w]

£

19
10 0 1 -1 -1
01 0}|-1 1i|x=| 3
01 1) 3 -3 1

Resolvendo o sistema tirariamos a mesma conclusao (alids o sistema é o mesmo, dado

que, obviamente, Mgz.B = A e A[xlg = [W:LS .

16.9. Dada a transformacao linear T : R?* — R? definida por

T(xa:% Z) = (CC + 2y,_2?},$ - y)
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Tomando a mesma base no dominio e no contradominio, escreva a matriz da

transformacao em relacao a base de R?

B ={(1,0,0),(0,-1,1),(0,0,-1}

Atenda-se ao diagrama

4 N
A
e 4w,
Mg 4 Y PN
B
~— [X}B SN [W]B(
e
, temos
[W]B: [X]B
= Mgz A(Mgg) ™' [x],
= (Mpe) " AMpg [x],5
, logo
B = (Mp:) ' AMj;
Sendo
1 0 0
Mg =|0 -1 0
0o 1 -1
e
T(:L’,y, Z) = (CL’ + 2y7 _2yax - y)
[z + 2y
LY
1 2 0
=0 -2 0
|1 -1 0]z
, pelo que
1 2 0
A=|0 2 0
1 -1 0
, temos
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1 0 O]y [t 2 0][1t 0 O
=0 -1 O 0 -2 0}j0 =1 O
0o 1 -1 1 -1 0|0 1 -1

1 -2 0
= 0 -2 0
-1 -3 0

Note que a relacao acima pode ser escrita na forma

Mj;.B = AM,
1 0 0 (1 2 0] 0 0
0 -1 0/B=|0 —2 0 -1
0 1 -1 |1 -1 0] 1 -1
Ly o
=10 20
L 1 O_

, pelo que, alternativamente, temos, resolvendo os 3 sistemas de equagoes em
simultaneo, o mesmo resultado de modo mais expedito

1 0 01 =20 100 1 =220
0O -1 00 2 0|~--~/0 10 0 -220
0 1 -1 1 10 001 -1 30

MISCELANEAS.

16.10. Em R? e R?® & possivel fazer uma representacio geométrica simples do efeito da
aplicacao de uma transformacao linear, quer se considere que os pares ou ternos ordenados
sao representativos de pontos ou de vectores. Em R™ a interpretacao do resultado da

aplicacao de uma transformacao linear é idéntica, embora a sua representacao geométrica
nao seja possivel.

a) Seja T : R? - R? a transformacdo linear, w = T(z,y)

w = Au
y
I - =) T
Wy 0 -1fy
. (@3,95)
R 3 Temos entao w; =z e wy, = —y. Da aplicacao da matriz da
z ; 3”1 % transformacao
2] .
(g yy) | Azt 0
g 0 -1
THL * (), —y)
a qualquer objecto de R? resulta uma imagem que
Figura 16.1 corresponde ao seu simétrico relativamente ao eixo dos xx

T(x7y) = (CC, - y)
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b) Seja T : R? > R? a transformacéo linear, w = T(z,y)

w=Au
{w]} _ {cos(&) - sen(@)}{x}
Wy sen(f)  cos(9) | y

em que 6 é um angulo medido no sentido directo.

Cada uma das colunas da matriz de transformacao
71(0.1) resulta da aplicacdo da transformacdo a cada um dos
2

—_(cos(0),sen(f , .
ﬁ """"" I(COS( )sen(f)) vectores da base canénica de R?, e e e,

(—sen(f),cos(@))

A
¢ e, (1,0) A =

{cos(@) —sen(0)

sen(f) cos(@)} = [T(e1) : T(ez)}

- s%n((ﬁ)

Temos assim que

cos() —sen(d)] {1} _ {cos(&)}

Ter) = Len (@)  cos(0)] sen(6)

cos(f) - sen(@)} _O} _ {— sen(H)}

Tles) = Len(@) cos(0) || 1 cos(6)

Ambos os vectores da base canénica de R? sofrem uma
rotacdo de 6 no sentido directo. Em resultado da
ix aplicacao de uma transformacao com matiz

| cos(0) —sen(0)
A= Len(@) cos(@)}

, todos os objectos do plano sofrem uma rotacéo de € no

. sentido directo. A matriz é, por isso, chamada matriz
Figura 16.2 _ 5
de rotagao em R”.

16.11. Considere o endomorfismo T que, tomando um vector (z,y,z) € R?, o reflecte em
relacao ao plano yz e depois o projecta ortogonalmente sobre o plano xzz (num referencial

zyz ortonormado). Escreva a matriz de T em relagao a base canénica de R? e determine

todos os vectores (z,y,2) € R® tais que T(x,y,2) = (3,0,~1).

Sendo, em R?, a matriz de reflexao em relacao ao plano yz

-1 00
A= 010
0 0 1
e a matriz de projeccao sobre o plano zz
100
B=(0 0 0
0 01
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temos
T(z,y,z) = BAx

10 0||-1 0 O
=0 0 0] 0 1
100 1] 0 0 z
-1 0 0|z

=10 0 Ofly

10 0 1]z

= (-z,0,z)

31 [-1 0 0|z
0/=l0 0 0fly
1 o o 1=

, ou seja (-3,y,—1)Vy e R.

16.12. Considere a transformaciao linear 7T :R? - R? que transforma o
paralelogramo da figura a) no paralelogramo da figura b). Qual das seguintes matrizes
pode ser a matriz da transformacao em causa
1 -1/3
A3 = /
2 —-4/3

Bpmsgp g A 2/3 0 A = 2 _]/2
CR S W 1= —13 -1 273 -3/2

j .y . | N :{2/3 _1/3}
0 -1

b Basta atender a que

b T(O, 2) — (_1’_ 3)

Ora, sendo
0 0 -1
T(072)=A{2}=A2L}:A2e2 =2Ae, :2T(e2):{ 3}

, temos
T(e,) - {: ;@

, pelo que, das matrizes candidatas a tnica que pode ser a matriz da
transformagao em causa é a matriz A, .

Escolhendo dois vectores linearmente independentes, por exemplo,
b) u, =(0,2) e uy=(24), temos w;=T(u)=(-1,-3) e
wy = T(uy) =(2,0) , pelo que, sendo
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w =Au

[wy wy]=Aln;, u,)
R
I |

2 —1/2
{3 —3/2}:‘*

AZ[W1 W2]|:u1 UQ]_l

I
>

Genericamente

ALGEBRA LINEAR

>> ul=[0 2]';

>> u2=[2 4]';
>> wl=[-1 -3]"';
>> w2=[ 2 0]"';

>> A=[wl w2] *inv([ul u2])

2 -1/2
3 -3/2

COMPOSICAO DE TRANSFORMACOES LINEARES

16.13. Sendo T : R?® - R? uma reflexdo sobre o plano xz

1 00
w=T(u)=Au=|0 -1 Ou
0 01

, 5 :R?® > R? uma rotacio de 6 = —m/2 sobre o eixo do zz
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, U:R?® > R? uma expansio de k=1.5

r=U(v)
=Ayv
1.5 0 0
= 0 15 O0|v
0 0 1.5
A CcoOmposicao de U com S com T ,

r=V(u)=US(T(u))=U->S-T)(u)=AyAgAru, é uma transformagao linear,

V:R?® > R?, com matriz de transformacio

Ay =ApAsAp
15 0 off o 1 of1
= 0 1.5 O0O|f-1 0 00 -1
0 1.5 0 0 10
-1.5
=|-1.5
| 0 1.5
, Ou seja
r=V(u)
z =Ayu
0 -1.5 0
=|-1.5 0 Ofu
¥ 0 0 1.5

Saliente-se que a composicao de transformagoes lineares
nao é comutativa (basta atender ao facto de se efectuar a
custa de um produto matricial).

16.14. Dada a transformacio linear 7 : R* — R* definida por
T(z,y,z,w) = (-x +y — 2,2y + z — w,z + 3w,0)
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ALGEBRA LINEAR

Escreva a matriz da transformacao T em relacao a base candnica de R*. Considere a
base B = {(1,1,1),(0,1,1),(0, 0,1)} de R?® e seja S:R* - R? a transformacio linear

. . ~ N s . 4
cuja matriz em relacdo a base B e a base candnica de R é

10 1 -4
Sp=|-1 1 0 1
12 -1 0

Determine a expressao geral de S e determine (S o T')(1,1,-1,1).

. - ~ , . 4
A matriz da transformacao T em relacdo a base canénica de R™, sendo

T(z,y,z,w) = (—z+y — 2,2y + z —w,z + 3w,0)

—rT+yY—z
20+ z—w
:z+3w
0
(-1 1 -1 0]z
02 1 -1||y
oo 1 p
100 0 0fw
é
-1 1 -1 0
T:02 1 -1
0 0
00 0 0

A matriz de mudanca da base B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} para a base canénica de

R? &
1 00
M[)’g — 1 1 0
1 1 1
Atendendo ao diagrama
4 N\
S
X w
X
Mgz
Sg
AN w
N [ :|B 4/
—»
temos
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SB = MSBS
-1
(MSB) SB = S

. ~ ~ s ;. 4 3
, logo, a matriz da transformacao S em relacao as bases candnicas de R™ e R~ €

S = MyS;

(1 0 0] 1 0 1 —1
=1 1 0/|-1 1 0 1
11 112 -1 0
(1 0 1 -1
=10 1 1

130

, ou seja, a expressao geral de S é

S(z,y,2,w) = S(z,y,2,w)
1
=10
1
=(z+y-wy+zz+3y)

Finalmente, para (S - T)(1,1,-1,1), temos
(S T)(1,1,-1,1) = STx

~ -1 1 =1 ol 1
1 0 1 -1
0 2 1 =14 1
=10 1
00 1 3|-1
130 0
- L0 o0 0 0] 1
_ 21
0 1 -1
0
=10 1
2
30 }
- -0
(3
=12
|1
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ALGEBRA LINEAR

TRANSFORMAGAO LINEAR INVERSA

16.15 Sendo 7T : R® — R?

uma rotagao de 6 = —m/2 sobre o eixo do 7z

w=T(u)=Az;u

[ cos(—m/2) —sen(—7/2) 0
sen(—7m/2)  cos(—7m/2) Ofu
0 1

| 0
[0 10
-1 0 Oju
| 0 0 1

, a sua transformacao inversa tem matriz de transformacao

u="T"w)= A W= Al'w

f0 1 0]

=1-1 0] w
L 0 ]_
[0 -1 0]

=1 0 Ow
0 0 1
[ cos(m/2) —sen(w/2) O

=|sen(m/2)  cos(m/2) 0w
] 0 0 1

ou seja, como seria de esperar, uma rotacao de 6 = 7/2.
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