* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Projeccdo ortogonal.

TOPICOS

* Chamase a atengio para a importdncia do Base ortogonal e base ortonormada.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

Exercicios.

19. Projeccao ortogonal.

19.1. Projeccao ortogonal.

Sejam u e v (nao nulo) dois vectores de R". Podemos sempre decompor o vector u
na soma de dois vectores, u; e u,,

u=u1+u2

u

, tendo u; a direccao de v e sendo u, ortogonal a v. O
vector u; é chamado projeccao ortogonal de u sobre

v, proj, u, sendo

. u-Vv u-v
0, = proj, u PR T e T v
V|

u; = perp, u

, e sendo a componente ortogonal (ou perpendicular de u

Figura 19.1 sobre v')

u-v
T = = —_ = _—
€IPy, U = Uy u-—u u A\
V-V

Se u;,u,,--,u,. € R" sdo vectores ortogonais nao nulos, isto é, tais que u; -u; =0
12 Y2 s U 9 9 1 j

para ©# j, entao o conjunto S = {ul,u2,---,ur} é linearmente independente. Para

,

todo o vector u que pertenca ao subespaco gerado S, ou seja, tal que u = Zkiui ,
i=1

temos

i u-u;

= 2 =
e

)
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PROJECGAO ORTOGONAL ALGEBRA LINEAR

, donde,
T T . . T
u:Zkiui =Z bl u, :Zprojui u
i=1 i=1 Wi "Wy i=1
Exemplos
1. Dados os vectores u=2e, +e, e v=2e; —2e,, a projeccao ortogonal de u
sobre v é
2 b T R proj u=u —L'Vv—L Vv
R Perpy 1 v ! ME vy
2x2)+ (I x (-2
L @)
(2x2)+((-2)x(-2))
2
=—(2e; -2e
_(2e, - 2e5)
, sendo a componente perpendicular
1 0.5 0 0.5 1‘ 15 2 25 3

perp,u=u, =u-—u,

Figura 19.
igura. 19.2 =1.5e, +1.5e,

>> u=[2 1]°';

>> v=[2 -2]"';
>> ul=(u'*v) / (v'*v) *v
ul =
0.5000
-0.5000
>> u2=u-ul
u2 =
1.5000
1.5000

2. A projecgao ortogonal do vector u = (3,—3,4,—4) sobre o vector u; =(0,1,0,—2)
é

2 W
|

u-u;
:7]_1.1
u; - uy

uTu]
= u
uiTu1
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0
1
3 -3 4 -]
0 0
I 2] 1| 0-3+0+8] 1
PFOJ, 0] 0] 0+1+0+4| 0
1112 -2
[O 10 —2]
0
-2
0
1
1o
-2
O vector u — proj,, u ¢é ortogonal a u; . Temos
3 0 3
) -3 1 —4
u —proj, u= A7 olT g
—4 -2 -2

(u - pro.ju1 ll) Uy = (ll - proju1 u)Tul
=[3 -4 4 -2

=0-4+0+4

>> u=[3 -3 4 -4]';

>> ul=[0 1 0 -2]"';
>> projul=(u'*ul)/ (ul'*ul) *ul
projul =
0
1
0
-2
>> (u-projul) '*ul
ans =
0
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19.2. Base ortogonal e base ortonormada.

Se S = {ul,u2,~~-,uk} ¢ uma base dum subespaco de R", dizemos que S é uma
base ortogonal se u;-u; =0 para i# 7, ou seja, se os vectores da base sao

ortogonais.

Sendo S = {ul,u2,---,uk} uma base dum subespaco de R", dizemos que S é uma
base ortonormada se, para além de ser uma base ortogonal, Hqu =1 para

i=1,---,k (isto é, todos os vectores de S sao unitarios).
Exemplos
3. A base canénica de R* B ={e, e,,e;,e,}, com e =(1,0,0,0), e, =(0,1,0,0),

e; =(0,0,1,0) e e, =(0,0,0,1), é uma base ortonormada, dado que todos os vectores
da base tém norma um e sao ortogonais

e 100 0][1t 000
T
e 01 0 0(10 1 0 0
T 2
B'B=| el el el e]=g o1 gllo o 1 o
€3
T 00 0 1{|0 0 0 1
L€4 ]
_e{el 6{62 e{e?) e{e,_,l_
_ egel egGQ ege?) ezTe4
e3Tel 6562 e3Te3 e3Te4
_e,_{el eZGQ eZe3 eZe4_
- ) -
HelH € €y € €3 € €4
2
_ 61 82 HGQH 62 '63 62 ‘e4
B 2
€ -eé3 €)-€e3 He3H €3 -€y
2
_el €, €9-€ey, €3-€4 Heﬂ‘ ]
(10 0 0
3 0 1 00
oo 10
000 1
4. Os vectores e; = (1,0,---,0), e, =(0,1,---,0), ... , e, =(0,0,---,1) geram R", séo

linearmente independentes, unitdrios e ortogonais. Logo, a base candénica R" é uma

base ortonormada do espaco euclidiano R" .
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19.3. Exercicios.

ORTOGONALIDADE EM R"

19.1. Dados os vectores u=2e; +0.5e, + le; e v=0.5e,; +2e, +2e3, 0 vector u tem

norma

lu| = \/Ul2 +uj +uj = 224052 +12 ~2.29

O produto interno entre os vector u e v, é
u-v= U]U] + UQUQ + U3U3
=(2x0.5)+(0.5x2)+ (1x2)
=4

Sendo o produto interno entre u e Vv positivo, o angulo entre os vectores é
0<a<m/2

u-v u'v
= arcCos| 7—— | = arcCos| —————
[u Vj { (w-u)(v- v)j
0 N = arccos
- J@2+0.52 41 )(0.5% +2% +2)

/proj, w.. ~ 0.92 (= 0.587/2 ~52.6°)

A projeccao ortogonal de u sobre v é

. u-v u-v
4 projyu=1u; = ——v=——
vl Vv

=1 (056 426, +2e,)

ga5 TR

Figura 19.3

~0.24e, +0.97e, +0.97 e;

, sendo a componente perpendicular

perpy u =uy =u— Wy
~1.76 e, — 0.47e, + 0.03e,

>> u=[2 0.5 1]';

>> v=[0.5 2 2]';
>> norm(u)
ans =

2.2913
>> u'*v
ans =

4
>> alfa=acos (u'*v/ (norm(u) *norm(v)))
alfa =

0.9175
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>> ul=(u'*v) / (v'*v) *v

ul =

0.2424
0.9697
0.9697

>> u2=u-ul

u2 =

1.7576
-0.4697
0.0303

19.2. Mostrar que os vectores u; =(0,1,0,-2), u, =(0,2,0,1),u; =(-1,0,2,0) e

u, =(2,0,1,0) sdo ortogonais, isto é, u, -u; =0 para i # j .

J

Um modo pratico de verificar que todos os produtos internos cruzados sao nulos,
consiste em dispor os vectores na forma de uma matriz e multiplicd-la pela sua
transposta. Seja a matriz cujas colunas correspondem a cada um dos vectores

0 0 -1 2
1 2 00
U:[ul‘ u2‘ 113‘ ud: 0 0 9 1
-2 1 00

A sua transposta é uma matriz em que cada um dos vectores esta disposto segundo as
linhas da matriz

e 10 -2
UT:u§:0201
@ -1 0 2

E 201 0

Atendendo a definicao de produto matricial e de produto interno
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vulu = 7[u1‘ uz‘ ug‘ u4]= B

T 2

[ R
)
|
[\
O = O N

uju, ufu, uju; ulu,
usu; usu, ujuy usu,

T T T T
Uzu; uzu; Uuzuz Uzuj

S O O WL
o O ot O
S v O O
o O O O

uflh ufuz UZU?) UZU4 -
U -u; up-uy; up-uz U -uy

u,-u;p uy-uy; uy-uz Uy -uy

2 . . [
Atendendo a que u-v=v-u e u-u= HuH , concluimos que a matriz resultante é
uma matriz simétrica, tendo as normas dos vectores na sua diagonal, e os produtos
internos cruzados quer acima quer abaixo da diagonal.

Se a matriz resultante, como é o caso, for uma matriz diagonal, concluimos que os
vectores sao ortogonais.

wl® wpuy wpuy wpug | [50 000
Uy = u; -u, Hu2H2 Uy uz up-uy | 0500
Wy weuy Juglougeug| (00050
U -uy uy-uy ug-uy Hu4H2_ 00035

>> ul=[0 1 0 -2]"';

>> u2=[0 2 0 1]';
>> u3=[-1 0 2 0]"';
>> u4=[2 0 1 0]"';
>> U=[ul u2 u3 u4l;

>> U'*U

ans =
5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

19.3. Dado o vector u=(3,-3,4,—4) e os vectores ortogonais u; =(0,1,0,—2),
u, =(0,2,0,1),u;3 =(-1,0,2,0) e u, =(2,0,1,0), podemos verificar que, sendo
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, temos

S
L A

i

Atendendo ao exemplo anterior temos Hu1H2 = Hu2H2 = Hu3H2 = Hu4H2 =5, pelo que,

adoptando a notacao matricial

u-uq
[kl ky ks k?d:%u.uQ
o[ | U
u-uy
I 7
k = qu [ul‘ uz‘ ug‘ u4}
u;
00 -1 2
k:lB -3 4 —4] bz 0
5 0 1
-2 1 0
=[1 -2 1 2

ou seja

u=u; —2u, +uz+2uy

. >> u=[3 -3 4 -4]';

>> ul=[0 1 0 -2]"';
>> u2=[0 2 0 1]';
>> u3=[-1 0 2 0]"';
>> u4=[2 0 1 0]"';
>> U=[ul u2 u3 u4l;
>> nui=diag (U'*U) '

>> k=u'*U. /nui

1 -2 1 2
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19.4. Os vectores u; =[2 1 —1]",u,=[0 1 1]7 sio ortogonais, dado que

>> ul=[2 1 -1]"';

>> u2=[0 1 1]°';

>> ul'*u2

ans =
0

Para encontrar um terceiro vector ortogonal, a u; e u,, podemos recorrer ao
conceito de produto externo, dado que us; =u; xu, é ortogonal a u; e u, (e tem
um sentido ditado pela regra da mao direita)

>> u3=cross (ul,u2)

u3 =

2

-2

2
Podemos verificar que u;, u,, e uz = [2 -2 2}T formam um conjunto ortogonal,

isto é, u;-u; =0 para i # j,

>> U=[ul u2 u3]l;

>> U'*U

ans =
6 0 0
0 2 0
0 0 12

Sendo ortogonais, os vectores sao linearmente independentes, pelo que formam uma
base de R? (recordando que n vectores linearmente independentes formam uma base

de R™) e, porque sdo ortogonais, U = {u;,u,,u;} é uma base ortogonal de R?.

Nenhum dos vectores tem norma unitaria. Como se constata pela diagonal da matriz
UTU, HUIH = \/g, Hqu = \E, e HUBH =-/12. Se normalizarmos os vectores,

encontramos os versores de cada um deles

2//6 0 2/-[12 1/4/3
thi: ]/JE ) QQ:&: ]/ﬁ ) € Q3:i: _Q/Jﬁ = _]/J§
T ol 7| I el I

, resultando que O = {ql, q2,q3} ¢ uma base ortonormada de R?.

>> gl=ul/sqrt(ul'*ul);

>> g2=u2/sqrt (u2'*u2);

>> g3=u3/sqrt(u3'*u3);
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>> Q=[qgl g2 q3];

>> Q1*Q
ans =

1.0000 0 0

0 1.0000 0

0 0 1.0000

19.5. Consideremos a base ortogonal de R® constituida pelos vectores u;, u, e us do

exemplo anterior, U = {u] ,Ug,U 3}. Qualquer vector de IR3, u, pode exprimir-se como

combinagao linear dos vectores da base, u = kju; + kyu, + ksu;. Cada um dos coeficientes

da combinacao linear estd relacionado com a projecgao ortogonal do vector u sobre cada
um dos vectores u;

3 . 3
u=) kv T RIS M —Zpr%

= fu,” S

Consideremos agora a base ortonormada Q = {ql,qQ,qB} construida a partir de U .

Sendo, como vimos, q; = ul/HulH , temos

3 3

DR MRy (T R MR W

u H i=1 i=1 i=1

mHu H

Assim, sendo a base ortonormada, o célculo do coeficientes que permitem representar
qualquer vector como uma combinacao linear dos vectores da base é mais simples,
correspondendo apenas ao produto interno do vector por cada um dos vectores
ki=u-q;.

. T [ . ‘.
Seja u=[1 -2 1] . Subentende-se que o vector ests escrito na base canénica de

3 .
R%, €= {el,eQ,e3}, ou seja,

u=1le; —2e, +ley

, que é uma base ortonormada, pelo que cada uma das coordenadas do vector u nao

é mais do que a sua projeccao ortogonal sobre cada um dos vectores da base candnica.

Podemos representar u na base ortogonal U = {u] ,u2,u3} sendo

>> u=[1 -2 1]' ;
>> format rat

>> kl=u'*ul/ (ul'*ul)

>> k1l =

-1/6
>> k2=u'*u2/ (u2'*u2)
k2 =

-1/2
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>> k3=u'*u3/ (u3'*u3)
k3 =

2/3
temos

1
u=-—-u ——u,+-u
6 1 22373

Podemos representar u na base ortonormada Q = {ql,qQ,qg} sendo simplesmente

ki=u-q,

>> kl=u'*ql

kl =
-0.4082
>> k2=u'*qg2
k2 =
-0.7071
>> k3=u'*g3
k3 =
2.3094

temos

G B 2

6 %‘7‘12 T‘l?)

. T
Note-se ainda que, como k; =u-q; =u q,, temos

b,k kyl=[u"q, u’q, u’ql
=u'lq; a, qj)
=u’Q

,onde Q é a matriz cujas colunas sao os vectores da base Q.

>> u'*[gl g2 g3]

ans =

-0.4082 -0.7071 2.3094
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19.6. O exemplo anterior pode, evidentemente, ser interpretado num contexto mais geral
de representacdo de um vector em diferentes bases (nao necessariamente ortogonais).

Temos U = {uy,uy,u,f, com w =2 1 —1}T,u2=[0 1 I}T, e
u; =[2 -2 2]". Sabendo |:V:|g =[1 -2 1}T , temos
20 2
Mug = 1 1 —2
-1 1 2
pelo que

:Mljllé‘[v]g
2 0 21'[1
=11 2| |2
112 1

>> format rat

>> Wue=[2 0 2;1 1 -2;-1 1 2];
>> ve=[1 -2 1]°';
>> vu=inv (Wue) *ve
vu =
-1/6
-1/2
2/3
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