Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

Chama-se a aten¢do para a importincia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

2. Algebra matricial.

2.1. Igualdade.

Duas matrizes, A,,,,e B

pxq>’

Aun 2

TOPICOS

Algebra matricial.

Igualdade.

Adigdo.

Multiplicagdo por um escalar.

Multiplicagdo matricial.

Potenciagdo.

Matriz transposta.

Matriz simétrica e matriz anti-simétrica.

n = q, e os elementos correspondentes sao iguais, ou seja,

2.2. Adicao.

A soma de duas matrizes do mesmo tamanho, A, . ,e B

matriz mxn

a;j = bj,

Vi, 7.

mxn

sao iguais se tém o mesmo tamanho, ou seja, m=p e

define-se como sendo a

C=A+B
resultante da soma dos elementos homologos de A e B, ou seja,
¢ij = a;; +b;;, Vi, g
Exemplos
1. Sejam as seguintes matrizes:
14 2 2 -1 1
A=|2 3 5|,B=(2 1 -1
4 1 6 1 4 -1
A soma de A e B é a matriz
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C=A+B

(1+2 4+(-1) 2+1
=12+2 3+1 5+(-1)
4+1 1+4 6+(-1)
(3 3 3

=4 4

5 5

Soma de duas matrizes, A+B ,

>> A=[1 4 2 ; 23 5 ; 41 6];
>>B=[2 -1 1; 21-1; 14 -1];

>> C=A+B

C =
4 4 4
5 5 5

2.3. Multiplicacao por um escalar.

A multiplicagdo de uma matriz, A, ., , por um escalar, « € R (ou o € C), define-se
como sendo a matriz m x n

B=caA
resultante da multiplicacao por @ de cada um dos elementos da matriz A , ou seja,

sz = aa/z']', VZ,]

Exemplos
2. O produto do escalar a =5 pela matriz A € a matriz
B=5A
[5x1 5x4 5x2

=|H5x2 Hhx3 Hxbh
_5x4 5x1 5x6

5 20 10
=10 15 25
120 5 30
Produto do escalar a =5 pela matriz A, a*A ,
>> a=5;
>> B=a*A
B =

5 20 10
10 15 25
20 5 30
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2.4. Multiplicacao matricial.

O produto de duas matrizes, tais que o niimero de colunas da primeira é igual

ao numero de linhas da segunda, A, e B, , define-se como sendo a matriz

mxn
C=AB

cujos elementos, c;;, resultam da soma dos produtos dos elementos da linha 7 da

i)
matriz A pelos elementos correspondentes da coluna j da matriz B

br—==( b

by \b@ e by,

J

O IEN )

a] a12 cee af X
i Gy /'
NS CICEaC

A1 Ap2 0 Gy

, Ou seja,
p
Cij = ailblj +al'2b2j +"'+aipbpj = Zalkbk] y 1<i<mal< J<n
k=1

Exemplos

3. Sejam as seguintes matrizes:
1 2
3 4 1
D= , E=|3 1
2 10
0 4

Do produto da matiz D, (2x 3), pela matriz E, (3 x 2), resulta uma matiz 2 x 2

_ = o]
3 4 1]|3] [3 4 1]|1
12 0] 4]
3 4 1
DE = 3 1|=
2 10
0 4 _1_ _2_
2 1 0]|3] [2 1 0][1
L —0— —4—_
_{3><1+4><3+1><0 3x2+4x1+1x4}_{15 14}
2x14+1x3+0x0 2x2+1x1+0x4 5 5

Note-se que o produto da matiz E, (3x2), pela matriz D, (2x3), também estd

definido,
(3 x@ @x 3)

, resultando uma matiz 3 x 3

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A02 -3 12-03-2009



ALGEBRA MATRICIAL ALGEBRA LINEAR

3 (4] 1
] 1 2{{ 1 ﬂJ: 1 2{{
ED=|3 1{; ? 3}: 3 1{22 3 1{ﬁ: 3 1{;:
i [0 4] 2_ [0 4}_?_ [0 4}_3__

[1x3+2%x2 1x4+2x1 1x14+2x0
=|13x3+1x2 3x4+1x1 3x1+1x0
[0x3+4%x2 0x4+4x1 0x1+4x0

(7 6 1
=11 13 3
18 4 0

Este exemplo evidencia claramente que o produto de matrizes nao é
comutativo, uma vez que

DE # ED

Quando se verifica AB = BA as matrizes A e B dizem-se matrizes permutaveis
(ou comutdveis).

Produto de matrizes, A*B,

>> D=[3 4 1; 2 1 0]

D =
3 4 1
2 1
>> E=[1 2; 3 1; 0 4]
E =
1
3
0
>> D*E
ans =
15 14
5 5
>> E*D
ans =
7 6 1
11 13
8 4
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2.5. Potenciacao.

ALGEBRA LINEAR

Dada uma matriz quadrada de ordem n, A, e um inteiro nao negativo k, definimos

a poténcia k de A como

A’ =1

n

AR = AFA VE>0

, OU seja, AozIn eAk:AXAx---xA, k>0.

k termos

Exemplos

4. O cubo da matriz

- oy i o2 :

|

127 [1x1+2x3 1x2+2x(-D|[1 2
3 1| [3x1-1x3 3x2-1x(-1)||3 -1

Tx14+0x3 7x2+0x(-1)
O0x14+7x3 0x2+7x(-1)

Poténcia de uma matriz, A" n ,

>> A=[1 2;3 -1]

A =
1 2
3 -1
>> A"3
ans =
7 14
21 -7
>> A*A*A
ans =
7 14
21 -7
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2.6. Matriz transposta.

A matriz transposta de uma matriz A, . € definida pela matriz n xm
B=A"

, obtida passando as linhas de A a colunas (ou as colunas a linhas), ou seja,

Exemplos

A transposta da matriz

é a matriz

Transposta de uma matriz, A.”,

>> A=[1 3 4; 2 8 9; 5 7 6];
>> A.'!

ans =

2.7. Matriz simétrica e anti-simétrica.
Uma matriz quadrada A diz-se simétrica se AT =A (al- j = Qs Vi, j), e diz-se anti-
simétrica se AT = —A <aij =-aj;, Vi,j) .
Exemplos

Sejam as seguintes matrizes:

12 4 0 -2 1
B=(2 3 5 C=| 2 0 -4
4 5 6 -1 4 0

A matriz B é simétrica, e a matriz C é anti-simétrica

1 2 4 0 2 -1
B"=B=(2 3 5|, cl'=-Cc=|-2 0 4
4 5 6 1 -4 0

Os elementos da diagonal principal de uma matriz anti-simétrica sao obrigatoriamente
nulos, dado que

Qi = —Qy; P 2(1“‘ =0 Q;;

=0.
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Exercicios.

2.1. Sendo

O NN O
S = 00 W
W =~ oD
N 00 N O
~N NN = O
S O Ot W
s s W

calcule cys .

Atendendo & definigdo de produto matricial, cy3 € igual ao produto da 2" linha da
matriz A pela 3% coluna da matriz B

3
5
Cog =ay;bi3 =[4 0 8 2}6 =4x3+0x5+8x6+2x0=060
0
>> c23=[4 0 8 2]*[3 5 6 0]."
c23 =
60
2.2. Dadas as matrizes
1 8 6 0o 1 3
A=|5 3 7 B-= -2 2
9 4 2 -5 2 -1
1. Calcule A —2B.
(1 8 6] 0 1 |
A-2B=|5 3 7]-2| 1 -2
19 4 2] -5 2 -1
(1 8 6] 0 2 6
=15 3 7|-] 2 -4 4
19 4 2] [-10 4 -2
(1 6 0
=1 3 7 3
19 0 4

>> A=[1 8 6;5 3 7;9 4 2];

>> B=[0 1 3;1 -2 2;-5 2 -11;
>> A-2*B
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19

2. Calcule

AB =

[5 3 7]

[9 4 2]

22 -3
=| 32 13
6 5

5x0+3x1+7x(-H)
19x0+4x1+2x(-5)

13
14
33

-2
2 -1
1
[1 8 6]|-2
2
1
5 3 7]|-2
2
1
[9 4 2] -2
2

[1x0+8x1+6x(-5)

1 8

[5 3

[9 4

2]

ALGEBRA LINEAR

Ix1+8x(-2)+6x2 1x3+8x2+6x(—1)

5x1+3x(=2)+7x2 5x3+3x2+7x(-1)
Ix1+4x(-2)+2x2 9Ix3+4x2+2x(-1)

>> A=[1 8 6;5 3 7;9 4 2];

>> B=[0 1 3;1 -2 2;-5 2 -1];

>> A*B
ans =
-22 -3
-32 13
-6 5

13
14
33
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3. Calcule AZ.

1 8 6][1 8 6
A’=[5 3 7|5 3 7
19 4 2]|9 4 2
i 1] 8] (6]

[1 8 6]|5| [t 8 6]|3| [t 8 6]|7

9 14 | 2]

1] 8] 6]

=I[> 3 7)5] [ 3 7]|3| [> 3 7|7

9 14| 2]

1] 8] 6]

[9 4 2]|5] [9 4 2]|3| [9 4 2]|7

9 4] 2]

[(1x1+8x5+6%x9 1x8+8x3+6x4 1x6+8x7+6x2
=[Hx14+3x5+7x9 5x8+3x3+7x4 HXx6+3x7+T7x2
[9x1+4x5+2x9 9Ix8+4x3+2x4 9Ix6+4xT7+2x2
(95 56 74
=83 77 65
147 92 86

>> A=[1 8 6;5 3 7;9 4 2];

>> A™2

ans =
95 56 74
83 77 65
47 92 86
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