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* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

TOPICOS

Matriz escalonada.

* Chamase a atengio para a importdncia do Pivot
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Matriz equivalente por linhas.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

Operagoes elementares sobre linhas.

Caracteristica.

3. Matrizes equivalentes por linhas.

3.1. Matriz escalonada. Pivot. Matriz escalonada reduzida
Diz-se que uma matriz estd na forma escalonada se
1. Todas as linha nulas estdo abaixo das linhas nao nulas.

2. Por baixo do 1° elemento nao nulo de uma linha, chamado pivot, todos os
elementos sao nulos.

3. O pivot da linha i + 1 esta a direita do pivot da linha 1.

Uma matriz escada estd na forma escalonada reduzida se os seus pivots sao 1 e
cada pivot € o tinico elemento nao nulo na sua coluna.

Exemplos

1. A matriz A estd na forma escalonada
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3.2. Operacgoes elementares sobre linhas.

Designamos por operacao elementar sobre as linhas de uma matriz cada uma
das seguintes 3 operagoes:

1. Troca entre si de duas linhas da matriz
L, L,

2. Multiplicacdo de uma linha da matriz por um escalar nao nulo
al, > L,

3. Substituicao de uma linha pela sua soma com um multiplo escalar de outra
linha
L, +al, > L;
Exemplos

2. Troca entre si de duas linhas de uma matriz

12 3 1 1 2 3 1
0o 3 -3 J3|——0 -1 0 -3
Ly Ly
0 -1 0 -3 0 3 -3 3

3. Multiplicacao de uma linha de uma matriz por um escalar nao nulo

10 3 -5 1 0 3 —5]
01 0 3l————|0 10 3
00 -3 6 3°7% oo 1 -2

4. Substituicado de uma linha pela sua soma com um multiplo escalar de outra linha

103 -5 (10 0 1]
010 3|—p—sp—[0 10 3
00 1 -2 00 1 -2

Troca entre si de duas linhas da matriz, A([Li Lk],:)=A([Lk Lil,:),
>> C=[1 23 1; 213 -1; 113 -2]

C =
1 2 3 1
2 1 3 -1
1 1 3 -2

>> C([1 3],:) = C([3 11,:) Ly < Ly

C =
1 1 3 -2
2 1 3 -1
1 2 3 1

Multiplicaggo de wuma linha da matriz por wum escalar nao nulo,
c(Li,:)=a*C(Li,:) ,

>> C(3,:) = 5*C(3,:) 5L3_>L3
C =
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1 1 3 -2
2 1 3 -1
5 10 15 5

Substituicao de uma linha pela sua soma com um multiplo escalar de outra linha,
C(Li,:)=C(Li, :)+a*C(Lk,:) ,

>> C(3,:)=C(3,:)—5*C(1,:) L3_5L|_)L3

C =
1 3 -2
3 -1
0 15

3.3. Matriz equivalente por Linhas.

Uma matriz B diz-se equivalente por linhas a uma matiz A, e escrevemos
A ~ B, se B pode ser obtida de A por aplicacao de uma sequéncia de operagoes
elementares sobre linhas.

Exemplos

5. Através da execucao de um sequéncia de operacoes elementares sobre linhas, vamos
transformar a matriz C numa matriz escalonada

o 3| Li-2L, > L

0 @ ol Ls+3Ly > Ly

A matriz j& estd na forma escalonada. Podemos prosseguir no sentido de a
transformar na forma escalonada reduzida

(1 2 3 1
C=(2 1 3 -1

11 3 -2
12 3 1

o 3 3 5| B2LioL
0 1 0 .3 Ly — 1L, — Ly
(1 2 3 1

~10 -1 0 3| Lye L
0 -3 -3 -3]
(1 2 3 1

-0 103 g, 5,
10 -3 -3 -3]
@0 3 -5
0
10

10 3 -5]

c-lo 10 3| -1rn,1,
oo 1 2 °
@0 0 1]

o1 8| ho3on
0 0(1)-2]
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A matriz C estd agora na forma escalonada reduzida (todos os seus pivots sao 1 e
cada pivot é o tnico elemento nao nulo na sua coluna)
12 3 1 100 1
c=/2 13 —-1|~(0 1 0 3
11 3 =2 00 1 -2

Reducao de uma matriz a forma escalonada reduzida, rref (a),
>> rref (C)
ans =

1 0 0 1

3.4. Caracteristica.

Designamos por caracteristica de uma matriz A, e escrevemos car(A), o ntimero

de linhas nao nulas da matriz escalonada que dela resulta pela execucao de operacoes
elementares sobre linhas.

Exemplos

6. Sejam as seguintes matrizes:

141 2 5
10 0 0 3

00 2 31
A = , B={0 1 1 0 2

00 0 36
0 0011

000O0GO

A matriz A estd na forma escalonada, tendo caracteristica car(A) = 3.

14125
002 31

A_:
00036
000 0 0

A matriz B estd na forma escalonada reduzida, tendo caracteristica car(B) = 3.

1 0 0 0 3
B={0 1 1 0 2
0 0 0 1 1

Caracteristica de uma matriz, rank (a) ,

>> rank (A7)
ans =

3
>> rank (B)
ans =

3
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Exercicios.

3.1. Dada a matriz

0 1
A=|1 -2
13 0

(1 -2
~10 1
13 0

(1 -2
~10 1
10 6

(1 -2
~10 1
10 0

o~ O

- O O

ALGEBRA LINEAR

2 8
1 0
-2 -3

2 8
10
-2 -3
5 2 L, < L,
-2 -3
0]
) 8 —3L1 + L3 —> L3
-5 -3
1 0
) 8| —6Ly+ Ly > Ly
-17 =51
equivalente.
1 0
2 8
-17 =51
10
2 8 ol
3 17
0 -3
0 2 2Ly + Ly = L,
L3 Ly + L, > L
1
3
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>> A=[0 1 2 8;1 -2 1 0;3 0 -2 -3];

>> rref (A)

ans =

3. Determine a caracteristica da matriz.

Dado que a matriz escalonada nao tem linhas nulas, a caracteristica da matriz é igual
ao numero de linhas

car(A)=n =3

>> rank (a)

ans =
3
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