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* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira Exercicios

TOPICOS

* Chamase a atengio para a importdncia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

5. Exercicios.

5.1. O sistema de equacoes lineares
3.’,51 — Ty + 2.’,53 =5

tem a matriz completa
1 1 -1 1
2 2 16
[Alb]=
1 25
0 4 -2 2

, pelo que

>>AB=[11—11;2216;3—125;04—22];

>> CD=rref (AB)

CD =
1.0000 0 0 1.1667
0 1.0000 0 1.1667
0 0 1.0000 1.3333
0 0 0 0

>> format rat

>> CD
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CD =
1 0 0 7/6
0 1 0 7/6
0 0 1 4/3
0 0 0 0

O sistema é possivel e determinado, com solucao
7 7 4

6 6 3

Poderiamos ter verificado que o sistema € possivel e determinado, fazendo

>> A=[11 -1; 2 2 1; 3 -1 2;0 4 -2];

>> B=[1; 6; 5;2];

>> ra=rank ()

ra =

3
>> rb=rank([A B])
rb =

3

Dado que car(A) = car< [A | b} ) =n =3 o sistema é possivel e determinado.

Para resolver um sistema de equacgoes lineares podemos utilizar a funcao
linsolve (A, B)

>> A=[11 -1; 2 2 1; 3 -1 2;0 4 -2];
>> B=[1l; 6; 5;2];
>> format rat
>> linsolve (A,B)
ans =
7/6
7/6
4/3
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5.2. O sistema de equacoes lineares

CC1+2CC2_C[:3 +CC4 =5

tem a matriz completa

12 =115
[Alb]=|0 1 1 25
3.0 3 2

, pelo que

>>AB=[12—115;01125;13032];

>> CD=rref (AB)

CDh =
1 - -3 0
1 1 2
0 1

Dado que a ultima linha nao nula da forma escalonada reduzida da matriz completa
do sistema € da forma [O---O ‘ b;n} com b, =1# 0 o sistema é impossivel.

Alternativamente, podemos fazer

>>A=[12—11;0112;1303];

>> B=[5;5; 2];

>> rank (A)
ans =

2
>> rank([A B])
ans =

3

, € concluir que, sendo car(A) # car< [A | b} ) , 0 sistema é impossivel.

Se utilizarmos a funcao linsolve (A,B) somos informados que o sistema é
impossivel. A funcdo s6 é ttil para determinar a solucdo de sistemas de equacoes
lineares possiveis e determinados.

>> linsolve (A,B)

Warning: Rank deficient, rank = 2, tol = 3.3233e-015.

ans = ..
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5.3. O sistema de equacoes lineares
4:1;1 —456'2 + 2.’173 + 2.’174 =4

tem a matriz completa

0 0 I
2 -2
[Alb]=1,

, pelo que

>> AB=[0 0 112;2 -2 000;4 -4224;2 -2 -1-1-2];

>> CD=rref (AB)

CDh =
1 -1 0 0 0
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0 0

A forma escalonada reduzida da matriz completa possui colunas sem pivots (a 2" e a
4 colunas) pelo que o sistema é possivel e indeterminado. O sistema considerado é
equivalente a

I
1 =1 0 0|z 0
0 0 1 1||lzs| |2
Ty
, tendo portanto como solucao
Ty — Ty = 0
As variaveis que nao estao associada a um pivot, x, e z,, sao variaveis livres. Tendo

duas varidveis livres, o sistema tem um grau de indeterminacao g =2 (também dito

sistema duplamente indeterminado). O sistema tem duas varidveis principais
(associadas a um pivot), z; e z3, com um valor dependente das variaveis livres. A
solucao geral do sistema é expressa na forma,

{x]:xQ
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Alternativamente, podemos fazer

.3 >> A=[0 01 1;2 -2 0 0;4 -4 2 2;2 -2 -1 -1];

>> B=[2;0;4;-2];

>> rank (A)
ans =
2
>> rank([A B])
ans =
2

, e concluir que, sendo car(A)= car( [A | b] > =2<n=4 , o sistema &
indeterminado (duplamente indeterminado dado que g =4 —2 = 2).

Se utilizarmos a funcao linsolve (A,B) somos informados que o sistema é
indeterminado

>> linsolve (A,B)

Warning: Matrix is singular to working precision.
ans =

0/0

0/0

0/0

0/0

5.4. Escreva na forma matricial o sistema
xl = _256'2
2.’173 = ] — CCQ

Atendendo a definicdo de matriz dos coeficientes do sistema, de vector coluna das
incégnitas, e de vector coluna dos termos independentes, temos

Ax=b
30 2|lx 1
1 2 0|lzy|=|0
0 1 2|z 1
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5.5. Resolva, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, e classifique quanto & solucao, o
sistema

Lo =Ty = T3

Aplicando do método de Gauss-Jordan, temos

1 -1 1 0
[A|b]=|1 2 1
1 0 5 2
(1 -1 1 0
~l0 1 1 1 Ly + Ly, > Ly
0 1 4 2| -Ii+Ls— L
Vo2 i s
ol AU IR SR SN X
10 0 3 1
(10 2 1
S0 s
0 0 1 1/3
(1 0 0 1/3
~lo 1 0 23 2L + Ly > L,
00 1 13 Ly + Ly > Ly

Temos car(A) = car ([Ab]) =n =3, pelo que o sistema é possivel e determinado,
com solugao

x=[1/3 2/3 1/3]"

>> A=[1 -1 1;1 0 2;1 0 5];

>> b=[0 1 2]';
>> format rat

>> rref ([A b])

ans =
0 1/3
1 0 2/3
0 0 1 1/3
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5.6. Resolva, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, e classifique quanto a solucao, o
sistema

T + T3 = Ty

Aplicando do método de Gauss-Jordan, temos

(1 -1 1 0]
[A|lb]=[2 0 4 1
|1 3 5 2|
(1 -1 1 0]
~l0 2 2 1 2L + Ly > L,
0 4 4 92| -Li+Ls— L
b=t 0 e
0 v L2y
0o 1 1 1/2
10 2 1/2
~lo 11 12 ~L, + Ly —> Ly
00 0 0 Ly + L, = L,

Temos car(A) = car ([Ab]))=2#n=3, pelo que o sistema ¢ possivel e

indeterminado, com grau de indeterminagdo g =n —car(A)=3-2=1.

As varidveis principais, correspondentes as colunas com pivot, sao x; e x,, € a

variavel livre é z.

A solucao geral do sistema é dada por todos os vectores que verificam

{x] = 1/2—2333

, Ou seja

x=[1/2-2z; 1/2-25 z]

>> A=[1 -1 1;2 0 4;1 3 5];

>> b=[0 1 2]';
>> rref ([A b])

ans =
1 0 2 1/2
1 1 1/2
0
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5.7. Resolva, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, e classifique quanto & solucao, o
sistema

T + T3 = Ty

Aplicando do método de Gauss-Jordan, temos

-1

4
OO = OO = = N
ro

[A]b]

1| 2L+ Ly o> Ly
9| —Li+Ls > Ls

I

—_
B0 = O

(@)

~2L, + Ly — Ly

==
|
—

Temos car(A) =2 < car (Ab]) = 3, pelo que o sistema é impossivel.

>> A=[1 -1 1;2 0 4;1 3 5];

>> b=[0 -1 2]°';
>> rref ([A b])

ans =

5.8. Dado o sistema

256'1 + 4.’,53 = b2
T + 35(:2 + 5.’,53 = b3

1. Resolva o sistema homogéneo associado

2. Determine b;, b, e b; de modo que x = [1 0 O] Tseja uma solucao do sistema.

3. Com base nas alineas anteriores determine a solucao geral do sistema.

1. Aplicando do método de Gauss-Jordan ao sistema homogéneo Ax = 0, temos
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-1 10
[Al0]=|2 0 4 0
1 3 5 0]
1 -1 1 0]
~l0 2 2 0 2L + Ly > L,
0 4 0l —Li+Ls— L
(1 -1 1 0
~10 11 0| 120 > L
0 1 1 0] 1/4Ly - L,
(10 20
o 11 0l “2Ltls—Ls
00 0 o] Ly + L, > I,

Temos car(A) = car ([A0])=2<n=3, pelo que o sistema ¢é possivel e

indeterminado, com grau de indeterminagdo g =n —car(A)=3-2=1.

As variaveis principais, correspondentes as colunas com pivot, sao x; e z,, € a

variavel livre é z.

A solucao geral do sistema é dada por todos os vectores que verificam
{x] = —2:)53
, Ou seja
T
Xy, = [—2:03 —Z3 x3]

2.Se x = [1 0 O] T ¢ uma solucao particular do sistema, entao

b=Ax
1 -1 1|1 1
=12 0 4410|=]|2
1 3 5|0 1

3. Com base nas alineas anteriores, sendo

x,=[1 0 0]

a solucao geral do sistema.

Ax=[1 2 1]"
é
—2x4 1 —2z3 +1
X=Xy +X,=| —x3 |+|0|=] -z
T3 0 T3
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Dado o sistema

x1+x2+x3:]+b
) +x3 =a—bxy

Estude a natureza do sistema em funcao dos parametros reais a e b .

Escrevendo o sistema na forma matricial

1 1)z 1+b
1 b6 1z |= a
b 1 0fflxs b(1+2b)

, temos, recorrendo ao método de Gauss-Jordan,

(1 1 1 1+
[A|B]=|1 b1 a
b 1 0 b(1+2b)

1 1 1 1+0b

~[0 b=1 0 a-b-1 Ly —1L; —> Ly
o1 1 1+b

~0 b=1 0 a-b-1 |Lzy+1Ly > L
0 0 b b +a-b-1

Se b#0Ab=#1 osistema € possivel e determinado. Se b =0v b =1 temos:

1 0 1 1
11 1 2 ] [A‘B]"O -1 0 a-1
[A[B]~[0 0 0 a-2| LI 00 0 a-l
100 ~-1 a-1] Pelo que:
b 2 a =1 = O sistema ¢é indeterminado.
~0 0 -1 a- a # 1 = O sistema é impossivel.
100 0 -2
Pelo que:
a =2 = O sistema é indeterminado
a # 2 = O sistema é impossivel

b#0Ab=1= O sistema é possivel e determinado
. a =1 = O sistema ¢é indeterminado
Resumindo: b=0

a #1 = O sistema é impossivel
b1 {a = 2 = O sistema ¢ indeterminado

a # 2 = O sistema é impossivel
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5.10. Dado o sistema

z+bz—-1=0
2z +2y)+b(22+1)=0
2z +ay+3y+1)—-bz=0

Estude a natureza do sistema em funcao dos parametros reais a e b .

Escrevendo o sistema na forma matricial

1 0 obllz 1
2 4 2b|ly|=|-b
-2 a+3 -bllz -3

, temos, recorrendo ao método de Gauss-Jordan,

1 0 b 1
[A|B]=| 2 4 2 -b
2 a+3 -b -3
1 0% 1 Ly~ 2L — Ly
~[0 40 —b-2
Ly —2L, — Ly
10 a+3 b -1
b 1
~l0 4 0 *‘2%—w1$%%&3
00 5 @XBO

Para b # 0 o sistema € possivel e determinado. Para b = 0 temos:

100 1
[A|B]~|0 4 0 -2
000 23
2
Para a+3—1:O<:>a+3=2c>a=—1,resulta
100 1
[A[B]~[0 4 0 -2
000 0

O sistema ¢é possivel e (simplesmente) indeterminado.

Paraa+3—1¢0<:>a¢—1,resulta
1 00 1
[A|B]~|0 4 0 -2
0 0 0 b=#0

O sistema € impossivel.

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A05 - 11 11-10-2009



EXERCiCl1O0S LERCM - ALGEBRA LINEAR

5.11. Dado o sistema,
x+kz=0
kx+y—2z=-k
T—y+ 2%k*z =2
Estude a natureza do sistema em funcao do parametro real k.
Escrevendo o sistema na forma matricial
10 k|lx 0
k1 =2|lyl=|-k
1 -1 2k* |7 2

, temos, recorrendo ao método de Gauss-Jordan,

1 0 &k 0

[A|B]=k 1 -2 -k
-1 2% 2
10 k0 Ly, kL — L,
~l0 1 2-K -k Ly =Ly > Ly

0 -1 26*-k 2

10 k 0
~0 1 —(K*+2 -k
0 0 K-k-2 2-Fk

Ly = Ly — Ly

Calculando as raizes do polinémio do 2° grau do elemento as;:

+J1+8
2

B2 k-9-0=k=" Sk=2vk=-1

temos
1 0 k 0
[A|B]~|0 1 (K +2) -k
00 (k=2)(k+1) 2—k

Assim, para k # 2 Ak # —1 o sistema é possivel e determinado.

Para k =2:
10 2 0
[A|B]~|0 1 -2 -2
00 0 0

O sistema é possivel e (simplesmente) indeterminado.

Para k=-1:
1 0 -1 0
[A|B]~|0 1 -3 1
00 0 3

O sistema é impossivel.
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