* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira Subespaco.

Aunall

TOPICOS

Chama-se a aten¢do para a importincia do Subespago gerado.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Mudanga de base.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

Base e dimensao.

11. Subespaco, Base e Dimensao.

11.1. Subespaco .

Seja. B um espaco vectorial sobre um corpo K. Qualquer conjunto nao vazio
W cE que seja fechado relativamente a soma vectorial e ao produto escalar
designa~se por subespaco vectorial de . Ou seja:

Se W € um subconjunto nao vazio de um espaco vectorial | sobre um corpo K,
dizemos que W é um subespacgo de [E se:

1. Vu e v pertencentes a W, w =u+ v pertence a W.
2. VYu pertencente a W e Vk € K, ku pertence a W .

Saliente-se que o fecho relativamente ao produto escalar implica que todos os
subespagos contém o vector nulo (basta considerar k£ =0 em 2.).

Exemplos

1. Num espaco vectorial E sobre um corpo K, {0} e [ sdo subespacos vectoriais
(designados por subespacos triviais).
2. O conjunto dos inteiros, Z, nao é um espaco vectorial sobre R, dado que nao é

fechado para a multiplicacao escalar: o produto de qualquer escalar nao inteiro por
um inteiro nao é um inteiro.

3. R? nao é um subespaco de RB, dado que R? & um conjunto de pares ordenados, e
portanto nao é um subconjunto de R3, que é o conjunto de ternos ordenados de

nimeros reais. No entanto, o plano W = { (z,7,0) : z,y € R } 6 um subespaco de R3.
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11.2. Subespaco gerado.

Se W €é um subespaco de um espaco vectorial [E, dizemos que os vectores
u;,uy,---,u, € W geram W, ou que Vz«{u],uQ,---,un} é um conjunto de
geradores de W, se qualquer vector de W é combinacao linear de u;,u,,---,u, .
Dizemos que W é o subespago gerado por u;,u,y,---,u, € escrevemos

W = L(uy,uy,---,u,) ou W=<u,uy,---,u, >.

Ou seja, o conjunto de todas as combinacoes lineares de um conjunto de vectores
V= «{ul,uz,---,un} c E é um subespago vectorial de [E designado por subespaco

gerado por V.

Exemplos

4. Em R4, o subespaco gerado pelo conjunto de vectores V = { e],eQ,e3,e4}, com
e, = (1,0,0,0), e, = (0,1,0,0), e; = (0,0,1,0) e e, =(0,0,0,1) é coincidente com R*.

Escrevendo um qualquer vector u = (zy,z9,75,2,) como combinacao linear de
€e,e,,e; e e,, temos
T 1 0 0 0 k‘]

| |0 1 0 0k
3| [0 0 1 0|k
CU,_/L 0001]{?4

A resolucao do sistema € imediata, dado que a matriz ja estd na forma escalonada
reduzida. Concluimos que o sistema € possivel e determinado para quaisquer valores
de z;,zy,25 € x,. Assim, o subespago gerado por e;,e,,e; e e, é constituido por

todos os vectores u =[x, z, 3 :cAT sem restri¢oes, ou seja, é coincidente com
R4
W = L((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) = R*
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11.3. Base e dimensao.

Se W é um subespago vectorial de [, dizemos que o conjunto de vectores
U ={u;,uy,--,u,} € W é uma base de W se:

1. U é um conjunto de geradores de W

2. U é linearmente independente.

Se W é um subespaco vectorial de [E e U = {ul,uz,-u,uk} c W é uma base de W,
prova-se que todas as bases de W tém o mesmo nuimero k de elementos. A
dimensao de W, dim(W), é o nimero k de elementos de uma qualquer base de
W.

Se dim(W) =k, qualquer conjunto de k vectores linearmente independentes

pertencentes a W € uma base de W, e qualquer conjunto de mais de k vectores de
W € linearmente dependente.

Um espago vectorial pode ter um numero infinito de vectores linearmente
independentes (isto é, existem conjuntos linearmente independentes com tantos
vectores quantos quisermos), como é o caso da maioria dos espagos de funcoes,
dizendo-se entao um espago de dimensao infinita.

Exemplos

5. Para além de gerar R4, o conjunto de vectores V = «{ el,ez,eg,e4} é linearmente
independente, dado que a equacao ke, + ke, + kse; + k,e, =0 s6 possui a solucao
trivial k; = k) = k3 =k, = 0. Temos

100 0|[k] [0
010 0|k [0
00 1 0|[k]| |0
000 1||k]| |0

O sistema ¢é sempre possivel, admitindo apenas a solucao  trivial
[k, ky ks kAT =0 0 0 O}T, logo os vectores sao linearmente independentes.
Dado que geram R? e sdo linearmente independentes, os vectores e; = (1,0,0,0),
e, =(0,1,0,0), e; =(0,0,1,0) e e, =(0,0,0,1) sio uma base de R*. Todas as bases
de R tém 4 vectores, ou seja, R* tem dimensio 4, dim(R*)=4. Qualquer
conjunto de 4 vectores linearmente independentes pertencentes a R* ¢ uma base de

R4, e qualquer conjunto de mais de 4 vectores € linearmente dependente. Os
vectores e,,e,,e; e e, formam a base canénica de R*.

6. Os vectores e, = (1,0), e, = (0,1), geram R? e sdo linearmente independentes.
Formam a base canénica de R?. Os vectores e, = (1,0,0), e, = (0,1,0), e; = (0,0,1)
geram R? e s@o linearmente independentes. Formam a base canodnica de R?. Os
vectores e, = (1,0,---,0), e, =(01,---0), ... , e, =(00,---,1) geram R" e sao

linearmente independentes. Formam a base candnica de R". Assim, Vne N,
dim(R")=n.
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11.4. Mudanca de base.

Sendo U = {u;,uy,-,u;,} e W={w,,wy, -, w,} duas bases de um subespaco de

E, um qualquer vector do subespaco, v, expresso na base U e na base W,
respectivamente,

VvV = alul +CLQUQ ++akuk

VvV = b]W] +b2W2 +“‘+bk.Wk.

. T
tem coordenadas tUnicas em cada uma das bases, [U:|U = [a],a2,---,ak} e

[v]W Z[bl,bz,-u,bk]T relacionadas por uma matriz quadrada invertivel, M, ,

chamada matriz de mudanca de base,

[v]y = My [0];,

[U}H, = My [U:|U = Mﬁ]rU [v:| U
A matriz de transigdo da base W para a base U é dada por

MTIU:[[wl]U ["Uﬂu [wk}U}

em que [w; ] € o vector coluna das coordenadas do vector w; na base U .

Exemplos

7. Em R?, consideremos a base canénica & = {el,eQ} e a base W = {w, w,}, com

w; =3e; +2e, e Wy, =€ —e,, eovector v=w;+w,.

Consideremos o problema de, sendo conhecida a representacdo de v na base W,
encontrar a representacao de v na base £

[V:|W - [V}g
Dado que
Wl = 361 + 262
3
[el 92}{2}
e
W2 = el — 62
1
ol
Figura 11.1
resulta

V:W1+W2

e, eQ}m e, e2}{_ﬂ
e, eQ]M

= 461 + €9

o
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, que é a resposta procurada (como podemos verificar na figura).

De outro modo, poderiamos ter em atencao que, sendo

Wy =[e; eQ}m

e
1
wy =[e; ez}{_]}
entao
3 1
[wi wy]=[e 62}{2 _J
pelo que

<
|

_W1+W2

e
o
_[e, eg}m

= 461 +62

Ou ainda, atendendo ao conceito de matriz de mudanca de base, sendo conhecido
w, =3e, +2e, e Wy =e; —e,,e V=W, +W,, temos simplesmente

[U]g = My¢ [U}W

- [ [w] ]g [wQ ]5][0}14}

Lol

pelo que
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