* Note bem: a leitura destes apontamentos

nao

dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

Chama-se a aten¢do para a importincia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

12. Exercicios.

Aunl2

TOPICOS

Exercicios.

VERIFICAR SE UM VECTOR E UMA COMBINAGAO LINEAR DE UM CONJUNTO DE VECTORES.

12.1.

Dado o vector

u=(3-3,4,-4)

e oS

vectores  u; =(0,1,0,—2),

u, =(0,2,0,1),uy =(-1,0,2,0) e u, =(2,0,1,0), podemos verificar que, se u ¢é uma

combinagao linear dos vectores u;, u,, us e u,, entao

krl
k
:[u] | uy | ug ‘14} kz
3
ky
3 00 2| K
-3 2 01| Ky
47 00 1| ks
-4 -2 1 01| ky
Resolvendo o sistema
>> u=[3 -3 4 -4]';
>> ul=[0 1 0 -2]"';
>> u2=[0 2 0 1]';
>> u3=[-1 0 2 0]';
>> u4=[2 0 1 0]"';
>> A=[ul u2 u3 u4l;
>> B=[3 -3 4 -4]';
>> rref ([A B])
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EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR

ans =
1 0 0 0 1
0 1 0 0 -
0 0 1 0 1
0 0 0 1
O sistema, é possivel e determinado, tendo como solucao

(k) ky ky k7 =01 -2 1 2]7. Ouseja,

u=1u; —2uy +u;+2uy

12.2. Mostrar que o vector u=(7,2,—1,—4) é uma combinacdo linear dos vectores
u, =(2,0,-1,0), uy = (-1,2,0,0), us = (0,0,—1,2) e u, =(2,0,0,~1).

Se u ¢ uma combinacao linear dos vectores u;, u,, uz e u,, entao

u = kflul + k‘2u2 + k3u3 + k‘4ll4

7 00 -1 2]k
2 12 0 0|k
1] 00 2 1|k
—4| =2 1 0 0k

é um sistema, de equacoes possivel. Resolvendo o sistema

>> A=[2 0 -1 0;-1 2 0 0;0 0 -1 2;2 00 -11"';

>> B=[7 2 -1 -4]"';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0 -
0 0 0 1
O sistema, é possivel e determinado, tendo como solucao

(ky ky ky k" =[2 1 -1 2]7.Ouseja

u=2u; +uy, —uz+2uy

12.3. Mostrar que o vector u=(2,4,1) nao é uma combinagao linear dos vectores
u, =(1,2,-1), uy, =(0,1,—1), e uz =(1,0,1).

Se u ¢ uma combinacao linear dos vectores u;, u,, uz e u,, entao

u = kflul + k‘21l2 + kf3u3

2 10 1k
A= 2 1 0|k
1 |=1 =1 1|k
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é um sistema de equacoes possivel. Resolvendo o sistema

>> A=[1 0 1;2 1 0;-1 -1 11;
>> B=[2 4 1]';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 1 0
0 1 -2 0
0 0 0 1

concluimos que o sistema é impossivel, logo u nao é uma combinagao linear
dos vectores u;, u,, € uj.

VERIFICAR SE UM CONJUNTO DE VECTORES E LINEARMENTE INDEPENDENTE.

12.4. Mostrar que os vectores
u, =(2,0,1,0)

u; =(0,1,0,—-2),

independentes,

u, =(0,2,0,1),uy =(-1,0,2,0) e

sao linearmente ou seja, a equacao

kua; + kyuy + ksus + kju, =0 s6 possui a solugao trivial.

Recorrendo a notacao matricial

ku, +kuy +---+ku, =0
ky
ky
ks
ky
Uk =0

[ul‘ 112‘ 113‘ u4}

|
o O O O

, concluimos que verificar que a equacao k;u; + kyuy + ksus +ky;u, =0 s6 possui a
solucao trivial é equivalente a verificar que o sistema homogéneo Uk =0 s6 admite
solucao trivial. Recorrendo ao método de Gauss-Jordan podemos concluir que

00 120 10000
12 00/ 01000
00 10/ oo 100
—9 1 00/ 00010

e portanto os vectores sao linearmente independentes.

>> A=[0 0 -1 2;1 2 0 0;0 0 2 1;-2 1 0 0]1°"*;
>> B=[0 0 0 0]"';
>> rref ([A B])

ans =

o O o B
o O KB o
o KB O o
H O O o
O O O o
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12.5. Mostrar que o conjunto de vectores S = {ul,u2,u3,u4}, com u; =(2,0,—1,0),
u, =(-1,2,0,0), uz =(0,0,-1,2) e uy =(2,0,0,—1), é linearmente independente.

Os vectores sao linearmente independentes se a equacao
kua; + kyuy + ksus + kjuy =0 s6 possui a solucao ftrivial k =k, =k; =k, =0.
Assim

/ﬁul + k)zllQ + kf3u3 + kf4ll4 =0

00 -1 2][k] [0
12 0 0|k |0
00 2 1|k| |0
21 0 0||k| |0

.>> A=[2 0 -1 0;-1 2 0 0;0 0 -1 2;2 00 -11"';

>> B=[0 0 0 0]°"';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

O sistema é possivel e determinado, admitindo apenas a solugao trivial

[k, ky ks kAT =0 0 0 O}T, logo os vectores sao linearmente independentes.

12.6. Mostrar que o conjunto de vectores S:{ul,uQ,ug}, com u; =(1,2,-1),

u, =(0,1,—1), e usz =(1,0,1), nao é linearmente independente.

Os vectores sao linearmente independentes se a equacao kju; + kyu, +ksu; =0 sé

possui a solugao trivial k; = k, = k; = 0. Assim

k‘lul + k)zllz + kf3u3 =0

10 1][k] Jo
2 1 0|k |[=|0
1 -1 1||k| |0

> A=[10 1;2 1 0;-1 -1 1];

>> B=[0 0 0]"';
>> rref([A B])

ans =
1 0 1 0

1 -2 0

0 0 0
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O sistema é possivel mas € indeterminado (admitindo um ntmero infinito de
solugbes para além da solugao trivial) logo os vectores nao sao linearmente
independentes.

DETERMINAR O SUBESPACO GERADO POR UM CONJUNTO DE VECTORES.

12.7. Determinar o subespaco de R? gerado pelo conjunto de vectores S = {ul,u2,u3},
com u; = (1,2,-1), uy, =(0,1,-1), e us =(1,0,1).

W ¢é o subespago gerado por u;,uy,u;, W = L(u;,uy,us), se qualquer vector de

W, u , é uma combinagao linear de uy,u,,u;

u= k‘lul + k)zllz + kf3u3

Ty 1 0 1 kfl
z =] 2 1 0|k
T3 -1 -1 1 k3

Resolvendo o sistema, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, resulta

10 1 =z
[Alb]=| 2 1 0 =
-1 -1 1y
0 1 71 Ly — 2L, — Ly
~ 10 2 B- Ly +1L; - Ls
10 -1 2 z3+ux
[ 1 )
~lo 1 -9 z, — 2, Ly +1Ly — Ly
100 0 z3—z+x

Nao é necessario continuar o processo de escalonamento da matriz. Neste momento é
jé possivel concluir que, para que o sistema seja possivel (ou seja, qualquer vector de
W seja uma combinagao linear de u;,uy,u; ), deverd ser

Recordando os conceitos apresentados sobre o estudo da natureza de sistemas lineares,
concluimos que o sistema é possivel e indeterminado, sendo z; e =z, varidveis

principais e x; uma varidvel livre, sendo
Ty — Xy = T3
Assim, o subespaco gerado por u;,u,,u; € constituido por todos os vectores
_|: :|T tai e
u=\|r; T, Ij ais que x; —xy = T3

W = L(uy,uy,u3) = { (z,29,23) € R? T3 =T _xz}

O subespaco corresponde a um plano em R3.
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12.8. Determinar o subespaco de R* gerado pelo conjunto de vectores
S ={u;,uy,u;,u,}, com u;=(20-1,0), u,=(-1,20,0), uy;=(0,0,-1,2) e
u, =(2,0,0,-1).

W é o subespago gerado por u;,u,,us,u,, W =L(u;,u,,us,u,), se qualquer

vector de W, u , é uma combinacao linear de u;,u,,us,u,

2 00 -1 2|k
Z 1 2 0| K
2| | 00 1] ks
2 |-2 1 0| &

Resolvendo o sistema,

>> syms x1 x2 x3 x4

>> A=[2 0 -1 0;-1 2 0 0;0 0 -1 2;2 0 O -11"';
>> B=[x1 x2 x3 x4].';
>> rref ([A B])

ans =

[ 1, 0, O, 0, -1/2*x1-1/4*x2-x4-2%x3]
[o, 1, o0, O, 1/2*x2]
[ o, o0, 1, O, x3+1/2%x1+1/4*x2+x4]
[ o, o0, o0, 1, x4+2*x3+x1+1/2*x2]

, concluimos que o sistema € possivel e determinado para qualquer valor de z;,zy,23

e x,. Assim, o subespago gerado por u;,u,,us,u, € constituido por todos os

vectores u = [xl Ty T3 xdT sem restricdes, ou seja, é coincidente com R*

W = L(u17u27u37u4) = R4
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