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Angulo de dois vectores. Vectores ortogonais.
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14. Produto internoemR".

14.1. Vectores livres.

Figura 14.1

comprimentos de u e v.

Recorde do Ensino Secundério que chamamos angulo de
dois vectores nao nulos, «, ao menor angulo formado por
dois segmentos orientados, com a mesma origem, que
representem os vectores, 0 < a < 7.

Quando o angulo entre os dois vectores é recto, o = /2,

dizemos que os dois vectores sdo vectores ortogonais ( ou
vectores perpendiculares entre si).

O produto interno (ou produto escalar) de dois vectores
nao nulos, u-v, é um nimero real dado por

u-v= HuH HVH cos(a)

em que « € o angulo entre os dois vectores e HuH e HVH 0s

O angulo de dois vectores nao nulos pode ser calculado a partir do produto interno

u-v
a = arccos
vl

Resulta da definicao de produto interno entre vectores que:

2
u-u=u

u-v =0« u e v sao ortogonais.

(Dois vectores nao nulos sao ortogonais sse u-v =0)

uv>0s0<a<m/2

uv<0loen2<asmw
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PRODUTO

INTERNOEM R~ ALGEBRA

14.2. Produto interno.

LINEAR

Sendo u = (uy,ug,++,u,) € v =(vy,vy,---,v,) dois vectores em R", definimos o

produto interno candnico (ou usual) entre os dois vectores como a soma do produto

ordenado das coordenadas desses vectores

u-v U1U1+UQU2+"‘+UU

n-n
T
=D uw,
i=1

Propriedades do produto interno

Se u, v, e w sao vectores de R", e a é um escalar real, entao;

1. u-v=v-u

2. u-(v+w)=u-v+u-w

3. au-v)=(au)-v=u-(av)
4. u-uz0eu-u=0sseu=0

Para vectores coluna a notagao matricial do produto interno resulta

u-v=u'v
Uy
= [ul Ug Un} v:2
v

= UV + UV + -+ u,v,

, e para vectores linha

u-v=uv’
U1
=[w uy o w,] U;z
v

= U + U9V + -+ u,v,

Exemplos
1. O produto interno dos vectores u=3e; +0e, e v=2e, +2e, ¢é
u-v =uv + U9V
=(3x2)+(0x2)
=6

O produto interno entre eles é positivo, logo, o angulo entre os vectores é

0<a<m/2.

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA Al14-2

27-04-2009



PRODUTO INTERNOEM R~ ALGEBRA LINEAR

Obteriamos o mesmo resultado tendo em atencao, por inspeccao da figura que,
a=m7/4,

T u-v = Jul|v]cos()

=3 x /2% + 2% cos(n/4)
- 3@?

=6

O produto interno entre os vector v =2e;+2e, e

w=-2e +2e, ¢

V‘W:'Ulwl +'U2w2
=(2x(-2))+(2x2)
=0

Figura 14.2

De outro modo, por observacao da figura, os vectores v e w formam entre si um
angulo 8 = /2, ou seja, sdo ortogonais. Assim sendo cos(3) = 0, pelo que o produto
interno entre eles é nulo.

Utilizando a notacao vector coluna, temos

>> u=[3 0]';

>> v=[2 2]°';

>> u'*v
ans =
6
>> w=[-2 2]';
>> v'tw
ans =
0

2. O produto interno entre os vectores u; =(2,0,—1,0) e uy, =(-1,2,0,0) é:
u; Uy = Uy + UgUy + U3Vs + U Vy
=(2x-1)+(0x2)+(-1x0)+(0x0)
=9

>> ul=[2 0 -1 0]"';

>> u2=[-1 2 0 0]"';
>> ul'*u2
ans =

-2
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PRODUTO INTERNOEM R~ ALGEBRA LINEAR

14.3. Norma. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Desigualdade triangular.

Define-se a norma euclidiana do vector u = (u,uy,+-,u,,) € R" | como

[N}

n
| =uu = fuf v ud sl =Y

i=1

Sendo u e v vectores de R" e a um escalar real,
1 demonstra-se que a norma, verifica as propriedades:

1. Ju/=0efu=0sseu=0
ful |

2. Jou|=laiful

3. Juvi<[ullv

(desigualdade de Cauchy-Schwarz )

: 4 utvi<lu+v
(desigualdade triangular)
Exemplos

ui +uz +uj
——

3. A norma do vector u, com base nas suas coordenadas, é

HUHZ\/U'U =\ u12+u§

dada, em R?, por

uq

5 5 , e em R? por
up + us

HUHZ\/U'U = u12+u%+u32)

4. O vector u = 6e; +3e, tem norma

y : : ? ? ?
M N N A = Juf +uf =+/6% + 3% = /45
(N """" A , ou seja, tem comprimento igual a /45
R 77777777777777777777777 , € tem versor
] S SO R TR ol S B
N u 6e +3e, 6 3
[ U IS e [ [ | eu =T = = e] + e2
w7 I N
0 R
: u pode exprimir-se apenas em funcao do versor e, como se
K [ 1 2 3 4 5 5 segue
Figura 14.4 u=6e, +3e, =-/45¢,
Utilizando a notacao vector coluna, temos
>> u=[6 3]
u =
6
3
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PRODUTO INTERNOEM R~ ALGEBRA LINEAR

Sendo a norma do vector
>> nu=sqrt (u'*u)
nu =
6.7082
, ou simplesmente, utilizando a funcao norm (u),
>> nu=norm (u)
nu =

6.7082
, OU seja, HuH =./45 . O seu versor é:

>> eu=u/nu
eu =
0.8944
0.4472

3

—~—— e,. Podemos verificar que e, tem norma unitéria

6
=—e +
Jas 7t s

>> norm(eu)

, Ou seja, e,

ans =

1.0000

5. O vector u = (1,—2,—-3,4) tem norma
| = Vuu = Jud o+ ud ol 4l
= 124 (=2 + (-3) + 42
= /30 ~ 5.48

>> u=[1 -2 -3 4]';

>> norm(u)
ans =

5.4772
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14.4. Angulo.

Sendo u e v vectores nao nulos de R", o angulo entre eles é

[ llv j
Q= arccos| ——:
vl

6. Desconhecendo o angulo entre dois vectores, podemos calculd-lo com base no
produto interno e na norma dos vectores. Retomemos os vectores u e v do exemplo
1. Temos:

Exemplos

™

() o537
o = arccos| ——— | = arccos| —— | = arccos| — | = — ~ 0.79
uf[v] 3./8 2 ) 4

Alids, tendo em atencdo que a norma de um vector pode ser calculada com base no
produto interno,

2
u-u=|

, podemos reconhecer que o angulo entre dois vectores pode ser calculado com base
em produtos internos

Q = arccos [qu ~ areeos ((UU)(VV)J

>> nu=norm (u) ;

>> nv=norm(v) ;
>> alfa=acos((u'*v)/ (nu*nv))
alfa =

0.7854

7. O angulo entre os vectores u; = (2,0,—1,0) e uy, =(-1,2,0,0) é

ul . UQ J ( ul . UQ J
Q. = arccos| .—— 77— | = arccos
| fuy Sy - uy)(uy - uy)
= arccos —2
J((2,0,-1,0) - (2,0,— 1,0))((~1,2,0,0) - (—1,2,0, 0))}
= arccos 2
J@+0+1+0)(1 +4+0+0)J

= arccos (Qj = arccos (_2) = arccos(—0.4)
NGRS 5 '
~1.98

>> ul=[2 0 -1 0]"';

>> u2=[-1 2 0 0]"';
>> alfa=acos ((ul'*u2)/sqrt((ul'*ul)* (u2'*u2)))
alfa =

1.9823
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14.5. Distancia. Propriedades. Espaco euclidiano.
A distancia euclidiana entre dois pontos, x=(z;,z9,:",x,) €

Yy =1,Y,,Y,) € R", também dita a distincia entre os dois vectores cujas

extremidades correspondem a estes dois pontos, € igual a norma do vector por eles
definido:

d(x,y) =[x —y] = J(@ —9)? + (@ =) + -+ (2, — )

= 3 (z; _yi)2
i=1

Sendo x, y e z pontos de R", demonstram-se as propriedades:

1. d(x,y)=0 (d(x,y)=0 sse x =Yy)
2. d(x,y) = d(y,x)
3. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (desigualdade triangular )

O espaco vectorial R" com o produto interno atrds definido é designado por espago
euclidiano, ou espaco com métrica euclidiana.

Exemplo
8. A distancia entre os vectores u; =(2,0,—1,0) e uy, =(-1,2,0,0) ¢é
d(u;,up) = Hul - qu
= J@=(=1))* + (0= 2 + (-1 -0 + (0 0)
_J5eiei+0
=J14 ~ 3.74

>> ul=[2 0 -1 0]"';

>> u2=[-1 2 0 0]"';
>> d=norm(ul-u2)
d =

3.7417
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14.6. Vectores ortogonais. Teorema de Pitagoras.

Dois vectores u e v e R" sdo vectores ortogonais sse

u-v=_0
Se u e v € R" sao vectores ortogonais entao:
Ju+ VH2 = HuH2 + HvH2 (teorema de Pitagoras)

Exemplos

9. Os vectores u; =(0,1,0,-2), u, =(0,2,0,1) sado ortogonais. Adoptando a notagao

matricial temos (usando vectores coluna)

u-uy = U1Tu2

=0+2+0-2=0

0

2
=0 1 0 -2

[ i
1

Sendo os vectores ortogonais, podemos verificar o teorema de Pitagoras

2

Hul + qu =(uy +uy) - (0 +uy) = (0 +u2)T(u1 +uy)
0+0
1+2
0+0
-2+1

=[0+0 1+2 0+0 -2+1]
=0+9+0+1=10

[P+ P = (uy - wy) + (uy - uy) = (uluy) + (u

-2
=(0+1+0+4)+(0+4+0+1)=10

0 0

1 2
=[010—2}0+[0201}0
1

>> ul=[0 1 0 -2]"';

>> u2=[0 2 0 1]';
>> u2'*ul
ans =

0
>> (ul+u2) '* (ul+u2)
ans =

10
>> ul'*ul+u2'*u2
ans =

10

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A14 -8

27-04-2009



