* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Projeccdo ortogonal.

TOPICOS

* Chamase a atengio para a importdncia do Base ortogonal e base ortonormada.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Produto misto de vectores em R3.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

Produto externo de vectores em R3.

15. Projeccao ortogonal.

15.1. Projeccao ortogonal.

Sejam u e v (nao nulo) dois vectores de R". Podemos sempre decompor o vector u
na soma de dois vectores, u; e u,,

u=u1+u2

u

, tendo u; a direccao de v e sendo u, ortogonal a v. O
vector u; é chamado projeccao ortogonal de u sobre

v, proj, u, sendo

. u-Vv u-v
0, = proj, u PR T e T v
V|

u; = perp, u

, e sendo a componente ortogonal (ou perpendicular de u
Figura 15.1 sobre v')

u-v
T = = —_ = _—
€IPy, U = Uy u-—u u A\
V-V

Se u;,u,,--,u,. € R" sdo vectores ortogonais nao nulos, isto é, tais que u; -u; =0
12 Y2 s U 9 9 1 j

para ©# j, entao o conjunto S = {ul,u2,---,ur} é linearmente independente. Para

,

todo o vector u que pertenca ao subespaco gerado S, ou seja, tal que u = Zkiui ,
i=1

temos

i u-u;

S
e

)
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, donde,
T T . . T
u:Zkiui =Z bl u, :Zprojui u
i=1 i=1 Wi "Wy i=1
Exemplos
1. Dados os vectores u=2e, +e, e v=2e; —2e,, a projeccao ortogonal de u
sobre v é
2 b T R proj u=u —L'Vv—L Vv
R Perpy 1 v ! ME vy
2x2)+ (I x (-2
L @)
(2x2)+((-2)x(-2))
2
=—(2e; -2e
_(2e, - 2e5)
, sendo a componente perpendicular
1 0.5 0 0.5 1‘ 15 2 25 3

perp,u=u, =u-—u,

Figura 15.
igura. 15.2 =1.5e, +1.5e,

>> u=[2 1]°';

>> v=[2 -2]"';
>> ul=(u'*v) / (v'*v) *v
ul =
0.5000
-0.5000
>> u2=u-ul
u2 =
1.5000
1.5000

2. A projecgao ortogonal do vector u = (3,—3,4,—4) sobre o vector u; =(0,1,0,—2)
é

2 W
|

u-u;
:7]_1.1
u; - uy

uTu]
= u
uiTu1
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0
1
3 -3 4 -]
0 0
I 2] 1| 0-3+0+8] 1
PFOJ, 0] 0] 0+1+0+4| 0
1112 -2
[O 10 —2]
0
-2
0
1
1o
-2
O vector u — proj,, u ¢é ortogonal a u; . Temos
3 0 3
) -3 1 —4
u —proj, u= A7 olT g
—4 -2 -2

(u - pro.ju1 ll) Uy = (ll - proju1 u)Tul
=[3 -4 4 -2

=0-4+0+4

>> u=[3 -3 4 -4]';

>> ul=[0 1 0 -2]"';
>> projul=(u'*ul)/ (ul'*ul) *ul
projul =
0
1
0
-2
>> (u-projul) '*ul
ans =
0

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA Al15-3 27-04-2009



PROJECGAO ORTOGONAL ALGEBRA LINEAR

15.2. Base ortogonal e base ortonormada.

Se S = {ul,u2,~~-,uk} ¢ uma base dum subespaco de R", dizemos que S é uma
base ortogonal se u;-u; =0 para i# 7, ou seja, se os vectores da base sao

ortogonais.

Sendo S = {ul,u2,---,uk} uma base dum subespaco de R", dizemos que S é uma
base ortonormada se, para além de ser uma base ortogonal, Hqu =1 para

i=1,---,k (isto é, todos os vectores de S sao unitarios).
Exemplos
3. A base canénica de R* B ={e, e,,e;,e,}, com e =(1,0,0,0), e, =(0,1,0,0),

e; =(0,0,1,0) e e, =(0,0,0,1), é uma base ortonormada, dado que todos os vectores
da base tém norma um e sao ortogonais

e 100 0][1t 000
T
e 01 0 0(10 1 0 0
T 2
B'B=| el el el e]=g o1 gllo o 1 o
€3
T 00 0 1{|0 0 0 1
L€4 ]
_e{el 6{62 e{e?) e{e,_,l_
_ egel egGQ ege?) ezTe4
e3Tel 6562 e3Te3 e3Te4
_e,_{el eZGQ eZe3 eZe4_
- ) -
HelH € €y € €3 € €4
2
_ 61 82 HGQH 62 '63 62 ‘e4
B 2
€ -eé3 €)-€e3 He3H €3 -€y
2
_el €, €9-€ey, €3-€4 Heﬂ‘ ]
(10 0 0
3 0 1 00
oo 10
000 1
4. Os vectores e; = (1,0,---,0), e, =(0,1,---,0), ... , e, =(0,0,---,1) geram R", séo

linearmente independentes, unitdrios e ortogonais. Logo, a base candénica R" é uma

base ortonormada do espaco euclidiano R" .
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15.3. Produto externo de vectores em R3.

Figura 15.4

Figura 15.5

O produto externo (ou produto vectorial) de dois vectores
, uxv,éum vector com as seguintes caracteristicas:

Seu=0ouv=0,uxv=_0
Se u e v sao nao nulos:

1. Tem médulo
Jux v = uf|v|sen(a)
, sendo a o angulo formado pelos dois vectores.

2. Tem direccao perpendicular a u ea v.

3. Tem sentido dado pela regra da mao direita (ou do
saca rolhas).

Propriedades do produto externo

1. uxv=-vxu

2. uxv=0cou=kvouu=0ouv=_0
3. u-(uxv)=v-(uxv)=0

4. a(uxv)=(au)xv=ux(av)

5. (uxv)-w=(wxu)-v

6. ux(V+w)=uxv+uxw

7. (U4 V)XW =UXW+VXW

Dados dois vectores em R?, u=ue, +uje, +use; e
vV =v,€e; + v9€y + v3e3, 0 produto externo entre eles pode

ser calculado através do determinante simbdlico

€ € €3
uxv=det|u uy ug

U Uy U3

Uo

us U uUg U Uy
= det e, +det e, +det e;
Uy Vs U U3 Uy Vg

= (ugvg — ugvy) €1 + (uv3 — uzvy) €9 + (U vy — Usvy ) €3

A norma de ux v,
Jux v = ul|v]sen(a)

, € numericamente igual a &rea do paralelogramo
determinado por u e v (ver figura 16.4).
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Exemplos

5. O produto externo entre os versores e; e e,, ¢

€ € €3 € € €3
uxv=det|u u, uz|=detf1 0 0
V] Uy U3 0 1 0

:e3

O produto externo entre os versores e, e e;, ¢

€ € € € € €3
uxv=det|y uy uz|=detf0 1 0
vV, Uy U3 10 0

= —e3

O produto externo pode ser calculado através da funcao cross (u,v).
>> el=[1 0 0]"';
>> e2=[0 1 0]"';
>> cross(el,e2)

ans =
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Figura 15.6

Exemplo

ALGEBRA LINEAR

**15_4. Produto misto de vectores em R3.

Dados trés vectores em R®, u=ue; +uye, +uses,

VvV = '[)]el + U2€2 + U363 ) € W = wle] + QU292 + ’u}363 o
produto misto u-(vxw) pode ser calculado através do

determinante
U Uy Uz
u-(vxw)=det| v; vy wvs

Wy Wy Ws

O volume de um paralelepipedo determinado por trés
vectores u, v e w, é numericamente igual ao valor

absoluto do produto misto destes vectores, ‘u (v x W)‘ .

6. O produto externo entre os vectores u = le; + 0e, + Oe; e v =0e; + 2e, — le;, é

W=uxv
e ey e e e, e
=det|u; uy wuz|=det|1 0 O
v Uy U3 0 2 -1

= 62 + 263
O volume do paralelepipedo determinado por u, v e w, é

V=u-(vxw)

=v-(wxu)
=w-(uxv)
Figura 15.7 :;V'W
>> u=[1 0 0]"';
>> v=[0 2 -1]"';

>> w=cross (u,v)

>> u'*cross(v,w)
ans =

5
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