* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Complemento ortogonal.

TOPICOS

* Chamase a atengio para a importdncia do Espagos fundamentais de uma matriz.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

Espacos fundamentais de uma matriz, caracteristica e nulidade.

16. Os 4 espacos fundamentais.

16.1. Complemento ortogonal.

Seja W um subespaco de R". Dizemos que um vector ue€ R" é ortogonal ao
subespaco W se for ortogonal a todos os vectores de W. O conjunto de todos os
vectores ortogonais a W ¢é designado por complemento ortogonal do subespago

W, e escrevemos w
Wl:{ueR“ :u-v:O,VveW}

Tem-se:
1. W é um subespaco de R™.
2. WNW* = {o}.
3. dim(W) + dim(W*) = n.

4. (WHt =w.

Exemplos

1. Os vectores u, =[2 1 —I}T,uz =0 1 I}T do
exemplo 3.1 geram um subespaco W de R? correspondente
a um plano que ©passa na origem. O vector
u; =[2 -2 Q}T, ortogonal a u; e a u, estd contido no
complemento ortogonal do subespaco W, uma recta r que
passa na origem e é perpendicular ao plano que contém u; e
u,, 7 =W, Todos os vectores com a direccio de r (os

multiplos escalares de uy ) s@o ortogonais a todos os vectores

contidos no plano. Do mesmo modo, todos os vectores
contidos no plano sao ortogonais ao conjunto dos vectores
contidos na recta, constituindo o seu complemento ortogonal
Figura 16.1 W =rt.
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ALGEBRA LINEAR
2. Os w,=[1 -3 5 0 5", w=[-112 -2 3]", e
u; =[0 -1 4 -1 5|7

independentes, constituem uma base desse subespaco, logo, dim(U) = 3.

vectores

geram um subespaco U de R® e, sendo linearmente

O vectores w; =[-3 =1 0 1 0]" ¢ wo=[-4 -3 -2 0 1]"
subespaco W de R® e, sendo linearmente independentes, constituem uma base desse
subespaco, pelo que dim(W) = 2.

geram um

Os vectores u;, u, e uy (assim como qualquer vector de U, que pode ser escrito
como uma combinacao linear destes 3 vectores) sdo ortogonais aos vectores w, e
Wy

Podemos verificar a relacao de ortogonalidade calculando o produto interno entre eles

U= [111 U, 113]

W:[Wl WQ}
[T
U
T T
T
- T T
(U3 - W1 Uz - Wy u3TW1 u3Tw2
>> ul=[1 -3 5 0 5]';
>> u2=[-11 2 -2 3]';
>> u3=[0 -1 4 -1 5]°';
>> wl=[-3 -1 0 1 0]';
>> w2=[-4 -3 -2 0 1]°';
>> U=[ul u2 u3l;
>> W=[wl w2];
>> U'*W
ans =
0 0

Do mesmo modo, os vectores w; e W, (assim como qualquer vector de W, que
pode ser escrito como uma combinagao linear destes 2 vectores) sdo ortogonais aos
vectores uy, uy € uj.

O subespaco W é o complemento ortogonal do subespaco U, W = Ut , tal como o

subespaco U é o complemento ortogonal do subespaco W, U = WL, sendo
dim(U) + dim(W) = 5.
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0OS 4 ESPAGCOS FUNDAMENTAIS ALGEBRA LINEAR

16.2. Espacos fundamentais de uma matriz.
Uma matriz A, m x n, tem 4 espagos fundamentais:

1. Designa-se por espago coluna de A, ou imagem de A, col(A) ou Im(A), o

subespaco de R™ gerado pelas colunas de A, isto é, o conjunto de todas as
combinacoes lineares das colunas de A .

2. Designa-se por espago linha de A, lin(A), o subespaco de R" gerado pelas
linhas de A, ou seja, o conjunto de todas as combinacoes lineares das linhas de A,
sendo lin(A) = col(AT) e col(A) = lin(AT).

3. Designarse por espago nulo (4 direita), ou ntcleo, de A, Ker(A), o subespaco

de R" gerado por todos os vectores x tais que Ax =0, isto é, correspondente as
solucoes do sistema homogéneo Ax =0.

4. Designa-se por espaco nulo & esquerda, Ker(A”), o subespaco de R™ gerado

por todos os vectores x tais que xTA =0T, ou seja, correspondente as solugoes do
sistema, homogéneo xTA =0T (& ATx =0, ou seja, o nucleo da matriz
transposta).

Podemos determinar uma base do espaco linha de uma matriz A reduzindo a matriz
a forma escalonada. As operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz nao
alteram a dependéncia/independéncia linear das suas linhas, ou seja, duas matrizes
equivalentes por linhas tém o mesmo espacgo linha.

Exemplo

3. Seja. A a matriz

Escalonando a matriz

>> A=[2 0 2;1 1 2;-1 1 0];

>> EL=rref (3)
EL =

, temos

_ = O
S NN
3
[
oS = O
S = =
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Os vectores u; =[1 0 1]7 e u, =[0 1 1]7, correspondentes & 1* € 2* linha da

forma escalonada, formam uma base do espaco linha de A que tem, por isso,
dimensao 2, dim(lin(A)) = 2.

Podemos agora caracterizar o espaco linha da matriz A

10 x 10 z
0 1 Ty | ~ 0 1 Ty
1 1 X3 0 0 T3 =Ty — X1

L = L(uy,uy) = { (z1,29,23) € R’ 13 =1 +x2}

As operacgoes elementares sobre as linhas de uma matriz alteram o espago
coluna, ou seja, duas matrizes equivalentes por linhas nao tém o mesmo

espago coluna. No entanto, dado que col(A) =lin(A”), podemos determinar o
espaco coluna de uma matriz determinando o espaco linha da sua matriz transposta

Exemplos

4. Seja. A a matriz do exemplo anterior. Escalonando a sua matriz transposta

>> EC=rref (A')

EC =
0
, temos
2 1 -1 1 0 -1
AT =10 1 1]|~|0 1
2 2 0 00 O

Os vectores ug =[1 0 —1]" e uy; =[0 1 1]7, correspondentes & 1* ¢ 2* linha da
forma escalonada de AT, formam uma base do espaco coluna de A, donde,

dim(col(A))=2.

Podemos agora caracterizar o espaco coluna da matriz A

10 x 1 0 z4
0 1 Ty |~ 0 1 )
-1 1 T3 0 0 T3 — Ty + T

C = L(uz,uy) = { (z,79,23) € R® ‘T3 =T +x2}

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A16 -4 27-04-2009
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5. Determinamos o ntcleo de uma matriz procurando as solucoes do sistema
homogéneo Ax =0.

Seja. A a matriz do exemplo anterior. Escalonando a matriz completa [A‘ 0]

>> Nd=rref ([A [0 0 0]'])
Nd =

resulta z; +z3 =0 e zy + 23 = 0, ou seja

x| — I3 -1
u=|xzy|=|-23|=x3/—-1
T3 X3 1

, pelo que, uma base para o nucleo da matriz é formada pelo vector
u; =[-1 -1 1]7, sendo dim(Ker(A)) =1

K = L(u;) = { (@1, 25, 73) € R’ B B AR _5153}

6. Determinamos o nucleo a esquerda de uma matriz procurando as solugoes do

sistema, homogéneo ATx=0.

Para a matriz A do exemplo anterior, escalonando a matriz completa correspondente

a transposta [AT‘ OJ , temos

>> Ne=rref ([A' [0 0 0]'])
Ne =

resulta z; —x3 =0 e zy + 23 = 0, ou seja

x| Z3 1
u=|zy|=|-23|=x3/ -1
T3 X3 1

, pelo que uma base para o ntcleo a esquerda da matriz é constituida pelo vector
ug =[1 -1 1]7, sendo dim(Ker(AT))=1

K, = L(ug) = { (2),29,23) € R® 1) =25 Ay = —x3}

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A16 -5 27-04-2009



0OS 4 ESPAGCOS FUNDAMENTAIS ALGEBRA LINEAR

16.3. Espacos fundamentais de uma matriz, caracteristica e nulidade.
O espaco das linhas de uma matriz A é o complemento ortogonal do ntcleo de A :
Ker(A) = (lin(A))* = (col(AT))*
O espaco das colunas de uma matriz A é o complemento ortogonal do ntcleo de
AT
Ker(AT) = (col(A))" = (lin(AT))*
Os espacos linha e coluna da matriz A, m x n, possuem a mesma dimensao.

A caracteristica da matriz A, car(A), é igual a dimensao do seu espago coluna (ou

do espago linha), ou seja, é igual ao niimero maximo de colunas (ou linhas) da matriz
linearmente independentes.

Designa-se por nulidade da matriz A, nul(A), a dimensao do seu nicleo (igual ao
nimeros de varidveis livres do sistema Ax =0 ). Tem-se

car(A)+nul(A)=n
car(A) +nul(AT)=m
car(A) = car(AT)

Exemplo

7. Seja A a matriz

2 0 2
A= 1 1 2
-1 10

Como vimos no exemplo 5, os espacos linha e coluna da
matriz A possuem a mesma dimensao

dim(lin(A)) = dim(col(A)) = 2

Vimos ainda que o ntcleo da matriz tem dimensao 1 sendo,

portanto,
dim(col(A)) + dim(Ker(A)) = car(A) + nul(A)
=2+1
=3=n

Os vectores u; =[1 0 1]7 e u,=[0 1 1]7 formam

Figura 16.2 uma base do espaco linha, e o vector us = [— 1 -1 I}T é

uma base do nicleo de A . Podemos verificar que o espaco
linha da matriz corresponde ao complemento ortogonal, em

R?, do niicleo da matriz (e vice-versa)

Ker(A) = (lin(A))*

>> ul=[1 0 1]';

>> u2=[0 1 1]°';
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>> ub=[-1 -1 1]°';
>> [ul u2] '*ub

ans =

Os vectores uy =[1 0 —1]T eu, =01 1}T formam

uma base do espaco coluna, e o vector ug =[1 -1 1]7 ¢

uma base do niicleo a esquerda de A . Podemos verificar que
o espaco coluna da matriz corresponde ao complemento

ortogonal, em ][\’{3, do ntucleo a esquerda de A, ou seja do

niicleo de AT (e vice-versa)

Ker(AT) = (col(A))*

Figura 16.3

>> u3=[1 0 -1]"';

>> u4=[0 1 1]';
>> u6=[1 -1 1]°';
>> [u3 u4] '*u6
ans =

0
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16.4. Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

ALGEBRA LINEAR

A ortogonalizagao de Gram-Schmidt é um método que, a partir de uma qualquer

base de um subespaco W de R", permite obter uma base ortonormada para esse
subespaco.

1. vy =u W, = L(uy)
u, Vv
_ 2V
2. vy =uy 1 W, = L(uy,uy)
V] 'V]
_ Uz vy Us - vy
3. v3 =ug Va Wy = L(uy, uy,u3)
Vi vy Vg " Vy
k-1
uk.v
k. Vk:uk_z ZVZ’ W:L(u17u27"'7uk)
i1 ViV

W.

i, sendo

Em cada iteracao 1, {Vl,VQ,"',Vi} é uma base ortogonal de
{vl,v2,---,vk} uma base ortogonal de W . Finalmente, normalizando cada um dos
vectores, q; ZVi/HViH, obtemos uma base ortonormada, Q = {ql,qQ,u-,qk}, do

subespaco W .

Exemplo

8. Consideremos os vectores linearmente independentes u; =[1 1 0]7 e

u) = [—2 0 1:|T que formam uma base de um subespaco W de R3.
Determinemos uma base ortonormada para W seguindo o método de Gram-Schmidt:

Lv,=u =11 0]

Vo = perpy, Uy = Uy — projvl uy

2. ZUQ_732::;1 vy
1 1
1
-2 -2 0 ]]; 1 [-1
=l Of-————57|1]=| !
] 11 0]1 0 ]
0

Fi 16.4
igura 3q1—L— ]/\/5 e q2_V2_ ]/ﬁ
vil 0 Vo 143
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