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Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira Exercicios.

TOPICOS

Chama-se a aten¢do para a importincia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

18. Exercicios.

DETERMINAR UMA BASE PARA O ESPACO DAS LINHAS DE UMA MATRIZ.

Como duas matrizes equivalentes por linhas tém o mesmo espaco linha, para
determinar uma base do espaco linha de uma matriz basta seleccionar as linhas nao
nulas da matriz escalonada equivalente

18.1. Determinar uma base para o espaco linha da matriz

2 13 1 3

1 -1 0 1 -1

A_:
-1 21 -2 0
3 03 0 -6

Determinando a matriz escalonada reduzida equivalente

>>A=[21313;1—101—1;—121—20;3030—6];

>> L=rref (4)

L =
1 0 1 0 -2
0 1 1 0
0 0 0 1 4
0 0 0 0

, temos
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2 13 1 3] [1010 -2
1 -10 1 o110 3
A= ~ =L
1 21 -2 0] |[0001 4
3 0 3 ~6] [0 000 O

Seleccionando as linhas nao nulas da matriz L, temos um conjunto de 3 vectores
w=[1 010 -2]",u,=[0 110 3]"eu;=[0 0 0 1 4]7

que formam uma base do espaco linha de A . Assim, dim(lin(A))=3.

DETERMINAR UMA BASE PARA O ESPACO DAS COLUNAS DE UMA MATRIZ.

Dado que col(A) = lin(AT), para determinar uma base do espaco coluna de uma
matriz A basta determinar uma base do espaco linha da sua matriz transposta,

seleccionando as linhas nao nulas da matriz escalonada equivalente a AT,
18.2. Determinar uma base para o espaco coluna da matriz A do exemplo anterior.

Sendo a matriz transposta

2 1 -1 3
1 -1 2 0
AT =13 0 1 3
1 1 -2 0
3 -1 0 -6]

, determinando a matriz escalonada reduzida equivalente a matriz transposta

>> C=rref (A'")

C =
1 0 0 0
0 1 0 6
0 0 1 3
0 0 0 0
0 0 0 0
, temos
2 1 -1 3] [1 0 0 O]
1 -1 2 0] |01 06
AT=13 0 1 3|~|0 0 1 3|=C
1 1 -2 0] |00 00O
3 -1 0 -6/ |0 0 0 0

Seleccionando as linhas nao nulas da matriz C, temos um conjunto de 3 vectores

u=[1 00 0", uy=[0 10 6]"euy=[0 0 1 3]"

© Prof. José Amaral ALGA A18-2 19-05-2009



EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR

que formam uma base do espaco coluna de A . Logo, dim(col(A)) = 3.

A dimensao do espaco coluna é sempre igual & dimensao do espaco linha, e igual a
caracteristica da matriz, dim(lin(A)) = dim(col(A)) = car(A) = 3.

Caso tenhamos escalonado a matriz A, podemos determinar uma base do espaco
coluna da matriz, seleccionando as colunas de A correspondentes as colunas com
pivot da sua matriz escalonada.

Como vimos no exemplo anterior

2 13 1 3 1010 -
1 -1 0 1 -1 01 10
A = ~ =L
-1 2 1 -2 0 0 0 01
3 03 0 -6 0 00O

A matriz L tem pivots na 1%, 2% e 3* colunas, seleccionando as colunas respectivas da
matriz A temos um conjunto de 3 vectores

w =021 -1 3", u,=01 =1 2 0]" euy=1 1 -2 0]"
que formam uma base do espaco coluna de A .

Podemos verificar que se trata de uma combinacao linear dos vectores determinados a
partir da matriz transposta,

>> rref([2 1 -1 3;1 -1 2 0;1 1 -2 0])

ans =

DETERMINAR UMA BASE PARA O NUCLEO DE UMA MATRIZ.

Para determinar uma base para o ntcleo de uma matriz procuramos as solucées do
sistema homogéneo Ax =0.

18.3. Determinar uma base para o nicleo da matriz A dos exemplos anteriores.

Dada a matriz, procuramos a matriz escalonada reduzida equivalente. Como vimos,

temos
2 1 3 1 3 1 01 0 -
1 -1 0 1 -1 0O 1 1 0
A= ~
-1 1 -2 0 0 0 0 1
3 0 3 0 -6 0 0 0 O 0

,sendo x5 e x5 as varidveis livres, temos
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(2] [—z5+ 225 ] [—1] [ 2]
T = —T3 + 2z5 Z9 — T3 — 35 -1 -3
Ty = —T3 —3T5 = |x3 | = T3 =xz3| 1l|+z5 O
x, = —4dxzs Zy — 4 0 -4
(z5| | x5 | 0] 1]

, pelo que, os 2 vectores
u, =[-1 -110 0" ,eu,=[2 -3 0 -4 1]°

formam uma base do nicleo de A. Temos nul(A)=dim(Ker(A))=2, e
car(A)+nul(A)=5=n.

DETERMINAR UMA BASE PARA O NUCLEO A ESQUERDA DE UMA MATRIZ.

Para determinar uma base para o nucleo a esquerda de uma matriz procuramos as
- . [ T
solucoes do sistema homogéneo A~ x = 0.

18.4. Determinar uma base para o nicleo & esquerda da matriz A dos exemplos
anteriores.

Dada a matriz, procuramos a matriz escalonada reduzida equivalente a matriz
transposta. Como vimos, temos

2 1 -1 3 1 0 0 O
1 -1 2 0 01 0 6
AT =13 0 1 3[~l0 0 1 3
1 1 -2 0 0 0 0 O
13 —1 0 -6] [0 0 0 O]
, sendo z, uma variavel livre, temos
z; 0 0
I] - 0
T — 6z, -6
Ty = —6334 = = =Xy
x3 — 3.’,54 — 3
x3 = —3334
x z, 1

pelo que o vector
u =00 -6 -3 1]"

forma uma base do nicleo & esquerda de A . Temos nul(A”) = dim(Ker(A”)) =1,
e car(A)+nul(AT) =4 =m.
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RELAGCAO ENTRE 0S 4 ESPACOS FUNDAMENTAIS DE UMA MATRIZ.

18.5. Podemos verificar que o espaco linha da matriz A dos exemplos anteriores

corresponde ao complemento ortogonal, em R® , do niicleo da matriz (e vice-versa)

Ker(A) = (lin(A))*

>> ul=[1 01 0 -2]"';

>> u2=[0 11 0 3]"';
>> u3=[0 0 0 1 4]"';
>> u4=[-1 -1 1 0 0]';
>> u5=[2 -3 0 -4 1]';
>> C=[ul u2 u3l;

>> N=[u4 u5];

>> C'*N

ans =
0 0
0 0
0 0

Verificamos que o espaco coluna da matriz corresponde ao complemento ortogonal,
4 ., N . , .
em R™, do nucleo & esquerda de A , ou seja do nicleo de AT (e vice-versa)

Ker(AT) = (col(A))*

~e

>> ul=[2 1 -1 3]"

>> u2=[1 -1 2 0]
>> u3=[11 -2 0]
>> Ne=[0 -6 -3 1]°';
>> L=[ul u2 u3]l;

~e

~e

>> L'*Ne
ans =

0

0

DETERMINACAO DOS 4 ESPACOS FUNDAMENTAIS DE UMA MATRIZ COM O MATLAB.

18.6. O MatLab tem funcées predefinidas que permitem o célculo imediato dos espacos de
uma matriz.

As funcoes colspace (A) e null (A) determinam uma base do espaco coluna e do
nicleo de uma matriz, quando definida simbolicamente.

As funcoes orth(A) e null(A) determinam uma base ortonormada do espaco
coluna e do nicleo de uma matriz quando definida numericamente.
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Dada a matriz A dos exemplos anteriores, a determinagao dos seus espacos linha e

coluna € trivial.

>> A=sym(A) ;

>> colspace(A)

ans
[ 1
[ O
[ O
[ O

, 0]
, 0]
, 0, 1]
, 6, 3]

I

I

o KRB O

>> colspace(A')

ans
[

[

[

[

[ -
>>
ans
[ -

[
[
[
[

>> null(A')

ans
0

-6
-3

ll I
OI I
1

I I

o B B O

ol I
2, 3,
null (A)

1, 2]
1, -3]
1, o0l
0, -41]
0, 11

1

, confirmando as deducoes feitas anteriormente.

01]
0]
0]
1]
4]

1-101-1;-121

Recorrendo as fungdes orth(A) e null(A) podemos determinar os versores dos 4
espacos fundamentais da matriz

1-10

1-1;-121

>> orth(A) % versores do espago coluna
ans =
0.0982 -0.9910 0.0911
-0.1738 0.0225 0.4321
0.0211 -0.0801 -0.8930
-0.9796 -0.1051 -0.0867
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>> orth(A') % versores do espago linha
ans =
0.3929 0.4500 0.3554
-0.0420 0.2406 -0.6060
0.3508 0.6906 -0.2507
0.0157 0.1658 0.6580
-0.8488 0.4849 0.1031
>> null (A) % versores do nicleo
ans =
0.7136 -0.0873
0.0811 -0.7526
-0.4606 0.3534
-0.5060 -0.5323
0.1265 0.1331
>> null (A')

~

s versores do nicleo a esquerda

\°

ans =
0
0.8847
0.4423
-0.1474

DETERMINAR UMA BASE PARA O COMPLEMENTO ORTOGONAL DE UM SUBESPACO.

Podemos determinar uma base para o complemento ortogonal de um subespaco
recorrendo as relacoes entre os espacos fundamentais de uma matriz.

18.7. Sendo W o subespaco de R? gerado pelos vectores
u=[1 -1 02 0", uy=02 -1 11" eu;=[2 00 -1 1]"

determinar uma base para o complemento ortogonal de W .

. . n
Colocando os vectores u;, uy, e us nas linhas de uma matriz A, W~ corresponde

ao nicleo da matriz, Ker(A) = (lin(A))*". Assim, sendo

1 -1 0 2 0
A=0 2 -1 11
2 0 0 -1 1

, € determinando a matriz escalonada reduzida equivalente

>> ul=[1 -1 0 2 0]°';

>> u2=[0 2 -1 1 1]1°';
>> u3=[2 0 0 -1 11°"';
>> U=[ul u2 u3l;
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>> rref (U')

ans =
1.0000 0 0 -0.5000 0.5000
0 1.0000 0 -2.5000 0.5000
0 0 1.0000 -6.0000 0

temos
-1 0 20 10 0 —1/2 1/2
A=10 2 -1 1 1|~|0 1 0 =52 1/2
2 0 0 -1 1 0 0 1 —6 0

Sendo z, e x5 as varidveis livres, temos

) [0.52, — 0.5z | [0.5] [-0.5]

z; = 0.5z, —0.5z5 Z9 2.5z, — 0.5z 2.5 -0.5
Ty = 2.524 —0.525 = |23 | = 6z, =z 6|+z5 0
3 = b6z, T, T, 1 0
E x5 | | 0] 1]

pelo que os 2 vectores
w,=[05 25 6 1 0]" ,ewy,=[-05 -05 0 0 1]

formam uma base do complemento ortogonal de W, o que podemos verificar

>> wl=[0.5 2.5 6 1 0]"';

>> w2=[-0.5 -0.5 0 0 1]';
>> W=[wl w2];
>> U'*W

ans =

ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT.

18.8. Dado o conjunto de vectores linearmente independentes U = {ul,u2,u3}, com
u;, =(1,1,0,1), uy =(0,2,0,1),u3 = (1,0,2,1), que constitui uma base de um subespaco W

de R4, obter uma base ortonormada para esse subespaco.

Procedendo conforme o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, temos:

Lvy=u =110 1]"
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2.
=
1
0 [0 20 1} 01 0 1 -1
. u, - vy 2 (1)1 2| 3 1
Ve m o PO, T =R Ty T o ‘1]{o| |o| 30| | o
1 1111 1 0
11 0 1]
0
_]_
3.
. . Uz - Vo u; - vy
V3 = U3 — projy, Uz — proj,, Uz = ug — e Vo — —— Vi
-1 1
[1021}]L [1021}]L
1 0f|-1 Ofl1
0 0 1 111
12 —1]] o 3 0
1 1] 0 1
[-1 1 0 0] 0
0
1 -1 1 -1/6
O -1 1| 2 -1/6
“l2] 2] o] 3lo| | 2
1 0 1 1/3
e, finalmente, normalizando cada um dos vectores obtidos, temos
1/4/3 -1/-/2 ~1/-/150
- Vi _ 1/4/3 _ V2 _ /42 _ V3 _ ~1/:/150
Oh—m— OaQQ—M— 0 79013—m— 12/@
1//3 0 2/-/150
>> ul=[110 1]';
>> u2=[0 2 0 1]';
>> u3=[10 2 1]';
>> vl=ul;
>> v2=u2- (u2'*vl) / (v1l'*vl) *vl;
>> v3=u3- (u3'*v2)/(v2'*v2) *v2- (u3'*vl) / (v1l'*vl) *vl;
>> gl=vl/norm(vl) ;
>> g2=v2/norm(v2) ;
>> g3=v3/norm(v3) ;
>> [vl v2 v3]
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ans =
1.0000 -1.0000 -0.1667
1.0000 1.0000 -0.1667
0 0 2.0000
1.0000 0 0.3333

>> [gl g2 g3]

ans =
0.5774 -0.7071 -0.0816
0.5774 0.7071 -0.0816
0 0 0.9798
0.5774 0 0.1633

, ou simplesmente, recorrendo a funcao orth (a)

>> ul=[1 1 0 1]°';

>> u2=[0 2 0 1]';
>> u3=[1 0 2 1]°';
>> orth([ul u2 u3])

ans =
-0.3854 0.2643 -0.7884
-0.5802 -0.6578 0.2660
-0.4138 0.7050 0.5401

-0.5862 -0.0205 -0.1262

Nota : A funcdo orth nao utiliza o algoritmo de Gram-Schmidt para obter os
versores do subespaco gerado por U = {ul , uz,u3}, pelo que os versores sao diferentes.

MISCELANEA.

18.9. Em R®, com o produto interno usual, considere os vectores u = [—1 1 I}T e
v = [1 1 —1]T. Determine:

a) O angulo entre u e v.

b) A projeccao ortogonal de u sobre v.

c) ke R tal que o vector [0 k 1}T seja ortogonal a u.

d) Todos os vectores perpendiculares a v .

e) Um vector unitario simultaneamente perpendicular aos vectores u e v.

f) Seja W = L(u,v) . Indique, justificando,

f.1) Uma base ortonormada de W=

f.2) Uma base ortonormada de W .
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f.3) Uma base ortonormada de R? contendo a base indicada em f.2.

a) Sendo u e v vectores nao nulos de R", o angulo entre eles é

[ | j

No caso presente temos:

W e SR 1) e =

!
M=Jvov=[ 1 -] 1|=V1+1+1=43
1

Logo:

Q. = arccos

™
)

b) Sendo u e v (ndo nulo) dois vectores de R", a projecgao ortogonal de u sobre v

é

= arccos

W |~

= arccos

7~ N\ N\ -/
& .
x__/g‘
w

proj, u :%V =—V
M v

No caso presente, atendendo aos céalculos feitos na alinea anterior, temos:

-1 : 11 1
proj,u=—| 1|= {— —— }
31

¢) O vector w=[0 Fk 1}T ¢ ortogonal a u sse w-u = 0. Temos entao:

-1
[0 k 1]] 1|=0=2k+1=0k=-1
1

d) O vector w = [az Y Z:|T eR? ¢ ortogonal a v sse w-v = 0. Temos entao:

1
T z 1|=0=>z+y—2=0
[z y 2] y

-1
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Assim, o conjunto W de todos os vectores perpendiculares a v é
W ={($,y,z)e R? :x+y—z:O}
e) Tratando-se de vectores de R?’, um modo simples de calcular um vector unitéario

simultaneamente perpendicular aos vectores u e v, € recorrer ao calculo de uxv.
Temos

€ € €3
uxv=det|-1 1 1
1 1 -1

-2 o -2

Para obter um vector unitério basta dividir o vector pela sua norma. Temos entao:

welo oo _1]
2 J2
f.1) Sendo W = L(u,v), para calcular uma base ortonormada de W+, podemos, por
exemplo, dispor os vectores sobre as linhas de uma matriz, A, e atender a que W

corresponde a lin(A) e W' a Ker(A). Assim, e atendendo a que determinamos o
nicleo de uma matriz procurando as solugoes do sistema homogéneo Ax = 0, temos

-11 10 -1 0 10 =2z
A = — e~ =
{ 11 -1 0} { 0 10 O} {y =0
Uma base de W & entao:

1
=k|0
1

N e 8
Il
N O W

Normalizando o vector temos entao que (1/ J2,0, 1/ \/E) constitui uma base

ortonormada de W+ :
W = L((12,0,15/2)) = {K(1/v/2,0,1\/2) - k e R}

(nota: poderiamos ter atendido simplesmente & resposta dada na alinea e)).

f.2) Atendendo aos considerandos e calculos da alinea anterior, W corresponde a
lin(A). Temos entao

x -1 0
yl=k| O0|+k|1
z 1 0

Em geral, poderiamos ter de recorrer ao método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
para obter uma base ortonormada de W . Note no entanto que (-1,0,1) e (0,1,0) sdo

ortogonais, pelo que basta normalizar os vectores. Temos entao que

© Prof. José Amaral

ALGA A18-12 19-05-2009



EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR

u, =[0 1 0]"

constituem uma base ortonormada de W .

f.3) Para obter uma base ortonormada de R? basta tao simplesmente considerar as
bases ortonormadas de W e W obtidas nas alineas anteriores:

w=[0 1 0]
T
oy
2 2

18.10. Considere a matriz real

10 -1 0
A=0 1 -1 0
1 -1 0 0

a) Indique uma base para o espago linha de A, lin(A), e uma base para o
espago nulo de A, ker(A).

b) Diga, justificadamente, qual é a dimensdo de cada um dos 4 espacos
fundamentais da matriz A .

a) Como duas matrizes equivalentes por linhas tém o mesmo espaco linha, para
determinar uma base do espaco linha de A basta seleccionar as linhas nao nulas da
matriz escalonada equivalente. Temos:

1 0 -1 0 10 -1 0
A=0 1 -1 0|~-~|0 1 -1 0
1 -1 00 00 0O

Seleccionando as linhas nao nulas da matriz, temos um conjunto de 2 vectores
w=[1 0 -10",u=[01 -1 0"

que formam uma base do espaco linha de A .

Para determinar uma base para o nucleo de uma matriz procuramos as solugoes do
sistema homogéneo Ax = 0. Temos

1 0 -1 00 10 -1 00 )
A=|o 1—100~---~01—100:>{x:2
1 00 0 00 000 Y

Assim
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x z 1 0

=z Y z 1 0
= = =z + w

Y=z z z 1 0

w w 0 1

, pelo que, os 2 vectores
w=[1110",u=000 1"

formam uma base do ntcleo de A .

b) Dos célculos da alinea anterior, temos
dim(lin(A)) =2
dim(ker(A)) =2

O que confirma car(A)+nul(A)=4=n.

Dado que dim(lin(A)) = dim(col(A)), temos
dim(col(A)) =2

Dado que dim(col(A))+ dim(ker(A”)=m =3, temos

dim(ker(AT) =1

ALGEBRA LINEAR
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