* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira Transformagso linear.

Aur 19

TOPICOS

Chamase a aten¢io para a importincia do Classificagao de transformagdes lineares.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Imagem e nlcleo de uma transformagéo linear.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

Matriz de uma transformagéo linear e mudanga de base.

Operagdes com transformagdes lineares.

19. Transformacoes lineares.

19.1. Transformacao linear.

1. Sejam E e E' espacos vectoriais sobre o corpo K. Uma funcdo T :E —> E' é
uma transformacao (aplicagao, funcao) linear se:

1. T(au) = aT(u)

2. T(u+v)=T(u)+T(v)
, ou, equivalentemente,

T(au+pv)=aT(u)+ BT(v)

, para quaisquer u,velE e o, € K.

2. Resulta imediatamente da definicao que
T(0g) = Oy
, ou seja, a imagem do vector nulo de [E é o vector nulo de E'. Com efeito

T(0g) = T(005) = 0T(0g) = Og

3. Sejam E e E' espacos vectoriais sobre o corpo K, E com dimensao finita,
{el,ez,n-,en} uma base de E, e u;, uy, ..., u, quaisquer n vectores de E'.

Entao existe uma e s6 uma transformacao linear T : [E — E' tal que

T(e;)=u ,Vie{],?,...,n}

i
Quer isto dizer que uma aplicacao linear T, cujo dominio é um espacgo vectorial [,
de dimensao finita, fica perfeitamente definida quando se conhecem as imagens dos
vectores de uma qualquer base do dominio.
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Mais ainda, se {el,eQ,-u,en} é uma base de E e
vV =uve +19ey +--+v,e, €l
entao

T(v)=vT(e;)+vT(ey)+ - +v,T(e,)

19.2. Classificacao de transformacoes lineares.

Como qualquer aplicagao, as transformacoes lineares podem ser classificadas quanto a
injectividade, sobrejectividade. Porque sao aplicagoes especiais, uma vez que
preservam as operacoes definidas nos espacos vectoriais, por isso também designadas
em Algebra por morfismos de espacos vectoriais, existem termos especificos para
indicar qual ou quais as propriedades de que gozam. Concretamente:

1.Se E'=E,ouseja, T:E —> E, T diz-se um endomorfismo em E. (gr. endo: no
interior de).

2. Se T éinjectiva, T diz-se um monomorfismo de E em E’. (gr. mono: tnico).
3.Se T é sobrejectiva, T diz-se um epimorfismo de E em E’. (gr. epi: sobre).
4.Se T é bijectiva, T diz-se um isomorfismo de E em E'. (gr. iso: igual).

5.8e E'=E e T é bijectiva, T diz-se um automorfismo em E. (gr. auto: em si
mesmo).
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19.3. Matriz de uma transformacao linear.

Sejam [E e ' espacgos vectoriais sobre o corpo K, com dimensces n e m,
respectivamente. Sejam B = {e],ez,---,en} uma base de E e B' = {ul,u2,---,um}

uma base de E'. Uma vez fixadas as duas bases, uma no dominio outra no espaco de
chegada, tem-se que:

1. A qualquer transformacao linear T : [E - E' corresponde uma e uma sé matriz A
do tipo m xn , e vice-versa.

2. A matriz A correspondente a transformacao T, dita matriz da transformacgao
(relativa as bases escolhidas), tem por colunas as coordenadas das imagens dos
vectores da base de [E relativamente a base de E'. Ou seja, sendo

T(ey) = ajuy + aguy + -+ + @, u,,

T(ey) = apuy + aguy + -+ + Gy,

T(e,) =a,u; +ay,uy +---+a

mnum
, temos
aip Qg ot Gy
A=| T
[ ) Qmn

3. Sendo y = yju; + ypuy +---+y,,u,, o vector de E' que é o transformado de um
vector X = x,€, + T9€y +---+x,€, de B, y =T(x) equivale a y = Ax:

Y1 app Qg o Gy || T
Yo | | Qg1 Gy *r Qg || T
Ym An1 Qp2 " Qg [T

[vlg =[T(e)s | T(e))s | | T(e,)s |[x],

4. Em particular, se T : R" — R™ ¢é uma transformacao linear, {el,eQ,-u,en} a

base  canénica de R" e u=we +ue,+--+u,e, €R",  entdo
T(u)=uT(e))+uT(ey)+ - +u,T(e,) donde existe uma tnica matriz real A,
tal que

T(u)=Au

A é chamada matriz (candnica) da transformagao
A=[T(e)| T(e;)| | Tle,)]

,em que, Vk e {1,---n} , T(e,) é o vector coluna que resulta de calcular a imagem
de e, por meio de T'.
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19.4. Matriz de uma transformacao linear e mudanca de base.

Sejam & e E' espacos vectoriais sobre o corpo K e T : E - E' uma transformacao
linear. Interessa relacionar as matrizes A e B, de T, em diferentes bases de E e

E.

Sejam entao B, e B, duas bases de E, B/ e B, duas bases de E', A a matriz de

T em relacao as bases B, ,B] e B a matriz de T relativamente as bases 5, ,5; .

Dado x e B, seja y =T(x) e E'.

Sejam M, e M, as matrizes de mudanca de base entre as bases escolhidas em [E e

E' respectivamente.

Tem-se:

A N\
xly [V
M, ¥ M, 4
B
L g
_

Assim, e tendo em conta b) ¢) e a)

e) [YJBZ =M, [YJB{ =

De d) e e) conclui-se que

B, B,
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19.5. Imagem e nicleo de uma transformacao linear.

Sejam & e E' espacos vectoriais sobre o corpo K e T : E - E' uma transformacao
linear.

1. Chama-se imagem de T', e representa-se por Im(7T'), o contradominio de T
Im(T)={y eBE :y =T(x) rx € E}
2. Sendo T : E — E' uma transformacao linear, Im(7T") é um subespago de E'.

3. Chama-rse nicleo de T', e representa-se por Nuc(7T) ou Ker(T), o conjunto de

vectores de [E cuja imagem é o vector nulo de E',
Nuc(T) ={x € E: T(x) = O}
4. Sendo T : E — E' uma transformagao linear, Ker(7) é um subespago de E .

5. A transformacao T ¢é injectiva sse Nuc(T) = Op .

Se E e E' tem dimenséo finita, existe uma relacao entre as dimensoes da imagem de
T e do ntcleo de T e ainda uma relagao destes subespagos com alguns dos espagos
da matriz de T' em relacao a bases fixadasem E e E'.

Concretamente, se B = {e],ez,---,en} é uma base de E, B' = {ul,u2,---,um} é uma

base de E' e A é a matriz de T em relacdo as bases B e B':

6. (Teorema de Dimensao) A dimensido de E é a soma das dimensdes do niicleo e
da imagem de T

dim(E) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T))
7. A dimensio do espaco imagem chama-se caracteristica da aplicacao linear
Car(T) = dim(Im(T))
8. A transformagao T é sobrejectiva sse dim(Im(7")) = dim(E')

9. Im(T') é o subespago de E' gerado pelos vectores T'(e;),T(e,),---,T(e,), logo,

Im(T') é o espago gerado pelos vectores que constituem as colunas de A.

10. Sendo Car(A) o ntimero de colunas linearmente independentes de A entéao
dim(Im(7T)) = Car(T) = Car(A)

11. A dimensdo do nticleo de T chama-se nulidade da aplicacio linear.

12. Nuc(T) é o conjunto das solucoes do sistema homogéneo Ax =0, ou seja, o
nucleo de T' coincide com o ntcleo da matriz A . Assim:

dim(Nuc(T)) = dim(Nuc(A)) = ¢

,onde g é o grau de indeterminacao do sistema Ax =0.
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19.6. Operacoes com transformacgoes lineares.

Adicao e multiplicacao por um escalar

Sejam E e E' espacos vectoriais sobre o corpo K, T:E —>E e S:E — E' duas
aplicacoes lineares, e o € K.

A adicdode T com S, T +S,éaaplicacio T +S :E - E' tal que
(T+9)(x)=T(x)+S(x) ,Vxek
A multiplicacéo do escalar a por T, o1, é a aplicacdo o1 : E — E' tal que

(T (x)=aT(x) ,Vxek

E facil verificar, usando a definicao, que T'+S e «T ainda sao transformacoes
lineares.

Mais ainda, se E e E' tém dimensao finita, B e B’ sado bases de E e E',
respectivamente, A, é a matriz de T em relacao as bases B e B’ e Ag é a matriz

de S em relacao as mesmas bases, entao (A + Ag) é a matriz de (T'+5) e Ay
é a matriz de o1’ em relacao a essas bases.

Composicao

Sejam K, E' e E" espacgos vectoriais sobre o corpo K, T:E > E' ¢ S:E — E"
transformacoes lineares.

A compostade S com T, SoT,éaaplicacao ST :E — E" tal que
(S-T)x)=95(T(x)) ,vxek

Provarse facilmente (por defini¢ao) que S o T é uma transformacao linear.

Se E, E' e E" tém dimensao finita, B, B' e B" sao bases de E, E' e E",

respectivamente, A, é a matriz de T em relacao as bases B e B', Ag é a matriz

de S em relacdo as bases B’ e B", entao AgA, ¢ a matriz de ST em relacao as
bases B e B".

Em particular, se T :R" — R” ¢ uma transformacao linear com matriz canénica
Ap e S:RP -5 R™ é outra transformagao linear com matriz candénica Ag, entao

SoT :R"™ -5 R™ € linear e a sua matriz candnica é

ASoT = ASAT
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Inversao

1. Se E é um espago vectorial sobre um corpo K, a transformacgao I : E - E tal
que Ip(u) =u é linear e designa-se por identidade em E.

2. Duas transformacoes quaisquer T :E—>E e S:E' —>E dizem-se
transformacoes inversas uma da outra se ST =1 e T oS = Iy . Escrevemos
S=T'erT=58" (uma vez que a inversa, quando existe é tinica) e dizemos que S

e T s3o invertiveis.

Seja T : E — E' um isomorfismo. Entao T : B’ — E ¢ ainda um isomorfismo.

Mais ainda, se [E e E' sao espacos vectoriais de dimensao finita, tendo em conta o
teorema da dimensao,

dim(E) = dim(E') = n
Fixando uma base B em [E e uma base B’ em E' (#B =#B') e sendo Ay a

matriz (quadrada) de T em relacéio &s bases B e B', tem-se que A é a matriz de

T7! em relacio as bases B' e B.

3. Em particular, se T :R" - R" é uma transformacao linear invertivel (um
. . ;. - -1 ,
isomorfismo), com matriz canénica Ap, entdo T :R" > R" é uma

transformacao linear invertivel com matriz canénica

A Al

71 =
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