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* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da

TOPICOS

bibliografia principal da cadeira

Exercicios.

* Chamase a atengio para a importdncia do

trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo

os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente

de todas as davidas associadas.

21. Exercicios.

DEMONSTRAR QUE UMA TRANSFORMAGAO E LINEAR.

21.1. Se A é uma matrizreal mxn e ue R", a aplicacao T : R" — R™ tal que

w=T(u)=Au

é uma transformagcao linear dado que, Yu,v e R", Va,3 € R,

T(au+ Bv) =A(au + fv) = A(au) + A(Bv) = a(Au) + B(AvV)
=aTu)+BT(v)

-1 0 1
Por exemplo, sendo Az{ 5 3}, u:{ } v
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EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR

21.2. Recorrendo & definicao averigue se € linear a transformacao

T:R > R T(z,y,z) = (zy,2y,z + 2)

Uma funcao T : E - E' é uma transformacao linear se:
1. T(au) = aT(u)
2. T(u+v)=T(u)+T(v)

Para o caso presente temos

T(ou) = T((x,y,2))
= (azay, 20y, 0 + az)
= ooy, 2y,x + z)
#aT(u)
= a(zy,2y,x + 2)

Logo T nao é uma transformacao linear.

21.3. Recorrendo & definicao averigue se € linear a transformacao

T:R->R, T(z)=2z>.

Uma funcao T : E - E' é uma transformacao linear se:
1. T(au) = aT(u)
2. T(u+v)=T(u)+T(v)
Para o caso presente temos
T(au) = (ax)
= oz’
=aaT(u)
# aT(u)

Logo T nao é uma transformacao linear.

21.4. Recorrendo a definicao averigue se € linear a transformacao

1 -2 0
T:R 5 R; T(z,y,2)=lz vy 2.
-3 1 2

Uma funcado T : E — E' é uma transformacao linear se:
1. T(ou) = aT(u)
2. T(u+v)=T(u)+T(v)

Para o caso presente temos
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T(om) = T(a(z,y,2))

1 -2 0

=laz oy az

-3 1 2

1 -2 0

=alz z

-3 1 2
=aT(u)

T(u+v)=T((z,y,2) + (22,Y9,22))
=T((z) + x9,5 +Yp,2 + 29))

1 -2 0
ST Ty Yty 2t 2
-3 1 2

1 -2 0 1 -2 0
=X Y1 A T|Ty Yo 29
-3 1 2 -3 1 2

=T((z1,91,2)) + T((x9,Y9,29))
— T(u)+ T(v)

Logo T ¢é uma transformacao linear.

21.5. Recorrendo a definicdo averigue se é linear a transformacao

T:R*? - R%, Tﬂx yD=($,x+y+w).
z w

Uma funcao T : E - E' é uma transformacao linear se:
1. T(au) = aT(u)
2. T(u+v)=T(u)+T(v)

reueo ]
o[ 2)

= (az,ax + ay + aw)

Para o caso presente temos

= (az,a(z +y +w))
=a(z,xz +y+w)
=aT(u)

ALGEBRA LINEAR
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n

oz o)

_7 Ty T2y Yty
Z1+Z2 w1+w2

Ty + o, (21 + T9) + (1 +Y2) + (W) +wy))
Ty + Tg, (T + Yy +wy) +(Ty + Yy +wy))
= (2,2 + Y + W) + (T, Ty + Yy + W)
=T(u)+T(v)

Tu+v)=T (El

= (
= (

Logo T ¢é uma transformacao linear.

DETERMINAR O NUCLEO E A IMAGEM DE UMA TL

21.6. Dada a transformacdo linear T : R® — R? definida por

T(x,y,2) =2z +y—2z,2 —y,3y — 22)

Determine o niicleo e a imagem de T . Determine uma base e a dimensao destes
subespacos. Verifique o teorema envolvendo a nulidade e a caracteristica de T.

O Nuc(T) é o conjunto de solugoes do sistema homogéneo Ax =0, sendo

A a matriz da transformagao T relativa a quaisquer bases escolhidas em
R3.

Considerando as bases candnicas temos

T(z,y,2) = 2z +y — 22,2 — y, 3y — 22)
wy | [2z+y-22]
Wy | = -y
Ws | 3y—2z
2 1 2]z
=1 -1 O
0 3 2|2

2 1 2
A=1 -1 0
0 3 -2

Logo, sendo Nuc(T') o conjunto de solugdes do sistema homogéneo Ax =0, temos

2 1 -2 0 10 -2/3 0
1 -1 0 0|~--~[0 1 =2/3 0
0 3 -2 0 0 0 0 0

O sistema é simplesmente indeterminado, com z livre, x =2/3z e y =2/3z, logo
com solucao geral
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x 2/3z
y|=|23z|=
z

z

2
12| WzeR
3

3

Fica assim determinado Nuc(7T) e uma sua base:
Nuc(T) = L((2,2,3)) = {k(2,2,3) : k € R}
{(2,2,3)} ¢ uma base de Nuc(T)

dim(Nuc(T)) =1

Im(T) é o espaco gerado pelos vectores que constituem as colunas de A,
sendo A a matriz da transformagao 7T relativa a quaisquer bases

escolhidas em R?.

Dado que, como vimos, a transformacao tem, relativamente as bases candnicas, a

matriz
2 1 =2
A=|1 -1 O
0 3 =2

2 1 0 10 1
-1 3|~-~|0 1 -2
-2 0 -2 00 O

Fica assim determinado Im(7) e uma sua base:
Im(T) = L((1,0,1),(0,1,-2))
(1,0,1) + ky(1,0,1) : ky ky € R}

{Fa(
«{xy,x 2y) : acy,zeR}
{xy, ERB z=x— 2y}
{(1,0,1),(0,1,-2)} ¢ uma base de Im(T’)
dim(Im(7T)) = 2

Podemos verificar que

dim(R?) = 3 = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) = 1 + 2

21.7. Dada a transformacio linear T : R? - R? definida por
T(.’,C,y) = (I ~—Y,Y- .’,C,2$ - 2y)

Determine o ntcleo e a imagem de T . Determine uma base e a dimensao destes
subespacos. Verifique o teorema envolvendo a nulidade e a caracteristica de T.
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O Nuc(T) é o conjunto de solugoes do sistema homogéneo Ax =0, sendo
A a matriz da transformacgao T relativa a quaisquer bases escolhidas em
R3

Considerando as bases canénicas temos

T(C[Z,y) = (LE —y,y—x,Qx _2y)

wy T -y
wy |[=| y—-x
wy | |2z -2y

1

X
9 _o|tY

A transformacao tem, relativamente as bases canénicas, a matriz

Logo, sendo Nuc(T') o conjunto de solugdes do sistema homogéneo Ax =0, temos

1 -1 0 1 -1 0
-1 1 0[~-~|0
2 -2 0 0

O sistema é simplesmente indeterminado, com y livre e z =y, logo com solucao

] e

Fica assim determinado Nuc(7T) e uma sua base:

geral

Nuc(T) = L((1,1)) = {k(1,1) : k € R}
{(1,1)} ¢ uma base de Nuc(T)
dim(Nuc(T)) =1

Im(T') é o espago gerado pelos vectores que constituem as colunas de A,
sendo A a matriz da transformagao 7T relativa a quaisquer bases
escolhidas em R®.

Dado que, como vimos, a transformacao tem, relativamente as bases canédnicas, a
matriz

1 -1
A=-1 1
2 2

para determinar Im(7") basta deduzir o espago gerado pelas colunas de A . Temos
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1 -1 2 1 -1 2
-1 1 =2 0 00
Fica assim determinado Im(7) e uma sua base:

Im(T) = L((1,-1,2))
{(z,—z,2x) : 2,y,2z € R}
(

{

{(1,-1,2)} ¢ uma base de Im(T')

z,y,7) € R :y:—x/\z:Qx}

dim(Im(7T)) =1
Podemos verificar que

dim(R?) = 2 = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) = 1 + 1

MOSTRAR QUE UMA TL E INJECTIVA, ETC.

21.8. Dada a transformacio linear T : R® — R® definida por
T(x,y,2) = 2z +y—2z,2 —y,3y — 22)

Verifique se T é injectiva e sobrejectiva.

A transformagao T € injectiva sse Nuc(T') = 0y .

Vimos em 21.6. que Nuc(T') = L((2,2,3)) # {(0,0,0)} , logo T néo ¢ injectiva.

A transformacao T € sobrejectiva sse dim(Im(7")) = dim(E’)

Vimos em 21.6. que dim(Im(7T)) = 2 # dim(R?®) = 3, logo T’ nao ¢é sobrejectiva.

21.9. Dada a transformacdo linear T : R® — R? definida por
T(.’,C,y,Z) = (m - Qva + y)

Sem efectuar quaisquer célculos e justificando adequadamente, mostre que T nao é
bijectiva.

A transformacao nao é bijectiva porque, sendo a dimensdo do espaco dos objectos
superior a dimensao do espaco de chegada a funcao nunca podera ser injectiva: para
que T seja injectiva deve ser Nuc(T') = Oy , ora, dado que

dim(R?) = 3 = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T))

e sendo dim(Im(7)) < 2 = dim(R?), entdo dim(Nuc(T)) =1 logo Nuc(T) # Oy .
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CALCULAR A IMAGEM DE UMA TRANSFORMAGAO LINEAR.

21.10. Sendo

2 2
A=[-1 -1
2 3

a matriz canénica de uma transformacao linear T : R? —> R? | determine T(1,2).

Temos
2 2 : 6
w=Au=|-1 -1 L}z -3
2 3 8

A imagem do vector u = e; +2e, é o vector w = T'(u) = 6e; — 3e, + 8e; .

>> A=[2 2; -1 -1;2 31;

>> u=[1 2]°';

>> w=A*u
w =
6
-3
8

21.11. Sendo
-2 1 2
A =
{— 1 2 3}
a matriz canénica de uma transformacao linear T : R? — R?, determine T(1,2,3).

1

-2 1 2 6
w=Au= 921 =

-1 2 3 5 12

A imagem do vector u = e; + 2e, + 3e; € o vector w = T'(u) = 6e; +12e,.

>> A=[-2 1 2; -1 2 3];

>> u=[1 2 3]';

Temos

>> w=A*u
w =
6
12
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21.12. Sendo

-2 1 2
A=|-1 2 3
-1 0 1

a matriz canénica de uma transformacio linear 7 : R® — R? | determine T(1,2,1).

Temos
-2 1 21
w=Au=|-1 2 3||2|=
-1 0 1|1 -2

A imagem do vector u = e, +2e, + €5 é o vector w = T'(u) = 2e; + 6e, — 2e;.

>> A=[-2 1 2; -1 2 3;-1 0 -11;
>> u=[1 2 1]°';

>> w=A*u
w =
2
6
-2

21.13. Dada a transformacio linear T : R? - R? que consiste numa reflexdao sobre o
eixo dos yy, seguida duma rotagao de 7/2 (no sentido directo) e duma projecgao ortogonal

sobre o eixo dos yy, determine T'(2,2).

Como vimos, a uma reflexdao sobre o eixo dos yy corresponde a matriz de

transformacao
-1 0
A] =

, a uma rotacao de um angulo 6 no sentido directo corresponde a matriz de
transformacao

cos(f) —sen(0)
A = Len(&) cos(@)}

, € a uma projeccao ortogonal sobre o eixo dos yy corresponde a matriz de

transformacao
0 0
A3 =
0 1

Sendo a transformacao T' uma composicao das 3 transformacoes elementares, temos
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w=T(u) = A3A,Au
cos(m/2) —sen(m/2 0|2
Hsen(ﬂ'ﬂ) cos( 7'l'/2:||: 0 JL}
0 -1 2
e b e
-0 0][2
e OHZ}
0
:__2}

0 0
0 1
0 0
0 1
0

>> Al=[-1 0;0 1];

>> teta=pi/2;
>> A2=[cos(teta) -sin(teta); sin(teta) cos (teta)l;
>> A3=[0 0;0 1];
>> A=A3*A2*Al1
A =
0 0

-1.0000 0.0000

>> u=[2 2]';

>> w=A*u

21.14. Considere a seguinte matriz dos vértices de um tridngulo em R>

13 2
T, =
{231}

Determine a imagem final (os vértices) do triangulo quando é reflectido sobre o eixo
dos yy, e depois rodado de 7/2 no sentido directo.

Dado que a uma reflexao sobre o eixo dos yy corresponde a matriz de transformacao

-1 0
A1:
o

, e a uma rotacdo de um angulo 7/2 no sentido directo corresponde a matriz de

cos(8) —sen(6 -
g

transformacao

A matriz da transformacao é

© Prof. José Amaral
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Y e I

Dado que os vértices do triangulo correspondem a vectores coluna correspondentes a
cada uma das colunas da matriz T,

== 117

, resulta que ao produto AT, corresponde uma matriz

s B A
0 _ﬂm o _ﬂm o _]}{v?)}
SENEESEE S
A AT
nlsly
em que cada uma das colunas corresponde & imagem de cada um dos vértices do
triangulo

I

[-2 -3 -1
-1 -3 -2

X --

>>

teta=pi/2;
A2=[cos (teta)

sin(teta)

-sin(teta);...

cos (teta)];

>> A=A2*Al;
>> Tr=[1 3 2;2 3 1];
>> A*Tr
ans =
-2.0000 -3.0000 -1.0000
-1.0000 -3.0000 -2.0000
© Prof. José Amaral ALGA A21 - 11 12-05-2009
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VERIFICAR SE UMA IMAGEM PODE RESULTAR DE UMA DADA TL

21.15. Seja T : R? - R? uma transformacao linear tal que
7(1,2,0) = (-1,0,1)
T(1,0,-1) = (0,-1,0)
T(1,1,1) = (1,1,-1)

O vector (2,1,—1) pertencerd a imagem de T 7 Justifique.

Designando  por A a matriz candnica da transformacao, temos
T(z,y,z) = A(x,y,2), logo, escrevendo a equagdo matricial das equagdes acima,

resulta
1 11 -1 0 1
Al2 0 1|=| 0 -1 1
0 -1 1 10 -1

, logo

-1 1
= 0 0 1
-1 1 -1

2 1 -1 1}z
=0 0 1}y
-1 -1 1 -1}z
deverd ser possivel. Sendo
1T -1 1 2 1 -1 0 0
o 0 1 1{~-~/0 0 1 O
-1 1 -1 -1 0 0 0 -1

o sistema é impossivel, logo (2,1,—1) nao pertence a imagem de T .

Alternativamente poderiamos ter determinado a expressao da transformacao linear

T(z,y,z) = Az,y,z2)

1 -1 1]z
=0 0o 1|y
-1 1 -]z

(x—y+z,z,~(x—y+2))
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e ter concluido de imediato que (2,1,—-1) nao pertence a imagem de T, dado que que

todos os vectores pertencentes a imagem tém a primeira coordenada simétrica a

terceira.

21.16. Diga quais das imagens, de b) a d), sdo compativeis com uma transformacao linear

do objecto da figura a) e determine as transformacoes lineares correspondentes.

21.17. Sendo

Dados um vector u e um vector v com a mesma
direccao de u, v = ku, e sendo a imagem de u o vector
w = Au, temos

z =Av
= Aku
=kAu
=kw
Numa transformacdo linear T :R"™ — R™, vectores
paralelos tém por imagem vectores paralelos, pelo que é

imediato reconhecer que a imagem b) nao resulta duma
transformagao linear do objecto a).

Numa transformacao linear 7 : R"™ — R™ a imagem do
vector nulo é o vector nulo, w=A0=0, pelo que é
imediato reconhecer que as imagens c) e d) nao resultam
duma transformacao linear do objecto a).

Atendendo & imagem e), dado que
T(e;)=T(1,0)=T(2,1)
T(eZ) = T(07]) = T(_172)

, e sendo a matriz da transformacio linear T : R? — R?
dada por A =[T(e;) T(e,)], temos de imediato

2 -1
A =
12
A transformacao linear em causa €, portanto,
T(xy,25) = (23 — 29,2 + 275)

Por exemplo, para a diagonal do quadrado, temos

R
h

1 -3
A=|2 3
2 -4
© Prof. José Amaral ALGA A21 -13 12-05-2009
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a matriz canénica da transformacio linear T :R? — R? verifique se os vectores
w, =(4,-10,8), w, =(0,0),w; =(-8,2,-8),w, =(0,0,0) e wy=(3,21)
pertencem & imagem (ou contradominio) de T'.

O vector w, =(0,0) nao pertence a imagem de T, dado que w, € R? e o
contradominio de T estd contido em R3. O vector w 4+ =(0,0,0) pertence, dado que,
para toda a transformacao linear, a imagem do vector nulo é o vector nulo (0 = A0 ).

Quanto aos vectores w;, w3 e Wy podemos verificar se pertencem a imagem de 7T’

de diversos modos. Por exemplo, dado que A ¢é a matriz a transformacao e tendo em
atencao que

1 -3
w=Au=|2 3u
2 -4
temos
1 -3
Wl_ 311]
i —4
41 1 -3
Uy
-10=12 3{ }
Ug
8_ 2 -4

Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];
>> B=[4 -10 8]';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 -2
1 -2
0 0

, concluimos que o sistema é possivel, pelo que w; é uma imagem da transformacao.

Alids (dado que o sistema é possivel e determinado) podemos mesmo concluir que
u; =(-2,—2) é o objecto cuja imagem é w .

De modo idéntico temos

1 -3
W3 = 2 3U3

2 -4
~8] [1 -3

Uy
21=12 3

Uy
-8 2 -4
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Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[-8 2 -8]"';
>> rref ([A B])
ans =

1 0 -2

, concluimos que o sistema € possivel, pelo que w; é uma imagem da transformacao

(u;s =(-2,2) é o objecto cuja imagem é wj ).

Por tltimo, temos

1 -3
W5: 2 3U5
SR
U
21=12 3{ }
Uy
2 -4

Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[3 2 1]';
>> rref ([A B])

ans =

, concluimos que o sistema ¢ impossivel, pelo que w; nao ¢ uma imagem da
transformacao.

Outro modo de abordar a questao seria determinar o subespago de R3 gerado
pelas colunas da matriz da transformacao. Ou seja, sendo a; =(1,2,2) e

a, =(-3,3,—4) os vectores correspondentes as colunas da matriz da transformagao,
uma imagem, w = (w;,w,), nao é mais do que uma combinacdo linear destes

vectores, sendo os coeficientes as coordenadas do objecto que lhe d& origem
u = (up,uy)
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-3

w=wa +wa; =2 3
Uy

2 -4

= Au

O problema pode assim ser interpretado como um problema de determinagao de um
subespaco gerado por um conjunto de vectores. Resolvendo o sistema

w, 1 -3
u
w, | =2 3{ 1}
Uy
wq 2 —4

, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, resulta

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[wl w2 w3].'

>> escalonar ([A B])
[ 1, -3, wil]
[ 2, 3, w2]
[ 0, -4, w3]

Passo 1:

(-2)*L1 + L2 => L2

[ 1, -3, wl]

[ 0, 9, w2-2*wl]

[ 0, -4, w3]

Passo 2:

(1/9) *L2 => L2

[ 1, -3, wl]
[ o, 1, 1/9*w2-2/9*wl]
[ o, -4, w3]
Passo 3:

(3)*L2 + L1 ==> L1
(4)*L2 + L3 ==> L3

[ 1, 0, 1/3*wl+1l/3*w2]
[ 0, 1, 1/9*w2-2/9%wl]
[ 0, 0, w3+4/9*w2-8/9*wl]

Concluimos que, para que o sistema seja possivel, devera ser
4 8
W3 +§w2 _§w1 =0 8w1 _4w2 _9w3 =0

Fica assim determinada a condicao que caracteriza o subespaco das imagens. Podemos
verificar que w; =(4,-10,8) e w3 =(-8,2,—8) verificam a restricao
(8x4—-4x(-10)-9x8=0 e 8x(-8)—4x2-9x(-8) =0, e portanto pertencem &
imagem da transformagao, mas wy = (3,2,1) nao verifica (8x3-4x2-9x1%0), e
portanto nao pertence a imagem.
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