* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Melhor aproximac&o.

TOPICOS

* Chamase a atengio para a importdncia do Vector de erro.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Solugdo de minimo erro quadratico.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

Minimo erro quadratico.

Equagbes normais.

27. Minimo erro quadratico.

27.1. Melhor aproximacao.

Recordemos que se define a distancia entre dois vectores u e v € R" como a norma

do vector diferenca entre eles

dist(u,v) =u-v| =

Sendo W um subespaco de R" e ue R", designamos por melhor aproximacgao
de u em W o vector e W tal que a distancia de u a u é menor do que a
distancia de u a qualquer outro vector de W,

Hu—ﬁH < Hu—VH NVveW

u
A Assim definido, 1 corresponde & projeccao ortogonal de u
u-vy| u-1 no subespaco W

vy u U = projyy u

Vo Se u;,uy,---,u, for uma base ortogonal do subespaco W,
temos
Figura 27.1 T " ueu ,
U = Projy u = Zprojui u= Zilui => ku,;

i=1 i=1 Wi Y i-1

Exemplo

1. Dados os vectores u, :[2 2 0:|T, u, = [—2 2 O:|T e Vv :[0 2 2:|T, a
melhor aproximacao do vector v no subespaco W, gerado por u; e u,, e dado que

u, e u, sao ortogonais (u; -uy, =0), é
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Figura 27.2

ALGEBRA LINEAR

V = projy v

= Projy, vV + projy, v

v-u vV-u
1u + 2

up - uy Up - Uy

L
9 1 972

Se considerassemos os versores de u; e u,, que sao

geradores do mesmo espaco,

a =y o =142 142 o]
a = uy/ug =[-1/v2 1/2 0]

teriamos
V = projy v
= p]”qul v+ p]”qu2 v
=(v-a;)a; +(v-az)ay
=~2q;+ 2 q
=0 2 o]"

Alias, reconhecendo que u; e u, geram o subespaco de R?

correspondente ao plano Xy, podemos tomar os versores
canoénicos e, e e, para base ortogonal do subespaco W,

resultando
V = Projy v
= proje] v+ pr0j62 v
=(v-e)e +(v-ey)ey

2262

, ou seja, v=0e, +2e,+0e5, e por isso escrevemos
v=[0 2 o]".

Embora a representacao dependa da base ortogonal
considerada, a projeccao de uma vector num subespacgo nao
depende da base escolhida, correspondendo sempre ao
mesmo vector

{/:projwv=;u1+;u2 =2q,+/2q,=2e,=[0 2 0]"

A distancia do vector v aos vectores u;, u,,e v é
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MIiNIMO ERRO QUADRATICO ALGEBRA LINEAR

dist(u;,v) = ju; —v| = \/ (ugy = v1)? + (g = vy)° + (w3 — v3)
= J2-02 +(2-2 +(0-2)
B

dist(uy, v) = HUQ - VH = J (ug — vy )+ (ugg = 1’2)2 + (ug3 — 1’3)2
= 207 +(2-22 +(0-2
B

dlSt({f,V = H{’—VH = \/ '131 _'U1)2 + ('1}2 _'U2)2 + (’[}3 —U3)2

_Jo 0)2 +(2-2) +(0—2)

A distancia de v a v é menor do que a distancia a u;, a uy, € menor que a
distancia a qualquer vector u pertencente ao subespaco gerado por u;, u,, W, e

por isso se diz que Vv é a melhor aproximagao de v.em W

Hv—le < Hv—uH ,VueW
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27.2. Vector de erro. Minimo erro quadratico.
Sendo W um subespaco de R", e ne W a melhor aproximacao de um vector
u e R" no subespaco W, o vector
e=u-1u

designa-se por vector de erro, e pertence ao complemento ortogonal do

subespaco W , Wt , sendo a sua norma,
el =u-1]
, designada por minimo erro quadratico.

Exemplo
2. Retomemos o exemplo anterior. Como vimos, a melhor aproximacao do vector

v=[0 2 Q}T no subespaco W de R* gerado pelos vectores u, =[2 2 O}T e
u, =[-2 2 O}T ¢ o vector
- . T
v=pr0JWv:[0 2 0]

O vector de erro é

e=v-v

=0 2 2]"-[0o 2 o]"
=0 o 2]"

=2e;

, e pertence ao complemento ortogonal de W,

e=v-v
Figura 27.3 =V —DpIOjyw V
= projWL v

, como de imediato se reconhece, dado que W corresponde ao plano xy.

O vector v corresponde a melhor representacio que se pode fazer de v no subespaco
W . Sendo

Se dissermos
V=V

estamos a cometer um erro, o menor erro que € possivel cometer, no sentido em que
v é, de todos os vectores de W, aquele que estd a menor distancia possivel de v,
sendo a norma do erro cometido

HeH = dist(v,v) = HV - \7H

= \/(U1 —731)2 +(vy —732)2 +(vy —732)2

2+ el

=2

designada por minimo erro quadratico. A designacdo resulta, como pode ver pela
expressao acima, do facto de estar associado a uma soma de quadrados.
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Consideremos o erro cometido ao aproximar v por um qualquer dos vectores u; € W
le;] = dist(v,u;) = |v —u]

O erro depende do vector u; considerado, ou seja, ¢ funcao de u,;, por isso se diz ser
uma funcgao de erro, e, em particular, a fungao erro quadratico

HeiH = \/(Ul — U )2 +(vy = ui2)2 +(vy — ui2)2

, ou, de modo equivalente
2 2
leil” =>_eit
k
, em que e;, corresponde a cada uma das coordenadas do vector erro
Cik, = Vg — Uy
Vimos, no exemplo anterior, que, para o vector u; = [2 2 0:|T resultou

erf =lv—u [

_ 2 2 2

= (v —upy)” + (v — )" +(v3 —uy3)

=8
Se calculdssemos o erro quadratico para diversos vectores do
subespaco W, como vimos, coincidente com o plano xy,

obterlamos um conjunto de valores que se representa na
figura.

Para facilidade de compreensao sobrepos-se a funcao de erro,
HeiH , a representacao dos vectores v, Vv e e.

Para todos os pontos do plano xy, a distancia da superficie
representada ao plano € igual ao valor da funcao de erro.

A funcéo de erro é um paraboléide com o minimo no ponto
Figura 27.4 (2,2), as coordenadas de v no plano xy.
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27.3. Solucao de minimo erro quadratico. Equacées normais.

Sejam A uma matriz mxn e be R™. Dado o sistema Ax =b, designa-se por
solugao de quadrados minimos, ou solugao de minimo erro quadratico, o

vector x € R" tal que
Ib-A%|<|b-Ax| ,VxeR"
Se Ax =b é possivel, X é uma qualquer solucio do sistema.

O vector x é uma solucao de minimo erro quadratico do sistema Ax =b sse for
solucao do sistema de equacoes

ATA%x=A"b
designadas por equagoes normais de x . Com efeito, b — Ax é ortogonal a col(A)

pelo que AT(b—A%x)=0< ATb=ATAX.

. . . . T . ,
A matriz A tem colunas linearmente independentes sse a matiz A* A for invertivel,
e, nesse caso, a solucao de minimo erro quadratico do sistema Ax = b € tnica e igual

a
x=(ATA)'ATb
Exemplos
O sistema de equacoes
x—2y =2
r+y =2
20—y =-5

, com forma matricial, Ax =b,

1 -9 2
xT

1 1“: 9

9 1| |5

é um sistema, impossivel

' 1 -2 2 100
Figura 27.5 1 1 al~lo 1 0
2 -1 -5 0 0 1

>> A=[1 -2; 1 1; 2 -11;

>> b=[2 2 -5]"';
>> rref ([A b])

ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

A figura mostra as rectas correspondentes a cada uma das equacoes do sistema. Para
que o sistema fosse possivel e determinado, as rectas de que cada uma das equacoes
do sistema é representativa deveriam cruzar-se num sé ponto: a solucao do sistema.
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Por outras palavras, o vector b nao pertence ao espaco coluna da matriz A, nao
sendo por isso possivel determinar um vector x (objecto) cujo transformado
(imagem) Ax pertenca a col(A).

A solucgo de minimos quadrados do sistema, x (assinalada na figura) minimiza a
norma

b - Ax|

, ou seja, corresponde ao vector X cujo transformado, AX, estd a uma distancia de
b menor do que qualquer outro vector do espago coluna da matriz.

Como a matriz A tem colunas linearmente independentes, a matriz

6 -3
ATA =
-3 6

é invertivel

o121
(a7a)7 :9{1 2}

, pelo que a solucao de minimo erro quadratico do sistema Ax = b € tnica:

x=(ATA)Y'ATb
2 a1 2] 2 a0 o1
:9{1 2}{—2 1 —1}_? :3{—1 1 0}
1
1ol

A imagem de X no espaco coluna de A, ou seja, a
-, Projec¢ao ortogonal de b no espaco coluna de A é

-1
b=Ax=|-1
Figura 27.6 -2

A figura mostra dois vectores, v, e v, , que constituem uma base do espago coluna
da matriz A, o espago por eles gerado, o vector b, e a sua projeccao no espaco
colunade A, b.

>> A=[1 -2; 1 1; 2 -11;

>> b=[2 2 -5]"';

>> xs=inv(A'*A) *A'*b

X8 =
-1
0

>> bs=A*xs

-1
-1
-2
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