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ANALISE DE SINAIS

Transformada Z

TOPICOS

T'ransformada Z Bilateral

ROC

Transformada 7 Unilateral

Propriedades

T'ransformada Z inversa

Representacio de sistemas no dominio Z

Solucodes das equagdes as diferencas

este Modulo é apresentada a Transformada Z (1'Z) de um sinal discreto, que constitui

uma importante ferramenta de andlise de SLITs discretos, nomeadamente na

determinacio da sua resposta no tempo e na frequéncia. Apds a apresentacao da TZ

na sua forma mais geral, T Bilateral, e do conceito de Regiao de Convergéncia da
transformada, e sendo nosso objectivo apenas o do estudo de SLITS causais, é apresentada a TZ
Unilateral, as suas propriedades, e a respectiva TZ Inversa.. E feita um a pequena introducio 2
representacao de sistemas no dominio Z, sendo apresentado o conceito de Funcio de
Transferencia de um sistema, e a resolucao das equagdes as diferencas de SLITs causais. A
aplicacao dos conceitos sera desenvolvida nos Moédulos 11 e 12. Sio apresentados diversos
exemplos de aplicagio, dando-se especial énfase a utilizagio dass funcoes disponiveis no ambiente
Matlab.

Objectivos

No fim deste médulo o aluno devera:

Saber calcular a TZ Unilateral de um sinal discreto.

Saber calcular a TZ inversa de um sinal causal.

Hn

Saber representar um sistema no dominio Z.

AWNRA

Saber determinar e interpretar a solucdo das equagdes as diferencas de um
SLIT causal.

]



ANALISE DE SINAIS

1. Transformada Z Bilateral

Vamos comecar por definir a Transformada Z na sua forma mais geral, designada por

Transformada Z Bilateral.
Define-se a Transformada Z Bilateral (TZ;) de um sinal discreto 15
x[n} como
1
o0

com z =re’?. O conjunto de valores z para os quais X(z)

existe ¢ designado por regiso de convergéncia (ROC) , sendo

dada por

R_<r<R,

n=—w

Imag {z }
o

-0.5

com R_ e R, reais positivos. Real {2}

Figura M10.1

A variavel complexa z = re 2 g designada 15
por frequéncia complexa, sendo
representada  num  plano  complexo 1

desighado por plano-z. Sendo 7 = ‘z‘ a
0.5

atenuagio ¢ ()= arg{z} a frequéncia

iQ

Imag {z }
o

(real), z = re’” é representada no plano-z
a uma distancia r da origem e fazendo um s
angulo © com o eixo dos reais. A figura

M10.1 mostra um exemplo do A

posicionamento de um valor da variavel

complexa, z; = rie” ", no plano-z. Te s 0y

Dado que a ROC ¢ definida em funcao de Figura M10.2
r, a sua forma geral é a de uma coroa
circular em torno da otigem, como se mostra na figura M10.2. Note que podera set R_ =0

e/ou R, =x.Sefor R, < R_ entio a TZgp nio existe.

Para 7 =1 o conjunto de pontos da variavel complexa, z = e’ no plano-z corresponde a
um circulo de raio unitario em torno da otigem, desighado por circulo unitario. Se a ROC
contiver o circulo unitario, observe o exemplo que se mostra na figura M10.2, podemos
calcular X(z) neste circulo, resultando daf a TF do sinal 2[n]

o0

X(z)‘zze]n = Zx[n]e_jﬂn = X(Q)
n=-—w
Ou seja, a TF de um sinal discreto, X(£2), pode ser interpretada como um caso particular da
sua TZp, X(z), sendo possivel, uma vez conhecida esta ultima, determinar se a primeira

existe ou nao, e qual a sua expressao analitica.

© Prof. José Amaral
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ANALISE DE SINAIS

2. Exemplos de caiculo da TZ;

Exemplo 1
Considere o sinal

zy[n] = a"u[n]

asualZpé

Xi(2)

I I
L[5 11
|2 =
;é |:_‘
N
3
I
g
o
3
N
3

n=0 z

Tendo em atencdo que para uma progressao
geométrica

Zrnzil ,"I“‘<1
= 1-7r

resulta

ol

Temos entao uma ROC

ROC, : ‘a‘ <‘z‘< 0
—
R R,
Assim, a TZp do sinal

[n] = a"u[n]
¢ dada pela expressao algébrica e pela ROC

Xi()= =

,ROCy :‘a‘ < ‘z‘ <o

. .
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Figura M10.4

A figura M10.3 mostra o sinal xy[n] para a=0.5 e a figura M104 mostra a ROC

cotrespondente, representada no plano-z.

Exemplo 2

Considere o sinal

zo[n]= -b"u[-n 1]

asua’lZpé
) -1
Xo(2) = Zx[n]zfn =- an 27"
n=-mw n=-—o0
z
n=-ow
o n
- _2[2)
n=1 b
0 N\
=1- ad
2
n=0
© Prof. José Amaral M10-3 Versio 3.0 ¢ 18-06-2003



ANALISE DE SINAIS

e ainda
1
Xo(z)=1-
2(2) = 2lb
= el <o
1-0bz
Temos entao uma ROC

—

ROC, : 0 <‘z‘< ‘b‘
" i

Entao a TZg do sinal

zo[n] = -b"u[-n - 1]

¢ dada pela expressao algébrica e pela ROC

Xy(2) :zsz ,ROC, :0 <|z| <|b]

A figura M10.5 mostra o sinal xQ[n] para

b=12 e a figura M10.6 mostra a ROC
cotrespondente, representada no plano-z.

Considere o sinal

A5 K 05 0 0.5 1 1.5

ralr]= [} s " e
:anu[n]—bnu[—n—l} Flgura M106
asualZpé 1 ; ; ; ;
o I A R 1T
© n 06l - — — 0L __|___a____]
X3(2)= Y w3[n]z e
n=-w !
© 4 02F — — — — | {

02— —— - =
=0 n=-—o0 |
04— —————— - —— — — @~ — —

3

DL i °°wmim% TT,

Atendendo aos dois exemplos antetiores resulta P

' ' DO S N ST R
Xyz)=—— +—— )R R
1-az 1-0bz 20 a5 10 5 0 5 10
com uma ROC Figura M10.7
ROCj3 : ROC; m ROC,
1.5 T
Entao a TZp do sinal :
1 |
3 [n] = a"u[n] - b"u[— n-— 1] :
0.5
¢ dada pela expressao algébrica e pela ROC =
z z g ' b
X3(z) = + ,ROC3 :|a| <|z| <|b]
z—a z-b 05 ‘
_1 3,
A figura M10.7 mostra o sinal z3[n] para !
a=05 e b=1.2 e a figura M10.8 mostra a 45 4 os ] Ib 05 1 s
ROC correspondente. o =
Figura M10.8

© Prof. José Amaral M10 -4 Versio 3.0 » 18-06-2003



ANALISE DE SINAIS

3. Propriedades da ROC

Com base nos exemplos 1 a 3 vamos estabelecer, sem demonstracio, algumas propriedades

importantes da ROC.

Note que a expressiao algébrica da TZp de qualquer dos exemplos dados é uma fungéo racional

As raizes do polinémio do numerador, N(z), sio designadas por
zeros de X(z) e as raizes do polinémio do denominador, D(z),

sao designadas pot péles de X(z).

Para caracterizar completamente a TZp de um sinal é necessario
especificar a sua expressao algébrica e a sua ROC

A ROC ¢ uma regiao continua que nao contém nenhum polo da
expressao algébrica de X(z). Sendo X(z) uma funcio racional,

existe pelo menos um poélo na fronteira da ROC.

Um sinal x[n] diz-se um sinal direito se for nulo Vn < ng. Se
ng 2 0 o sinal direito é designado por sinal causal. A ROC de

um sinal direito corresponde sempre ao exterior de uma
circunferéncia de raio R_.

Um sinal z[n] diz-se um sinal esquerdo se for nulo Vn > ng.
Se ng <0 o sinal esquerdo ¢ designado por sinal anti-causal. A

ROC de um sinal esquerdo corresponde sempre ao interior de
uma circunferéncia de raio R, .

Um sinal x[n] diz-se um sinal bilateral se nao for nulo Vn < n
ou Vn >n;. A ROC de um sinal bilateral, se ndo for um espaco

vazio, corresponde a uma coroa circular limitada pelas
circunferéncias de raio R, e R_.

Um sinal .r[n] diz-se um sinal de duragao finita se for nulo
Vn <ng e Vn >n;. A ROC de um sinal de duracao finita é
todo o plano-z, exceptuando, eventualmente, z=0 e/ou

‘z‘ =o. Se ny <0 entdio z=oo nio pertence a ROC e se

ny > 0 entdo z = 0 nao pertence a ROC.

z—a z—b

, tém um zero na otigem, z = 0, e apenas um
polo, respectivamente z = ae z = b. Note que
se admitirtmos a =b quer z(t) quer xq(t)
tém uma TZp dada pela mesma expressiao
algébrica, tendo no entanto diferentes regices
de convergéncia.

A'TZp do Exemplo3
z z
X3(2) =
z—a z-b
a+b
92(z —
2(z 5 )

(z—a)(z-b)
tem dois zeros, z=0 e z=(a+b)/2, e dois
polos, z=ae z=b.

Obsetve as figuras M10.4, M10.6 e M10.8. Os
zeros e os polos de cada uma das 1Zg, para os
valores considerados,

representados, respectivamente, pelo simbolo
o e pelo simbolo x .

numéricos estaio ai

Como se referiu, dado que a ROC ¢ definida

em funcio de r =|z|, a sua forma geral é a de

uma coroa circular em torno da origem.

O sinal z1[n]=a"u[n] do Exemplo 1 é um
caso particular de um sinal direito. Obsetve a
figura M10.4. Note como a ROC corresponde
a todo o espaco-z exterior a circunferéncia que
passa pelo pdlo da expressao algébrica de

X (2).

O sinal z5[n]=-b"u[-n —1] do Exemplo 2 é
um caso particular de um sinal esquerdo.
Obsetrve a figura M10.6. Note como a ROC
corresponde a todo o espaco-z intetior a
circunferéncia que passa pelo pélo da expressao

algébrica de X5(z) .

O sinal z3[n]=a"u[n]-b"u[-n —1] do Exemplo 3 é um caso particular de um sinal bilateral.

Observe a figura M10.8. Note como a ROC corresponde a coroa circular delimitada pelas

circunferéncias que contém os p6los da expressao algébtica de X3(z) .

© Prof. José Amaral M10-5
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ANALISE DE SINAIS

4. Transformada Z Unilateral

Admitindo que um sinal 2[n] é causal, a sua T7Z Bilateral é dada por

Define-se a Transformada Z Unilateral (TZ,) de um sinal discreto
J;[n] como .
, dado que o sinal é nulo Vn < 0, sendo que a
- n ROC, dado que se trata de um sinal direito,
X(z) = Z z[n]z .
corresponde sempre ao exterior de uma
n=0 circunferéncia de raio R_ . O somatorio,

com z = re’*. A ROC da TZ unilateral corresponde sempre a0 -
extetior de uma circunferéncia no plano-z. X(z) = Z x[n] LN
n=0

, define a TZ Unilateral de um qualquer sinal discreto, sendo no caso de um sinal causal
coincidente com a TZ Bilateral. Dado que o objectivo fundamental da apresentacao aqui da TZ é
o do estudo de SLITs causais, passaremos daqui em diante a considerar apenas o calculo da TZ
Unilateral, que passaremos a designar apenas por TZ.

5. Propriedades da Transformada Z Unilateral

Podem demonstrar-se as seguintes propriedades da T”Zy

Linearidade Translacao na frequéncia
Z{ayzy[n]+ agwo[n]} = a1 X4 (2) + 4y X, (2) Z{anx[n]}= X(Z)
ROC : ROC; n ROC, “
ROC : |a| ROC,
Mudanca de escala Diferenciacao no dominio Z
Z{kalnlt= X (=) Zinaln]} = - d)§ (2)
z
ROC : ROC,* ROC - ROC
Convolucao

Z{zi[n]* 2i[n]f = X1 (2)X,(2)
ROC : ROC, n ROC,

Translagcao no tempo
Zi{aln -1]} = 27 X(2) + z(-1)

Zi{aln —ng )} = 2(=1)2"70 4 2(<2)220 4o+ 2(—ng) + 2 0 X(2)

ROC : ROC,

© Prof. José Amaral M10-6 Versio 3.0 ¢ 18-06-2003



ANALISE DE SINAIS

6. Exemplos de calculo da TZ,

Com base na definicao da TZ Unilateral e nas propriedades enunciadas na sec¢ao antetiotr, vamos
ver agora alguns exemplos de calculo da TZuy. Note que, para além da metodologia utilizada no
calculo da TZy, o objectivo é o da obtencao de um conjunto de transformadas dos sinais mais
comuns, que nos permitem, baseados no seu conhecimento e na utilizacao das propriedades da
TZu, calcular facilmente transformadas de sinais mais complexos. Note ainda que no calculo da
TZu nao se poe o problema da determinacao da ROC, que corresponde sempre a todo o plano-z
exterior a citcunferéncia que contém o pélo de maior médulo.

Para além do recursos as propriedades e a transformadas conhecidas podemos basear o calculo da
TZy na funcio ztrans(x), pertencente a biblioteca simbdlica do Matlab, como seguidamente se
exemplifica.

Considere o sinal
x[n} = aé[n]

asuaIZy é

X(2)= Zx[n]z_n = Za(S[n]z_"
n=0 n=0
=a ,Vz
Considere o sinal
a[n]= uln]
asualZ é
0 _ 00 B 0 1 n
X(2) = Zx[n}z "= Z 27" = Z(z]
n=0 n=0 n=0
1
= L ,‘z‘ > 1

asualZ é
0 0 o0 n
X(2) = Zx[n]z_n = Zan 2" = Z(Gj
n=0 n=0 n=0 z
1
-l

Considere o sinal
[n] = na™u[n]
Atendendo a propriedade

dX(z)

Z{nx[n]} =-z .

© Prof. José Amaral
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e a0 resultado obtido no exemplo 3, a sua TZ é

Z{amuln]}= - d[l—]lj _ -a

dz Z(z—a)2
az”!
- sl

(1—az™1)?

Considere o sinal

z[n] = a" sen(won)u[n]

asua’lZé
© © Jwon _ ,=jwon
X(2) = zn|z™" = &6 |,

()= aln]™" =}, [ 3
n=0 n=0
o Jwon © - jwon

:Zane — 2 —Zane 2z

n=0 2'] n=0 2‘7

1 = (aejwo ]n 1 i[ae_jwo ]n
27 =0 z 29 =0 z

1 1 1 1

=— . -— 4 2| >1al
2j 1—ae™0z1 251 ge o 71
, ou ainda, apds alguma manipulagao analitica
-1
asen(wg)z
X(Z): —1 2 -2 "Z‘>‘a‘
1-2asen(wgy)z™" +a“z
Considere o sinal
z[n] = a" cos(won)uln]
asua’lZé
® ® jwﬁn + _jw()n
X(2) = Zx[n}z_n = Zan[e ¢ ]z
n=0 n=0 2
s} jwon 0 —jwon
= Zan € 27"+ Za € 2
n=0 2 n=0 2
1 ([ qed*o ! 1 ae 7?0
_ L Z + -
2 r{ (R 2 oy z
1 1 1 1
T U S N
21-ae’0zl 21— qe 0,7
, ou ainda, apos alguma manipulacao analitica
1_ -1
X(2) = a cos(wq )z ,‘z‘>‘a‘

1-2acos(wg)z ' + a?z7?

© Prof. José Amaral M10 -8 Versio 3.0 ¢ 18-06-2003



ANALISE DE SINAIS

Poderfamos ter recotrido a fungdo ztrams para calcular as TZ dos exemplos anteriores. Por
exemplo para os Exemplos 4 e 6 bastaria fazer

pretty(ztrans(sym('n*a”n')))

zZ a
2
(a = z)
pretty(ztrans (sym('a"n*cos (wO*n)"')))
(z/a - cos(w0)) z

/ 2\

| z cos (w0) z |

a |l -2 -——----- + ===

| a 2

\ a /

Calcule a TZ do sinal
2[n] = (n - 0.5 cos{(n - 4) g}u[n —4]

podemos ter em atencao que
x[n] = y[n - 4]

J[n] =n0.5" [n ﬂu[n}

e calcular a TZ tendo em atencio que Y(z) é conhecida e ainda as proptiedades da diferenciacao

no dominio Z e da translacao no tempo.

Alternativamente, recotrendo a funcao ztrans, temos

syms a w0;

xz=(ztrans (sym(' (n-4)*a” (n-4)*cos (w0* (n-4))*Heaviside (n-4)")));
xzg=subs (xz,w0,pi/3);

xzg=subs (xzg,a,0.5);

xzg=simplify(xzg);

pretty(xzg)

Para determinar a regidlo de convergéncia basta determinar os zetos do polinémio do
denominador, pot exemplo, recorrendo a funcao roots.

abs (roots([4 -2 1])
ans =

0.5000

0.5000

Logo
_ 2
X(Z): 3] 82’+4Z2 ; ,‘Z‘>O5
z°(1 -2z +4z7)

© Prof. José Amaral M10-9 Versio 3.0 ¢ 18-06-2003



Define-se a Transformada Z Inversa de um sinal x[n] como

ANALISE DE SINAIS

7. Transformada Z Inversa

Sendo conhecida a TZ de um sinal, X(z), a determinacio do sinal que lhe deu origem, z[n], pode

ser feita recorrendo ao calculo da TZ inversa.

Nao abordaremos aqui a situagdo mais geral da
determinacao da TZ inversa para qualquer

71 (X(2)} = fn] 1 ¢X(z)z"7]dz X(z) a partit da definicdio, que resulta
C

em que o integral é calculado ao longo de um contorno circular

2mj geralmente num processo analitico

relativamente complicado.

fechado, C', de raio r, centrado na otigem do plano-z, contido | Admitido que a expressio algébrica de X(z)
na ROC, e petcorrido no sentido contratio ao dos ponteiros do | é uma fungéo racional, a TZ inversa pode ser

relogio.

[r,p, k] =residuez(b, a)

[b, a] =residuez(r, p, k)

determinada a partir da expansio de X(z)

em fraccoes simples.

Admitamos que X(z) éuma funcio racional de 27!

M .
Zbl‘zil M

B(Z) i=0 _ bo +b12’_1 +“'+bMZ_

N -1 -M
_; agtayz  +--+ayz
E:aiz i 0 1 M

Se X(z) nao contiver pdlos multiplos pode set expandida em fraccoes simples

N ’ M-N
X =Y e Yk
—11-piz Do
M>=N
T T T — — —
= 1 + 2 IR N 1+kl+/~c2z1+~~-+k]\/‘,_]\;+1,z (M=N)

1-piz" 1-pyz” 1-pyz~

, em que os coeficientes p; sdo os pdlos de X(z), 7; os residuos, ¢ k;, se existirem, os

coeficientes directos (ou polinomiais). Caso existam poélos maltiplos a expansao passara ter
termos da forma

i Ti+1 Tits—1

7] + +...+7
1-p;z (] - piz_1>2 (1 - piz_1>§

,emque p; == p;,,_1 ¢um podlo de multiplicidade s.

A tuncao Matlab [ r, p, k ] = residuez (b, a ), em que b e a sio os vectores dos coeficientes dos
polinémios B(z) e A(z), otdenados por ordem crescente dos expoentes de z~', devolve 3
vectores coluna, o vector r dos residuos, o vector p dos polos respectivos, e o vector k dos

coeficientes directos. Recotrendo a esta funcao, a expansao em fraccoes simples ¢é uma tatefa
quase imediata. Veja os exemplos de aplicacao na sec¢ao seguinte.

Note que a mesma funcao residuez quando utilizada com trés parametros de entrada e dois de
saida, [ b, a ] = residuez (1, p, k), permite fazer a transformacao inversa, da expansao em fraccoes

simples para a forma polinomial B(z)/A(z).

Uma vez efectuada a expansao em fracgoes simples, o calculo da TZ inversa é imediato, quer por
recurso a uma tabela de TZ quer recorrendo ao nucleo de calculo simbdlico do Matlab. Veja os
exemplos de aplicagdo na seccao seguinte.

© Prof. José Amaral
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8. Exemplos de calculo da TZ,"

Vamos agora ver alguns exemplos de calculo da TZ inversa. Como se disse na seccao antetior,
vamos admitit que X (z) é uma funcio racional, pelo que o modo mais simples de calcular a TZ!
consiste na decomposicao da expressao da transformada em fraccOes simples, e o postetior
recurso a uma tabela de transformadas conhecidas. Podemos ainda recotrer a funcao iztrans(x),
pettencente a biblioteca simbdlica do Matlab.

Comecemos por ver alguns exemplos de calculo por utilizagao imediata da funcao iztrans.

Exemplo 1
Dado

, temos a T'Z!

iztrans(sym('1l/(1-z"(=-1))"))
ans =
1

Note que pode optar por fazer
syms z
iztrans (1/(1-z"-1))

ans =
1

Note ainda que a TZ definida na biblioteca simbolica do Matlab corresponde a TZ unilateral pelo
que a expressao devolvida pela funcao cotresponde sempre a um sinal causal. No presente caso a
resposta deve ser interpretada como

x[n] = lu[n] = u[n]

Exemplo 2
Dado

, temos a T'Z!

iztrans(sym('l/(l-a*z"(-1))"))
ans =

A

a™n

, ou seja
a[n]= a"u[n]

Exemplo 3
Dado

, temos a T'Z!

iztrans (sym('(a*z®(-1))/(l-a*z"(=1))"2"))
ans =

a’n*n

, ou seja

a[n] = na"u[n]
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Dado

z

X(z)=—
1-4z+ 3z
, temos a TZ-!
iztrans (sym('z/(3*z"2-4*z+1) "))
ans =
1/2-1/2%(1/3)"n

ofn]= Lafn]- L (1] aln]

, ou seja

Dado

) = (1-0.92"12 (1+0.927h)

, temos a TZ-!

iztrans (sym('1/((1-9/10% (1/z)) 2% (149/10*(1/z))) "))
ans =
3/4*(9/10)*n+1/2*(9/10) *n*n+1/4* (-9/10) *n
, ou seja

z[n]=0.75(0.9)" u[n]+ 0.5n (0.9)" u[n] + 0.25 (<0.9)" u[n]

A TZ do sinal
x[n] = u[n - 4]
¢, recorrendo por exemplo a propriedade da translacao no tempo,
Z{.r[n - "0]} = z(-1)z1""0 4+ x(—2)z2_n0 +otx(-ng) + 27" X(2)

, 10 caso presente, sendo ng = 4, temos

X(z) = u[- 1]z +u[-2]z72 + u[- 3]z + u[- 4]+ 274Z{u[n]}

Podetfamos ter recortido funcao ztrans, resultando

simplify(ztrans (sym('Heaviside (n-4)")))
ans =
1/(-1+z)/z"3

, confirmando assim o resultado obtido. Note que se pretendermos calcular a TZ inversa de

X(z) =

z—1
recorrendo a funcio iztrans, resulta

iztrans (ans)
ans =
l-charfcn([0] (n) -charfcn[l] (n)-charfcn[2] (n)-charfcn([3] (n)

, que deve ser interpretado como

zn] = u[n]-6[n]-8[n —1]- 8[2]- 8[n - 3]
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ou seja

x[n] = u[n - 4]

ATZ do sinal
x[n] = u[n] - u[n - 4]
¢, recotrendo a definicao

0

3
X(2)= Zox[n]z_n = gé[n —k]z7F

=14z 42724278

ou, recotrendo ao conhecimento de U(z) e ao resultado do exemplo 6

1 4 1
Xz)=——-2"——

1-z7! 1-z7"
ou ainda, recotrendo a funcao ztrans,

ztrans (sym('Heaviside (n)-Heaviside (n-4)"'))
ans =
1+1/z+1/2z72+1/z"3
Recorrendo a funcao iztrans para calcular a T”Z1 resulta

iztrans (1+1/z+1/z"2+1/2z"3)
ans =
charfcn([0] (n)+charfcn[1l] (n)+charfcn[2] (n)+charfcn[3] (n)

, que deve ser interpretado como
zn] = é[n]-8ln —1]-6[2]- 8[n - 3]
= u[n] - u[n - 4]

Se as expressdes forem demasiado complexas, a expressao resultante da funcao iztrams é
excessivamente trabalhosa de simplificar, pelo que é prefetivel recorrer a expansao em fracgoes
simples, recotrendo a funcio residuez.

Retomemos o Exemplo 4. Dado

z

X(z):i2
1-4z+ 3z

., N 1
comecemos por escrever os polinomios na forma de poténcias crescentes de z

_ B(z) 0+27"
A(Z) 34771 4,72

Assim, podemos definit os vectores dos coeficientes dos polinémios B(z) e A(z), b e a,

b=[0, 11;
a=[3 -4 11;

, e calcular o vector 7 dos residuos, o vector p dos polos respectivos, e o vector k dos

coeficientes directos

[r p kl=residuez (b, a)
r =

0.5000

-0.5000
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1.0000
0.3333

[

, pelo que a expansao em fracgoes simples resulta

X(2)= 2
1—-pyz 1= poz
0.5 05
1—27] l_lz—]
3

De onde resulta de imediato, a pattir das TZ conhecidas,

ofn] = 0.5u[n] - 0.5@” u[n]

Se desejarmos podemos recotrer neste passo final a funcao iztrans

iztrans (0.5*z/(z-1)-0.5*z/(z-1/3))
ans =
1/2-1/2*(1/3)"n

Retomemos o Exemplo 5. Dado

X(2) =

(1-0.92"12 (1+0.927h)

Dada a forma do denominador, a esctita sob a forma de um polinémio de poténcias crescentes de
z7! pode ser feita facilmente recorrendo a fungao poly
a=poly([0.9 0.9 -0.9])

a =
1.0000 -0.9000 -0.8100 0.7290

, ficando assim definido de imediato o vector de coeficientes a

B(z) 1
Az) 1-09271-0.81272 +0.7327°

X(z) =

Resta-nos definir o vector de coeficientes b

b=[1];

, e calcular o vector r dos residuos, o vector p dos polos trespectivos, e o vector k dos

coeficientes directos

[r p kl=residuez (b, a)

0.2500
0.5000
0.2500

0.9000
0.9000
-0.9000

[]

, pelo que a expansao em fraccoes simples resulta, tendo em atencéo a existéncia de um pélo
duplo
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0.25 0.5 0.25
X(z) = a - NI a
1-0927" (1-0.9:"1)2  1-(-0.9)2
025 05 097" 0.25

T1-09-1 097 (1-0.9271)? T (~0.9)z 7!
De onde resulta de imediato, a pattir das TZ conhecidas, e da propriedade da translacao no tempo
z[n]=0.25(0.9)"u[n]+ %(n +1)(0.9)"  un + 1]+ 0.25 (-0.9)" u[n]
=0.75(0.9)"u[n]+ 0.5n (0.9)" u[n]+ 0.25 (<0.9)" u[n]

, ou, recotrendo a funcao iztrans

iztrans(0.25/(1-0.9*z7-1)+0.5/(1-0.9*z"-1)*2+0.25/ (1+0.9*z"~-1))

ans =
3/4%(9/10) *n+1/2* (9/10) ~n*n+1/4* (-9/10) *n
DadaaTZ
8—2z7"
X(2)

S84l 2277
Comecamos pot definir os vectores dos coeficientes dos polinémios B(z) e A(z), b e a,

b=[8, -2];
a=[8 -4 2];
, e calcular o vector r dos residuos, o vector p dos polos trespectivos, e o vector k dos
coeficientes directos
[r p kl=residuez (b, a)
r =
0.5000 - 0.00001
0.5000 + 0.0000i

0.2500 + 0.43301
0.2500 - 0.43301

[

Note a existéncia de um pélo complexo conjugado. Em situagoes deste tipo é conveniente a
escrita do pélo na forma polar

mp=abs (p)
mp =
0.5000
0.5000
ap=angle (p) /pi
ap =
0.3333
-0.3333

Podemos agora fazer a expansio em fraccoes simples

n + T2
jarg{?l}z—l jarg{?z}z_l

X(z) =

- 1—‘p]‘e 1—‘p2‘e
0.5 0.5
+

s

LT
I -J
1-05e 3271 1-05e 327!
De onde resulta de imediato, a partir das TZ conhecidas,

z[n]= O.5(0.5)"ejn§u[n:|+ 0.5(0.5)"e ]ngu[n]
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e ainda
PR
3 3
a[n] = (0.5)" e uln)
=(0.5)" cos(n g)u[n]
DadaaTZ
X(2) = 822 — 22 + x/gz
422 -2z +1

comegamos por escrever os polinémios na forma de poténcias crescentes de z~

B(z) _8+(-2+-/3)z""
Alz)  4-2271 4272

X(z) =

1

Podemos agora definir os vectores dos coeficientes dos polinémios B(z) e A(z), b e a,

b=[8 -2+370.5];
a=[4 -2 11;

, e calcular o vector r dos residuos, o vector p dos polos trespectivos, e o vector k dos

coeficientes directos
[r p kl=residuez (b, a)
r

1.0000 - 0.50001
1.0000 + 0.50001

0.2500 + 0.43301
0.2500 - 0.43301

[

Calculando o médulo e o argumento de cada um dos pélos complexos conjugados

mp=abs (p)
mp =
0.5000
0.5000
>> ap=angle (p) /pi
ap =
0.3333
-0.3333
>>

Podemos agora fazer a expansio em fraccoes simples

4 )
X(z) = , + ,
1= |py ‘ejarg{pl}z—l 1 ‘pQ‘eJarg{pz}Z—l
_1-j05 14405
e s

iy iy
1-05e 3271 1-05e 327!
De onde resulta de imediato, a partir das TZ conhecidas,

an]=(01- j0.5)(0.5)"e] 3uln]+(1+ j0.5)(0.5)"e

. T .
I
e 3+e 3

2

= (0.5)”(2 cos(n 7;) + sen[n gj ju[n]

=2(0.5)"

3 u[n]
nZ -t
3_¢ 0 3
2j

© Prof. José Amaral M10-16

Versao 3.0 ¢ 18-06-2003



ANALISE DE SINAIS

9. Representacao de SLITs no dominio Z

Como se disse no Modulo 9, o modelo de um SLIT discreto causal, na sua forma mais geral, pode
ser descrito analiticamente por uma equagao as diferencas linear de coeficientes constantes

aiy[n - z] = fbﬂ[” - z]

N

=0

Admitamos condigées iniciais nulas. Tendo em atencio a proptiedade da translagio no tempo da
TZ Unilateral

Z{.r[n - no]} = x(—l)zl_no + x(—2)z2_n0 +eta(-ng)+ 20X (2)
, tesulta para condigoes iniciais nulas, simplesmente
Zi{a[n —ng )} = 270 X(2)

, pelo que, calculando a TZ de ambos os membros da equacdo do sistema, resulta

N . M .
Z a;z 'Y (z) = Z bz ' X(2)
=0

=0
N . M .
Y(2)) a;z27" = X(2)) biz7"
Define-se a fungéo de transferéncia, H(z), de um SLIT causal ; ! ; !

como

M .
Z bZ’Z_Z
=0

§§m4 Y(2) _ iz

, considerando nulas as condicoes iniciais.

X(z

- N
)
> ais
i=0

O quociente H(z) = Y(z)/X(z) é desighado

por funcio de transferéncia do sistema,

correspondendo a TZ da resposta impulsiva do
sistemna.

Factorizando o numetrador e denominador de H(z) podemos escrever

M

[1G-2)

H(z) = biZN—M i;()
Qg
H(Z - pi)

i=0

em que z; representa os zeros do sistema e p; representa os pélos do sistema. Podemos assim

descrever um sistema através da representacao grafica do posicionamento dos seus polos e zeros
no plano-z.

Consideremos o SLIT caracterizado pela equagao as diferencas (teveja a analise da pag. M9-15)
y[n] = O.5y[n - 1] + x[n]
, admitindo condicoes iniciais nulas. Calculando a T”Z de ambos os membros da equacao resulta
Y(z) = 05271V (2) + X(2)
Y(2)(1-0.5271) = X(2)

, pelo que a funcao de transferéncia do sistema é

© Prof. José Amaral M10 - 17 Versio 3.0 ¢ 18-06-2003



ANALISE DE SINAIS

H(z) = Y(z) _ 1 -

X(z) 1-05z
A representacio do sistema no plano-z é
imediata. Definindo os vectores dos coeficientes

bea

|z > 0.5

b=[1];
a=[1 -0.5];

e recorrendo a funcio zplane (b, a)

zplane (b, a)

, obtemos a representacao grafica que se mostra
na figura M10.9. Como vé o sistema tem um
zero na origem e um polo realem z = 0.5.

Apenas estamos interessados em fazer a analise
de sistemas causais, pelo que a funcio de
H(z), ¢
caracterizada pela sua expressio algébrica, nao
sendo necessario especificar a sua ROC, que,
como se disse, cotresponde no casos de sinais
causais a0 plano extetior a circunferéncia que
passa pelo pdlo de maior moédulo. Pode
demonstrar-se que um SLIT ¢é estavel se e s6 se
a ROC da sua funcao de transferéncia contiver
o circulo unitario. No caso dos SLITs causais, e
dado que a sua ROC cortesponde sempre ao
extetior da citcunferéncia que passa pelo pélo
de maior modulo, tal implica que todos os polos
do sistema estao contidos dentro do circulo
unitario.

transferéncia, completamente

Um SLIT causal é estavel sc e s6 se todos os pdlos do sistema
estiverem, no plano-z, contidos dentro do circulo unitario

Se a ROC contiver o circulo unitario, podemos
calcular a H(z) sobre esse circulo, ou seja, a

resposta em frequeéncia do sistema

1
1-0.5¢" 5

Como se viu, podemos obter a representagao
grafica da resposta em frequéncia do sistema
recorrendo a funcio freqz(b, a, w)
w=0:p1/100:pi;
[H wl=freqgz(b,a,w);
figure (2);plot (w,abs (H));grid on
axis ([min(w) max(w) O
max (abs (H) ) ])
figure (3) ;plot (w,angle (H));grid on
axis ([min(w) max(w) -pi/2 pi/21)

A figura M10.10 mostra a resposta de amplitude
e a resposta de fase.

Por dltimo, note que a resposta impulsiva do
sistema € imediata a partir da TZ" da funcao de
transferéncia do sistema

Imaginary Part

Amplitude

08}

06

04}

0.2}

02k

04L

06

0.8

|
| ~
- | N
, N
z | \
i | \
/ | \
/ | \
/ \
! ! \
j ! ‘
,,,,‘r 777777777 Q- — — — X—— — — — - - — ]
1
\ ! |
\ ! /
\ ! /
\ ! /
\ | Vi
A | /7
N | s
N 7
N | -
RS | -7
S -~
L L Il L L
1 0.5 0 0.5 1
Real Part
Figura M10.9
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Figura M10.11
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qﬂ:z4{“}:uw4ﬂ R

1-0.527"

Recorde que a representacio grafica da resposta 061 .
04| /

impulsiva pode ser obtida recotrendo a funcao ' /
impz(b, a, n) o2f /

Imaginary Part
o
T
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T
|
|
|

impz (b,a,10); grid on .

A figura M10.11 mostra a tesposta impulsiva do 04r \
sistema. Relembre que qualquer das analises o8y AN

graficas referidas acima, incluindo o diagrama de o N

polos e zetos, pode ser obtida recorrendo a J — \
funcao fvtool(b, a). A Real Part
Figura M10.12

Retomemos o Exemplo 11 da pag. M10-17 e consideremos que a TZ dada cotresponde a fungio
de transferéncia de um sistema

822 —2z+«/§z B 8+(—2+x/§)z_1
422~ 2241 4271 4272

H(z)=

Definindo os vectores dos coeficientes b e a

b=[8 -2+370.5];
a=[4 -2 1]

podemos fazer a representacdo do sistema no plano-z recorrendo a funcao zplane (b, a)
zplane (b, a)
, obtemos a representacao grafica que se mostra na figura M10.12.

Podemos calcular os zeros e pdlos do sistema recorrendo a funcao roots(x)

z=roots (b)
7 =

0.0335
p=roots (a)
p =
0.2500 + 0.43301
0.2500 - 0.43301
mp=abs (p)
mp =
0.5000
0.5000
ap=angle (p) /pi
ap =
0.3333
-0.3333

O que nos permite escrever a funcao de transferéncia na forma

(z - 2;)

H(z) = bo  N-M =i

=

ag N
[TG-»)
i=1
com by =8,ap9=4c¢ ANM 22271 5 resulta

22(z — 0.0335)

H(z) = - =
(z - 0.56]5)(2 - 0.567]5)
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A partir de H(z) a equacao as diferencas que define o sistema é imediata.. Sendo

Y(z) _8+(2+4/3)27"

Hi)= X(z) 4-2"14272

, resulta

(4-22"" 127V (2) = 8+ (-2 +-/3)27 1) X (2)

pelo que, calculando a TZ de ambos os membros, e atendendo as propriedades da TZ, resulta a

equacao do sistema

4y[n] - Qy[n - 1} + y[n - 2} = Sx[n] +(-2+ x/g)x[n - 1]

y[n} = 0.5y[n - 1} - O.25y[n - 2] + 2x[n} + (_22\/5)95[11 - 1]

Dado que a ROC contém o circulo unitario,

podemos calcular a resposta em frequéncia do
sistema, para o que podemos utilizar qualquer
das expressoes de H(z) anteriormente vistas

H(Q) = H(z)__

_ 8e M 1 (=2 4 1[3)e W
T 4ed%In gy
8+ (-2+ NE Al
g9y 200

270 (7 _ 0.0335)

figure (2);plot (w,abs (H));grid on
axis ([min(w) max(w) O

LT s
. Jj— . -j—

(e]Q”—O.5e 3)(6]Qn—0.56 3) 1sF==="1] R L e T
| | | | |
| | | | |

A representacao grafica da resposta em PN e A ——_—
frequéncia do sistema ! ! ! ! !
05F — — — - | - - I U |
w=0:p1/100:pi; | | | | |
[H wl=freqgz(b,a,w); | | | | |
0 — -t t--—-r
| | | |
| |
| | | |

|
|
max (abs (H)) 1) R R e
figure (3) ;plot (w,angle (H));grid on : : : : :
axis ([min(w) max(w) -pi/2 pi/2]) I A e O T
| | | | |
| | | | |
, tesulta conforme se mostra na figura M10.13. asb___ R R I
. . . 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Sendo a resposta impulsiva, conforme se viu no
Exemplo 11 da pag. M10-17, Figura M10.13
s T
x[n]= (0.5)”(2 cos(n ] + sen(n ]Ju[n] -
3 3 | | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
, 4 sua representacao grafica L
impz (b,a,10); grid on : : : : : : : :
resulta conforme se mostra na figura M10.14 H Lo N
P N S S T SRR
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
o N N B G S S
I [] hd | T hd
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Figura M10.14
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10. Solucoes das equacoes as diferencas

Vamos agora ver como a TZ pode ser utilizada na determinacio da resposta no tempo de SLITSs
causais. Como vimos, o modelo de um SLIT discreto causal pode ser descrito analiticamente por
uma equagao as diferencas linear de coeficientes constantes

N M
ayln —i]= Z bix[n —i]
1=0 =0
Na abordagem até aqui feita, temos considerado que os sistemas em analise apresentavam
condicoes iniciais nulas. Vamos agora admitir que assim nao seja. Neste caso o calculo da resposta

do sistema implica que para além da equacao as diferencas que o define sejam ainda conhecidos os
conjuntos de condi¢oes iniciais

{y(z) ,1 = _17"'»_N}
{x(i) ,i=—1,- M}

Sem perda de generalidade, e de modo a tornar a exposicio mais intuitiva, vamos ver o modo
como as solucoes podem ser interpretadas através de um exemplo particular.

Consideremos o SLIT causal caracterizado pela equacao as diferencas
y[n]-1.5y[n — 1]+ 0.5y[n - 2] = 2[n]

e condicoes iniciais y(—1) =4 e y(-2) =10. Vamos determinar a resposta do sistema quando a

entrada € apresentado o sinal

zn]=0.25"u(n)
Calculando a TZ de ambos os membros da equacao resulta

Y(2) = 1.5(y(=1) + 2 'Y (2)) + 0.5(y(=2) + 2 'y(=1) + 22V (2)) = X(2)
Substituindo as condicoes iniciais e a TZ do sinal de entrada resulta

Y(z)1-152""+0522)-(1-2:7") = !

1-0.252""
Y(2)(1-1.52"" +0.527%) = % +(1-22"1
1-0.252
e ainda
1
Yo 1-02s” (=270

(1-152""+05272) (1-1.52"' +0.527%)

Note que na equacao acima a segunda a fraccao do segundo membro resulta do facto de as
condigoes inicias nao serem nulas. Caso as condicoes iniciais fossem nulas a TZ da resposta do
sistema setia apenas

1

-1
Y(Z) — 1- (3]252 =
(1-1.527" +0.5z2"7)

Note que o denominador da primeira fraccao do segundo membro corresponde a TZ do sinal de
entrada. Admitido condi¢oes iniciais nulas e um impulso unitirio na entrada do sistema
(Z {5 [n]} =1) terfamos a TZ da resposta impulsiva, o seja, a funcao de transferéncia do sistema
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1

Y(e)=Hiz) = (1-152"1+052:72)

Note ainda que a TZ da resposta do sistema com condi¢des iniciais nao nulas pode ser
interpretada como a sobtreposicao da resposta do sistema a dois sinais, admitindo condi¢des iniciais
nulas

1

1 o 1
V() = 1-0.25 - { 7]22 ) .
(1-1.527" +0.5z77) (1-1.52"" +0.5z77)

Vi (2) Yooy (2)

, ou seja, podemos considerar na entrada do sistema um sinal, z¢y[n], no caso

zorln]=271 {1 - 2z‘1}: 8[n]-26[n —1]
do qual resulta uma resposta equivalente a existéncia de condi¢cbes iniciais nio nulas.

Retomemos a determinacao da resposta do sistema as condicdes do problema. Manipulando
analiticamente a expressao

1
_ -1 1-2271

vz - —1=025270 ( e ) -

(1-15z""+05z"7) (1-1.5z""+0.5z"7)

podemos escrever

29225271 +0.5272

Yie)= (1-05z"M1-2"H(1-025:"1

, de onde resulta uma expansao em fraccoes simples (tecortendo por exemplo a fungao [r, p, k1=
residuez ( b, a ), tal como explicado anteriormente)

2 1

1 3 3
Y(z)= —+ -+ -
1-0.5z 1-2 1-0.25z

, pelo que a resposta do sistema no tempo é
n,2 1o
yln]=105" + 3+30.25 u[n]

Esta é a chamada resposta completa do sistema. Para ela contribuiram as caracteristicas fisicas do
sistema, o sinal de entrada que em particular foi colocado na sua entrada, e as condicOes iniciais
que se considerou existirem. Podemos decompor a resposta completa tendo em atencao os
diversos conttibutos.

Determinando em separado a tesposta a cada uma das componentes de Y(z) na exptessao vista

1

_ _ -1 _ 1-227"
on]= 2! 1 (2.1252 ez ( _12 ) -
(1-1.5z""+0.5z"7) (1-1.5z""+0.5z77)

concluitfamos que a resposta do sistema pode ser esctita na forma
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y[n]= (; 0.25" —2(0.5)" + iju[n] + (3 (0.5)" — 2>u[n}

Condigoes iniciais

Condigoes iniciais nulas

, em que se evidencia que a resposta completa do sistema pode ser decomposta em duas
componentes: uma cotrespondente a resposta do sistema ao sinal de entrada admitindo condi¢des
iniciais nulas, desighada por resposta para condigées iniciais nulas; ¢ outra correspondente a
resposta do sistema resultante das condi¢Oes iniciais, designada por resposta as condi¢des
iniciais, que ¢ independente da primeira, e pode ser interpretada, como se disse, como a resposta
equivalente a um sinal ¢y [n] colocada a entrada do sistema com condicées iniciais nulas.

Note que na expressao

2 1

1 3 3
Y(z)= —+ -+ -
1-0.5z 1-z 1-0.25z

opdlo z = 0.25 resultou do sinal de entrada considerado

1

X)) ="
1-0.252

enquanto que os polos z = 0.5 e z =1 sao determinados pelo sistema independentemente do
sinal de entrada
H(z) = 71] 2\~ 73 1
(1-15z7" +0.5z77) (1-0.5z2"")(1-2"")

A resposta do sistema pode set escrita na forma

yln] = (0.5" - 2)u[n] + Lo.25mufn]
3 3
Homoégenea Particular

, em que se evidencia que a resposta completa do sistema pode ser decomposta em duas
componentes: uma associada aos pélos do sistema, desighada por resposta homogénea; ¢ outra
associada aos polos do sinal de entrada, designada por resposta particular.

Podemos reescrever Y (z) por ordem crescente do médulo dos pdlos

1

1 2
Y(z)= 3 Tt ] T 3
1-0.25z" 1-0.5z" 1-z

-1

, de onde resulta de imediato a reposta do sistema na forma

o] = (; 0.25" +o.5n)u[n] v 2ufn)

.
Transitéria Estacionaria

, em que se evidencia que a resposta completa do sistema pode ser decomposta em duas
componentes: uma resultante dos polos existentes dentro do circulo unitario, desighada por
resposta transitéria; e outra resultante dos polos existentes sobte o citculo unitario, designada por
resposta estacionaria.
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11. Matiab 10.1

Consideremos o SLIT causal caracterizado pela equacao as diferencas

y[n] - y[n - 1] + O.25y[n - 2] = x[n}

, condicdes iniciais y(—1) = 1 e y(=2) = 1, e sinal de entrada a[n] = (1 - 0.25" Ju(n) .

a) Determine a expressao da funcao de transferéncia do sistema.

A funcio de transferéncia do sistema é determinada independentemente do sinal de entrada e das
condicoes iniciais. Aplicando a TZ a ambos os membros da equacio as diferencas que caractetiza

o sistema temos
Y(z)- 27 'Y(2) + 0.25272Y (2) =
Y(z)(1-2"" +0.25272) = X(2)
(2) _

Y(z)
X(2)
Obtemos assim a funcao de transferéncia

1
1—2' 4025272

H(z)=

b) Represente o sistema no plano-z. Verifique se
o sistema ¢é estavel.

A partir da funcao de transferéncia definimos
facilmente os vectores dos coeficientes b e a
b=[1];
a=[1 -1 0.25]
Podemos fazer a tepresentagao do sistema no
plano-z recorrendo a funcao zplane(b, a)
zplane (b, a)
, conforme se mostra na figura 10.15. O sistema

¢ estavel dado que todos os poélos do sistema
estao contidos dentro do circulo unitario.

Imaginary Part

0.8

06

0.4

0.2

-0.2r

-041

061

-0.81

\
I 2
I S T S
\ : |
\\ | /,
\ ! /
\ ! /
\ | /
N | ’
N\ 7
~ | -
N | -7
S~ -~
Il Il Il Il Il
-1 0.5 0 0.5 1
Real Part
Figura M10.15

¢) Determine a expressao da resposta impulsiva do sistema.

Calculando o vector r dos residuos, o vector p dos poélos respectivos, e o vector k dos

coeficientes directos

[r p kl=residuez (b, a)
r =

0

1

0.5000
0.5000
k =

Pelo que a expansao em fraccoes simples resulta, tendo em atencio a existéncia de um pélo duplo
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T T
1 + 2

H(z) =
) (1-ppz1)?

- 1- p]zq
S
(1-0.5271)?2

Recotrendo a funcao iztrans
syms z
iztrans(1/(1-0.5%z"-1)"2)

ans =
(1/2)"n+(1/2)"n*n

obtemos de imediato a resposta impulsiva

h[n]=(n+1)0.5"u[n]

d) Represente a resposta impulsiva do sistema.

Podemos fazer a representacio da resposta
impulsiva recorrendo a funcao impz(b, a, n)

impz (b, a,20)

, conforme se mostra na figura 10.16

e) Determine a expressao da resposta em
frequéncia do sistema.

A expressio da resposta em frequéncia do
sistema é imediata a partir do conhecimento da
funcao de transferéncia.

1
1—e 72 10,2502

H(Q)=H(z)__ o =

f) Represente graficamente a resposta em
frequéncia do sistema.

Podemos fazer a representagiao da resposta em
frequéncia recorrendo a funcio fiegz(b, a, w)

w=0:p1/100:pi;
[H wl=freqgz(b,a,w);
figure (3);plot (w,abs (H));grid on
axis([min(w) max(w) O

max (abs (H)) 1)
figure (4) ;plot (w,angle (H));grid on
axis ([min(w) max(w) -pi/2 pi/2])

, obtendo assim a resposta de amplitude e de
fase que se mostra na figura M.17.

Amplitude

o
©

o
™

o
S

o
o

o
v

o
IS

o
w

o
)

4

o

MT?..........

2 4 6 8 10 12 14 16 18
n (samples)

Figura M10.16

)Y [
Y P [
@) Represente o sinal de entrada L e e s Bt el Hd el e s S
:ﬂn}z(l—-025n). b s sl ettt I
R T ————
Fazendo L
n=0:20; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x=(1-0.25.7(n));
figure (5);stem(n,x, 'filled") Fioura M10.18
grid on;pause gU '
, obtemos o grafico da figura M10.18.
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h) Calcule a TZ do sinal de entrada

Podemos calcular a TZ, do sinal recorrendo a funcao ztrans

syms n
X= simplify(ztrans(1-0.25"n))
X =

3*z/(z-1)/(4*z-1)

Obtemos assim

3z
X(z)= —————
(z=1)(4z-1)
0.752"" ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
- -1 4 "I —eTT
(1-2"")(1-0.252"") ol . | o
06} K ’ : N
04t / | K
. . I |
1) Represente o sinal de entrada no plano-z g o2r ! ! !
= |
. . § OF-—-——p-—-——-—-—-—-—-- & - X === === k- — —
Definindo os vectores dos coeficientes b e a - g : |
E e ! I
b=[0 0.75]; 04] Y 1 K
a=poly([1 0.25]); o5l \ | ,
. | //
~ . 081 ~ | -
Podemos fazer a representacao do sistema no R I
N ~ Ar it

plano-z recorrendo a funcao zplane(b, a) - o3 L o :

Real Part

Figura M10.19

zplane (b, a)

, conforme se mostra na figura 10.19.

i) Determine a TZ da tesposta do sistema a0 sinal de entrada z[n]=1-0.25", admitido
condicoes iniciais nulas. Represente-a no plano-z

Com condi¢oes iniciais nulas resulta, a partir das alineas anteriores
X(2)
1-27" +0.25:72
~ 0.752""
(1-052"1201-2"11-0.252"1)

Y(z) =

Definindo os vectores dos coeficientes b e a , recotrendo a funcio poly,
b=[0 0.75];
a=poly([0.5 0.5 1 0.25]);

, ¢ fazendo a representagioc no plano-z
recotrendo a funcao zplane(b, a)

1 R
zplane (b, a) 0.8} a | N
06 , 4 ’ : N \
, obtemos a figura 10.20. 0al Y | \
\
§ ozt J : '
= ! : 2 \
) ) g 0 | ¢ x X
k) Determine a expressao da resposta do sistema ? 2l ' | /
. - : d
a0 sinal de entrada. 04l " : K
\ ! /
Calculando o vector r dos residuos, o vector p o8y N : /
. 08F AN | - -
dos polos respectivos, e o vector k dos 4l Sell L
coeficientes directos 3 o5 0 05 ]
Real Part
[r p kl=residuez (b, a) .
IR Figura M10.20
r
4.0000
-0.0000
-3.0000
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-1.0000
p =

1.0000

0.5000

0.5000

0.2500
k =

[

, tesulta a expansao em frac¢des simples

Y(Z) _ " ] " ] - 4 T3 = i Ty -
1-pz~ 1—poz™ (1-p3z7") 1—pyz~
4 -3 1
= + +

1-z7' (1-052""% 1-0.2527"

Recorrendo a funcao iztrans

syms z
iztrans(4/(1-z7-1)-3/(1-0.5*z~-1)"2-1/(1-0.25%z"-1))
ans =

4-3%(1/2)*n-3*(1/2)"“n*n-(1/4)*n
obtemos de imediato a resposta do sistema

y[n] = 4u[n]-3(n +1)0.5"u[n]- 0.25" u[n]

1) Identifique a componente homogénea e a componente particular na expressao da resposta do
sistema.

Estando a resposta homogénea associada aos polos do sistema e a resposta patticular associada,
aos polos do sinal de entrada temos

yln]= —3(n+10.5"u[n] +4-0.25")u[n]

Homégenea Particular

m) Identifique a componente transitoria e a componente estacionaria na expressao da resposta do
sistema.

A componente transitoria estd associada aos poélos existentes dentro do circulo unitario, e a
componente estacionaria esta associada aos polos existentes sobre o circulo unitario (Observe a

figura 10.20)

yn]= (=3(n +1)0.5" —0.25")u[n] + 4u[n]

H_/
Transitoria Estacionaria
n) Represente a resposta do sistema ao sinal de
entrada ‘o
| | | | | ° [ ) *
Fazendo Y] M S O N
| | | |
n=0:10; bl _e_ L _ L __|__J__1__|]
x=4-3*(n+1) .*0.5.%n.-0.25.%n b
figure(8);stem(n,x, 'filled") 25 e T T T
grid on; I I
) Sy s
| |
, obtemos o grafico da figura M10.21. | I Gl S A R A A S B
|
I M N N
0) Represente a resposta do sistema ao sinal de el i TTTTTTr T
entrada utilizando a funcio filter(b, a, x)

Se nao estivermos interessados em conhecer a
expressao analitica da resposta do sistema, e
apenas nos Interessar obter um esboco da

Figura M10.21
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resposta do sistema ao um dado sinal de entrada, podemos tecorrer de imediato a funcao filter(b, a,
x). No presente exemplo, fazendo

n=0:10;

x=1-0.25."(n);

b=[1];

a=[1 -1 0.25];

y=filter (b, a,x)

figure(9);stem(n,y, 'filled")

grid on;

, obtemos um grafico idéntico ao que se mostra na figura M10.21.

p) Admita agora as condi¢Oes iniciais nao nulas. Determine o sinal ¢y [n] que, colocado na
entrada do sistema com condi¢Oes iniciais nulas, provoca uma resposta equivalente a existéncia das
condicdes iniciais.

Admitindo as condi¢oes iniciais e calculando a TZ de ambos os membros da equagio as diferencas
resulta

Y(2) = (y(=1) + 271V (2)) + 0.25((y(=2) + 2 'y(=1) + 272Y(2)) = X(2)
ou seja

Y(2)(1-27" +0.25272) = X(2) + y(=1) - 0.25y(—2) — 0.252 " 'y(—1)

X(z 1-0.25—-0.252""

Y(z)= 1 e o 7 1 )
1-2z " +0.25z 1-2z " +0.252
~ X(2) . 0.75-0.25z"

1-2714025272 1-271 4025272
pelo que
Xoy(2)=0.75-0.2527"
logo
zorln] = 0.756[n] - 0.258[n - 1]

O sinal zgy [n} pode ser determinado recotrendo a funcao filtic(b, a, y, x), em que y e x
cotrespondem 208 vectores de condicoes iniciais {y(z) ,i=-1,---—N } R
{.r(z) Ji=—1,- ,—M}. No nosso caso

y=[1 1];
xic=filtic(b,a,y)
xic =

0.7500 -0.2500

, vetificando a deducio feita anteriormente.

q) Determine e TZ da resposta do sistema as condigoes iniciais
Imediatamente a partir das expressoes acima

0.75-0.25z7"
1-271+0.25:72

Ve, (2) =

t) Determine a expressao da resposta do sistema as condi¢oes iniciais.

Definindo os vectores dos coeficientes b e a ,

b=[0.75 -0.25];
a=[1 -1 0.25];
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Calculando o vector r dos residuos, o vector p dos poélos respectivos, e o vector k dos

coeficientes directos

[r p kl=residuez (b, a)
r =

0.5000

0.2500
p =

0.5000

0.5000
k =

[1
Pelo que a expansio em fracces simples resulta, atendendo a existéncia de um pélo duplo,

7"1 ’I"2 0.5 0.25
+ 12 SR “1\2
(1=poz™") 1-0.5z2 (1-0.5z77)

Y(z)=—1—
1-pz

Recotrendo a funcao iztrans

syms z
iztrans(0.5/(1-0.5%2"-1)+0.25/(1-0.5%z"-1) "2)
ans =
3/4*(1/2)"n+1/4*(1/2)"n*n
obtemos de imediato a resposta do sistemna para as condicOes iniciais

y[n] = (0.75 + 0.25n) 0.5™ u[n]

s) Determine a resposta completa do sistema admitindo condi¢oes iniciais nao nulas.
Atendendo aos resultados das alineas k) e r) temos

yln]= 4uln]-3(n +1)0.5"u[n]-0.25"u[n] + (0.75 + 0.25n) 0.5" u[n]

Condigoes iniciais nulas Condigoes iniciais

, pelo que a resposta completa resulta

y[n] = 4uln] - (2.75n + 2.25)0.5" u[n] - 0.25™ u[n]

t) Represente a resposta do sistema ao sinal de !

|
|
.. N e ~ 350 — o - |- - d_-_
entrada, admitindo condicdes iniciais nao nulas. o
[ ]
P IR S SRR SR A A N D N
Fazendo T
PYJ IR [N DR (R R A SN P P S
n=0:10; | |
x=4-(2.75%n+2.25) .*0.5.*n-0.25.n ] S e S
figure(l);stem(n,x,'filled")
grid on; L] il e Al e e e e
, [ P JEER T —
, obtemos o grafico da figura M10.22. .
05— —|-—--—4 JER s [ i —

u) Represente a resposta do sistema ao sinal de
entrada utilizando a funcio filter(b, a, x, xic) Figura M10.22

A resposta de um sistema a um sinal de entrada
P
y = filter(b, a, x, xic)  dadas condicdes inictais nao nulas pode ser determinado utilizando a funcao filter(b, a, x, xic), em
que xic (determinado na alinea p)) ¢ o sinal de entrada equivalente as condi¢oes iniciais. Fazendo

n=0:10; x=1-0.25."(n);
b=[11];
a=[1 -1 0.25];
y=filter(b,a,x,xic);
figure (12);stem(n,y, 'filled'); grid on;

, obtemos um grafico idéntico ao que se mostra na figura M10.22.
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Ficha de Avaliacao M10

[ I [ | [ Nome: [ Turma: [ [ [ |
Data limite de entrega 30-06-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —CEDET)

Consideremos o SLIT causal caracterizado pela equacao as diferencas

y[n] - 0.5y[n - 1} - O.25y[n - 2] = x[n} + O.5x[n - 1]

, condicdes iniciais #(—1) = 0 y(-1) =1 e y(-2) = -1, e sinal de entrada a[n]= (1-0.9"u(n).

a) Determine a expressao da funcao de transferéncia do sistema.

b) Represente o sistema no plano-z. Verifique se o sistema € estavel.
¢) Determine a expressao da resposta impulsiva do sistema.

d) Represente a resposta impulsiva do sistema.

¢) Determine a expressao da resposta em frequéncia do sistema.

f) Represente graficamente a resposta em frequéncia do sistema.

@) Represente o sinal de entrada.

h) Calcule a TZ do sinal de entrada.

1) Represente o sinal de entrada no plano-z.

j) Determine a TZ da resposta do sistema ao sinal de entrada, admitido condi¢oes iniciais nulas.
Represente-a no plano-z

k) Determine a expressao da resposta do sistema ao sinal de entrada.

1) Identifique a componente homogénea e a componente particular na expressao da resposta do
sistema.

m) Identifique a componente transitoria e a componente estacionaria na expressao da resposta do
sistema.

n) Represente a resposta do sistema ao sinal de entrada
0) Represente a resposta do sistema ao sinal de entrada utilizando a funcao filter(b, a, x)

p) Admita agora as condicoes iniciais nio nulas. Determine o sinal z¢y[n] que, colocado na

entrada do sistema com condi¢oes iniciais nulas, provoca uma resposta equivalente a existéncia das
condicdes iniciais.

q) Determine a TZ da resposta do sistema as condi¢oes iniciais.

r) Determine a expressao da resposta do sistema as condigoes iniciais.

s) Determine a resposta completa do sistema admitindo condi¢oes iniciais nao nulas.

t) Represente a resposta do sistema ao sinal de entrada, admitindo condi¢oes iniciais nao nulas.

u) Represente a resposta do sistema ao sinal de entrada utilizando a funcio filter(b, a, x, xic).
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