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ANALISE DE SINAIS

Sinais basicos

TOPICOS

Sinais continuos basicos

Exponencial complexo

Impulso de Dirac

Sinais discretos basicos

Exponencial complexo

Impulso unitario

Convolucio

a0 apresentados neste modulo os sinais mais importantes a que teremos necessidade de
recorter ao longo da cadeira de Analise de Sinais, importantes, quet em si mesmos, quet
por constituirem as unidades nucleares de construcdo de sinais mais complexos.

E apresentada a operacao de convolucao entre dois sinais, que, como veremos, ¢ uma operagao
extremamente Util no estudo da resposta de sistemas lineares.

Objectivos

No fim deste médulo o aluno devera:

1. Saber reconhecer e manipular o sinal exponencial complexo contiﬁm.
2. Saber reconhecer e manipular o sinal escaldo unitario continuo. []
3. Saber reconhecer e manipular o pulso rectangular continuo. []
4. Saber reconhecer e manipular o sinal impulso de Dirac. []
5. Saber reconhecer e manipular o sinal sinc(v). ]
6. Saber reconhecer e manipular o sinal pulso triangular continuo. []
7. Saber reconhecer e manipular o sinal exponencial complexo discreto. []
8. Saber reconhecer e manipular o sinal escalao unitario discreto. []
9. Saber reconhecer e manipular o sinal impulso unitario discreto. ]
10. Saber calcular a convolucao entre dois sinais. []



ANALISE DE SINAIS

1. Sinais continuos basicos

Exponencial real J

O sinal

a(t) = Ae™

com A e a reais, chamado exponencial real,

foi ja apresentado e estudado detalhadamente

nas cadeiras de Analise Matematica. Recotra P
aos seus apontamentos ou livtos dessas cadeiras

para recordar as caracteristicas Importantes

deste sinal e se sentir a vontade para o U r——
manipular analiticamente .

4 2 0 2 4 6 8 10

Figura M3.1

Exemplo 3.1 ¢

As figuras M3.1 e M3.2 mostram a evolugao do 5
sinal  2(t) = Ae®  para A =2(0)=2e LN\

respectivamente, a=0.1 e a=-0.1, com

t e [-10,10].

Funcoes trigonométricas ,

As fungées trigonométricas sio um conjunto

importante de funcoes, ja estudado em diversas

outras cadeiras, que deve conhecer em detalhe e 4

. e -10 -8 -6
saber manipular com facilidade, por serem

extremamente Uteis na descricao de diversos

-4 2 0 2 4 6 8 10

Figura M3.2

sinais de interesse.

Os sihais mais utilizados serao o seno

/r\

x(t) = Asen(wqgt + 0g) 1 \

€ O co-seno

x(t) = Acos(wgt +6y)

,em que A, wg, e 0 sdo reais. A constante 3

-10 -8 -6
A determina o intervalo de variacio dos

valores da amplitude do sinal, wq =27/T,

4 2 0 2 4 6 8 10

Figura M3.3

representa a frequéncia angular do sinal, e 6,

o argumento do sinal na origem. 2

\

Exemplo 3.2
As  figuras M3.3 e M34 ilustram, 0

respectivamente, a evolucao dos sinais

x(t) = Asen(wgt + 0g)

x(t) =A COS(UJOt + 90) Yo s o

,com A=2,05 =7n/12 e wg =0.5.

-4 2 0 2 4 6 8 10

Figura M3.4

© Prof. Jos¢ Amaral M3 -2

Versao 3.0 « 01-04-2003



ANALISE DE SINAIS

O sinal
_ at
z(t) = Ce
emque C e a sio, em geral, numeros complexos,

C =|Cle?%

a =T+ jwy

, € designado por sinal exponencial complexo.

Escrevendo
a(t) = Ce™
_ ‘C‘ejeo e('r+jw0)t

‘C‘ Tt ]w0t+00)

torna-se explicito que o sinal exponencial
complexo tem um médulo

(t) = ‘C"e'rt
e um argumento
arg{z(t)} = wot + 0,

Atendendo a relagdo de Euler, podemos
escrever

x(t _ ‘C‘ertej(womeo)

‘C‘ cos(wgt +60g)

+ ]‘C‘ sen(wqgt +0)

, 0 que torna claro que quer a componente real
quer a componente imaginaria de um sinal
exponencial complexo tem uma evolugio
sinusoidal de petiodo T}y = 2m/w , envolvido
por uma exponencial com um comportamento
ao longo do tempo determinado por 7 .

A figura M3.5 exemplifica a evolucao do afixo
do sinal exponencial complexo no plano de
Argand quando T < 0. Neste caso o médulo
decai exponencialmente, pelo que o fixo se
aproxima da origem para valores de ¢

270

Figura M3.5

Figura M3.6

Figura M3.7

Figura M3.8

© Prof. Jos¢ Amaral M3-3
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ANALISE DE SINAIS

crescentes. Quando 7 =0 o afixo mantém-se a

distancia ‘C‘ da origem, e quando 7>0 o

afixo afasta-se exponencialmente. Na figura
mostra-se a evolucio do sinal \

2
x(t) = \C\e”e](w()”%), para 0 <t<20, \ / \

‘C‘:Q’T:—O.O5,90:0,6‘-‘]0:0'5 O\ / \\’/

A
As figuras M3.6 e M3.7 mostram a evolugao da \ .
patte real, z(t) = ‘C"e'rt cos(wot+0g), e da

patte imaginaria, x(t) :‘C"eﬁ sen(wot +6), % s 0 5 o0 5 10 15 20
de um sinal exponencial complexo, para
-20<t<20, |C/=2, 7=-0.05, 6, =0, e
wop =0.5.

Figura M3.9

As figuras M3.8 e M3.9 mostram a evolugio da parte real z(t) = ‘C‘eﬁ cos(wgt +6g), e da

parte imaginaria, x(t) :‘C‘eﬁ sen(wot +6(), de um sinal exponencial complexo, pata

—20<t<20,|C|=2,7=005,0,=0,e wy=0.5.

Define-se o sinal escaléo unitario por

0 ,t<0
U(t)={

1 ,t>20 1

0.5

A figura M3.10 mostra a evolucdo do escalao
unitario para —10 < ¢ < 10.

-0.5
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura M3.10
Define-se o sinal pulso rectangular de duracio 7 e amplitude 23— ——
A centrado em ¢, como o Lgl
Py R B ! ! [ D
A tg-T2<t<ty+T/2 o l l L
x(t): L. P I I ISR o
0 ,caso contrario o H r o
NN S
A figura M3.11 mostra a evolugao do pulso T T he=on
rectangular com A =15, 7 =8 e ¢y =0 para Lo Lo
-10<t<10. s s 4 2 0 2 4 6 5 0
E comum representar o pulso rectangular pelo Figura M3.11

caracter grego T maidsculo

AH(t_tO]—{A o —T/2St <ty +T/2

T 0 ,caso contrario

© Prof. Jos¢ Amaral M3 -4 Versio 3.0 » 01-04-2003



ANALISE DE SINAIS

O pulso rectangular pode ser definido com base em dois escaloes unitarios

{8 feto-5)e3)

Define-se o sinal pulso triangular de duracao 27 e amplitude A
centrado em ty como

t—t
A(Hoj g —T St <t
T

t—t
(t) = A(l— 0) g St<ty+T

T

0 ,caso contrério

Figura M3.12

A figura M3.12 mostra a evolucao do pulso triangular com A =15, 7=3 e tj = 2.

E comum representar o pulso rectangular pelo caracter grego alfa mattsculo

t—1t
A(]+O) o —TSt<t
T
t—1 t—t
AA(O)z A[l— Oj o St<to+T
T T
0 ,caso contrario
O sinal 1.5 i i i i T T
R Lo
| | | | | |
sen
2(v) = 5™ ) S TN S I A SO I S
v R Lo
| | | | | |
| | | | | |
¢ descrito abreviadamente por 05 - ]
| | | | | |
| | | | | |
z(v) = sinc(v) 1 1 1 1 1 1
o NS /\ur\\ﬂ‘
M VRV
| | | | | |
| | | | | |
Como pode ver pelo grafico da figura M3.13 o 0 5 o 2 . 5 8
sinal oscila em torno das abcissas, com uma
amplitude decrescente para valores crescente de Figura M3.13

v, anulando-se para v = £1,£2,£3,....

© Prof. Jos¢ Amaral M3 -5 Versio 3.0 » 01-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Define-se o sinal impulso de Dirac, também desighado por
impulso unitario, delta de Dirac, ou simplesmente Dirac ou

delta, pelas relacoes

0.5

-0.5

-10 -8 6 -4
A representacao do impulso de Dirac ¢ feita,

como se mostra na figura M3.14, através de
segmento vertical com uma seta no topo.

1) possivel demonstrar que o impulso de Dirac verifica as propriedades

/Oo k() = k

—00

/ 8(t — to)dt = 1

/_tooé('r —to)dT = u(t —tg)

Admitindo que z(t) é uma funcio continua na vizinhanca de t = 0

Admitindo que z(¢) é uma funcio continua na vizinhanca de t = ¢

z(t)6(t —ty) = x(ty)o(t — tg)

/ : 2Ot - to)dt = (o)

2 0 2 4 6 8

Figura M3.14

O impulso de Dirac e o escalao unitario estao relacionados pelas expressoes

© Prof. Jos¢ Amaral

M3 -6
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ANALISE DE SINAIS

Matiab 3.1

Considere o sinal | o
I S S L S S
< | | | | | | | |
aty= ' VSTET
-1 m<t<2m l T R R R
| | | 7 | 1 2m
M R N
conforme representado na figura M3.15. ; A
Aproxime z(t) pelo sinal B e e ! I
k=7 . l S RN
y(t) = Zkﬂ agsen(kt) no intetvalo [0, 27], S A A
. . ~ | | | | | | | |
considerando que os coeficientes a;, sao dados R S— I S T S
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

pela expressao

Figura M3.15
2
/x(t) sen(kt)dt
70

U = 2w 9
/ sen” (kt)dt
0

Represente graficamente as diversas parcelas do somatorio, assim como a evolugao da soma.

Vamos comecat por calcular os coeficientes analiticamente. Atendendo a expressao do sinal z(t)

temos

/ 7;en(kt)dt - / 27;en(kt)dt

™

27 9
/ sen” (kt)dt
0

1 2T T
. cos(/ﬁf)‘7T —cos(kt)‘o}

ou seja

ak =
vy

o tolol

7r 3"757 7

=[2.6366, 0, 0.8789, 0, 0.5273, 0, 0.3767]

logo

y(t) =" ay sen(it)

_4 sen(t) + 1 sen(3t) + lsen('(')t) + 1 sen(7t)
m 3 5 7

© Prof. Jos¢ Amaral M3 -7 Versio 3.0 » 01-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Vamos agora resolver o problema proposto recortendo directamente ao Matlab. Comecemos pot
calcular os coeficientes

N=7;

syms k t;

ak=(int (sin(k*t),t,0,pi)-int (sin(k*t),t,pi,2*pi))/int(sin(k*t)."2,t,0,2*pi);
ak=subs (ak,k,1:N);

Optou-se por calcular o valor numérico dos coeficientes, ja que é esse o objectivo, nao nos
preocupando a simplificagao da expressao obtida, recorrendo por exemplo as func¢oes simplify
e/ou simple. Podemos agora calcular y(t)

nx=[0 0 pi pi 2*pi 2*pil;
x=[0 1 1-1-10];

t=0:0.01:2%pi;

yt=zeros(1l,length(t));

y=yt;

for k=1:2:N
subplot ((1+N) /2,2, k)
y=ak (k) .*sin(k*t);
plot(t,y);axis ([0 2*pi -1.5 1.5]);grid on
yt=yt+y;
subplot ( (1+N) /2,2, k+1)
plot(nx,x,'r',t,yt, 'LineWwidth',2);axis([-0.6 2.1*pi -1.5 1.5]);
grid on

end

Observe a figura M3.16. Note como as
sucessivas parcelas do somatorio sao senos

de frequéncia cada vez mais elevada e
amplitude controlada pelos coeficientes ay, .

Note como a medida que se vao somando

mals termos a soma acumulada corresponde

a um sinal cuja evolugao temporal é cada
vez mais proxima de z(t).

Note que a amplitude de cada uma das
parcelas do somatério tem um coeficiente
que define a sua contribuicio para o
resultado final, dado pela expressao

ap =

27
/ (t) sen(nt)dt
0

2m 9
/ sen”(nt)dt
0

, € embora esta expressao tenha “caido do

céu”, val ver num préoximo Modulo que é
possivel justificar teoricamente o porqué da
sua forma analitica. Note que esta expressao

analitica contém informacio sobte o sinal a
aproximar, z(t), e sobte os sinais, sen(nt),

em que se basela a aproximacao.

Figura M3.16

© Prof. Jos¢ Amaral M3 -8 Versio 3.0 » 01-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Considere o sinal

o

representado  na
a(t)

k=10 ikt
y) =y, ke

considerando que os coeficientes ¢, sao dados

-m2<t <72

caso contrario

a(t)

M3.17.
sinal

conforme
Aproxime

figura
pelo

no intervalo [—, 7],

pela expressao

s .
/ x(t) e dt
J -7

T 2
JLe

Represente graficamente y(t).

Ck

‘ IRt dt

0.8

0.6

0.4

0.2

| | |
=== T T T I e
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
I L
| | | | | | |
| | | | | | |
L | N
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
-t -FF-4--—-"%+-—-=——-=—tr -+ -——- -4
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
e I A I B |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | I S B | |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1
-3 2 1 0 1 2 3
Figura M3.17

Poderiamos comegar por deduzir a expressao analitica dos coeficientes ¢y,

s .
/ x(t) M dt
[l
J -7
/2 )
/ ekt
_ S -m)2
= /W ‘2
-7
sen(0.5km)

km
0.5 sinc(0.5k)

Ck

‘ IRt qt

IRt dt

Apos diversos passos mais ou menos trabalhosos, que se omitiram, chegimos a uma expressao

bastante simples. Vamos agora ver como poderiamos deduzir a expressio dos coeficientes

recorrendo ao Matlab

>> syms k t;

>> ck=int (exp (-j*k*t),t,-pi/2,pi/2)/int (exp (-j*k*t) *exp (J*k*t),t,-pi,pi)

ck =

-1/2*i* (-mexp (-1/2*i*pi*k)+exp(1/2*i*pi*k))/k/pi

>> ck=simplify (ck)

sin(1/2 k pi)

ck =

sin(1/2*k*pi) /k/pi
>> pretty(ck)
>>

Note que nesta forma a expressao apresenta a dificuldade de calculo do coeficiente para k= 0.

Vamos ilustrar o modo como esta dificuldade pode set contornada fazendo o calculo de apenas

7 coeficientes para que a exposicao seja mais clara. Poderfamos reconhecer que a expressao obtida

pode ser expressa na forma de uma sinc(v)

>> ck=sym('0.5*sinc(0.5*k)")

© Prof. Jos¢ Amaral
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ANALISE DE SINAIS

ck =

0.5*sinc (0.5%k)
>> subs (ck, k,-3:3)
ans =

-0.1061 0.0000 0.3183 0.5000

>>

0.0000 -0.1061

,ou, 0 que ¢ uma solu¢ao mais geral, levantar a indeterminacao do calculo para k = 0

>> subs (ck, k,-3:3)
Warning: Divide by zero.
ans =

-0.1061 0.0000 0.3183
>> cO=double (limit (ck, k,0))
cO =

0.5000

>> ck=subs (ck,k,-3:3);
>> ck(4)=c0
ck =

>>

-0.1061 0.0000 0.3183 0.5000

0.0000 -0.1061

0.0000 -0.1061

Dadas estas explicacoes podemos entao proceder ao calculo dos coeficientes e tracado do grafico

conforme pedido no enunciado do problema.

N=10;
nx=[-pi -pi/2 -pi/2 pi/2 pi/2 pil;
x=[0 0110 0];

syms k t;

ck=int (exp (-j*k*t),t,-pi/2,pi/2)/int (exp (-j*k*t) *exp (j*k*t),t,-pi,pi);

ck=simplify(ck);
ckn=subs (ck, k, -N:N) ;
cO=double (1limit (ck, k,0));
ck=subs (ck, k,-N:N) ;
ck (N+1)=cO0;
t=-pi:0.01:pi;
y=zeros (1l,length(t));
for k=-N:N

y=y+ck (k+N+1) . *exp (J*t*k) ;
end
plot (nx,x,'r',t,real(y));
axis([ -pi pi -0.1 1.11);
grid on;

Note na instrucdo plot a necessidade de
especificar a parte real de y(¢f) embora,
teoricamente, y(t) seja um sinal real. Esta é
uma situagdo comum aos calculos que
envolvem quantidades complexa. Em resultado

de sucessivos erros de representacao, existe um
residuo imaginario na quantidade y(t) que

o~

S

necessario ignorar. Podemos verificar que
componente  imaginiria de  y(t)

o~

completamente desprezavel

plot(t,imag(y));
grid on;

Note que ¢ da ordem 10717 , sendo apenas
resultante da propagacao de erros de
representacao.

Note que o codigo lhe permite definir o
nimero de coeficientes desejado. Visualize o
resultado para um nimero mais elevado de
coeficientes  (por exemplo N =30 e
N =100).

Figura M3.19

© Prof. Jos¢ Amaral M3-10
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ANALISE DE SINAIS

O sinal escalao unitario nao existe na Matlab Symbolic Toolbox, existindo sim a funcao de
Heaviside

>> syms t
>> x=sym('Heaviside (t)")
% =
Heaviside (t)
>>

Note que a funcao de Heaviside, contrariamente ao sinal escaldo unitario, nao é definida em
t=0

>> subs (x,0)

ans =
Heaviside (0)

>>

, 0 que, nao tendo qualquer inconveniente do ponto de vista do calculo simbolico, é no entanto
impeditivo do tracado de graficos de resultados desses mesmos calculos. Por exemplo, se
pretender tracar o grafico da funcao de Heaviside recebe uma mensagem de etro

>> £=-2:0.01:2;

>> plot(t,subs(x,t))

??? Undefined function or variable 'Heaviside'.

Error in ==> C:\MATLAB6p5\toolbox\symbolic\@sym\double.m

On line 45 ==> D = reshape(eval (X),m,n);
Error in ==> C:\MATLAB6p5\toolbox\symbolic\@sym\subs.m
On line 164 ==> NEWE =

double (sym(maple ('map', 'F',char (sym([NEWexpr{:}1))))):

devido ao facto da funcdo nao estar definida em ¢ = 0. Pode contornar o problema de dois
modos: ou evitando o calculo no ponto ¢t =0

>> £=-2:0.011:2;

. . I I I I I I
>> plot(t,subs(x,t), 'LineWidth',2) P N S T B | |
>> axis([- 2 2 -0.1 1.1]);9rid on : : : : : :
>> | | | | | |
08— — - — L - L1
| | | | | |
; ou redefinindo a funcao e colocando-a no seu ! ! ! ! ! !
06— ——d———+———l———4———F ————— — 4 — — —
paﬂL | | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
L e it Ry Eitil el et My
| | | | | |
| | | | | |
PO S N Y B R P
function u = Heaviside(t) ’ : : : : : :
$ u(t) = 0, para t < O | | | | | |
$ =1, para t >= 0 0 : : : R TR R
1 1 1 1 1 1 1
U = +(t>= 0) 2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
Figura M3.20

A vantagem de fazer a sobreposicao a funcao pré-definida, e de lhe nao chamar, por exemplo,
escaldo, é a de poder continuar a utilizar as defini¢oes existentes no nucleo de calculo simbélico

>> diff (x)
ans =

Dirac(t)
>>

, e simultaneamente poder fazer substituicoes numéricas sobre o objecto simbdlico

>> whos
X 1x1 148 sym object
>> subs (x,0)

ans =
1

© Prof. Jos¢ Amaral M3 - 11 Versio 3.0 » 01-04-2003



ANALISE DE SINAIS

A definicao do pulso rectangular tendo como objectivo a sua manipulacao simbolica pode set
feita com base na funcao de Heaviside. Note que, tendo em atencdo o que foi dito no Exemplo
3, se nao redefinir a funcio Heaviside, o pulso rectangular nao fica definido nos instantes de
transicao. Admitindo que a funcao de Heaviside foi redefinida podemos, por exemplo, definir

um objecto simbdlico correspondente ao pulso rectangular

. t-3 1 2<t<4
2 ) o ,caso contrario

>> syms x t
>> rect=sym('Heaviside (t-2)-Heaviside (t-4)")
rect =

Heaviside (t-2)-Heaviside (t-4)

>> subs (rect,2)

ans =

1
>> subs (rect, 4)
ans =

0
>> £=0:0.01:6;
>>

plot(t,subs(rect,t), 'LineWidth',2)
>> axis ([0 6 -0.1 1.17)

>> grid on

>>

Podemos agora, por exemplo, definir um

objecto simbolico cotrespondente ao sinal

e 05t 2<t<4

2(t) =

0 ,caso contrério

>> z=sym('exp(-0.5*t) ') *rect
7 =
exp(-.5%t) * (Heaviside (t-2) -
Heaviside (t-4))
>> plot(t,subs(z,t), 'LineWwidth',2)
>> axis ([0 6 -0.1 1.17)
>> grid on

Podemos agora, por exemplo, calcular a energia
do sinal z(t), fazendo explicitamente a

integracao entre —0 e o

>> E=double (int(z.”2,-inf, inf))
E:

0.1170
>>

Figura M3.22

Note que a definicao do objecto simbdlico z(t) nao é necessitia para o calculo da energia do

sinal. Em sinais deste tipo, sinais que apenas assumem valores nao nulos em subconjuntos
finitos de M, calculos integrais tao simples como por exemplo o da energia, devem ser feitos

restringindo o dominio de integraciao. Podemos fazer simplesmente

>> syms t
>> z=exp (-0.5*t);
>> E=double (int(z."2,2,4))
E =
0.1170
>>

, No entanto, como se vera numa proxima seccao, existem relacoes integrais cujo calculo nao nos
petmite restringit o dominio de integracao, pelo que a definicao do sinal z(¢) com base no

pulso rectangular podera extremamente util.
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O sinal impulso de Dirac existe na Matlab Symbolic Toolbox com o nome de Dirac. E facil definir
um objecto simbolico Dirac e, por exemplo, verificar as suas propriedades

>> syms t t0 x y £
>> d=sym('Dirac(t)")
d =
Dirac(t)

>>

© >> int (d,-inf, inf)

/ 8(t)dt = 1 ans =
o 1
>>

®© int (5*d, -inf, inf
/ k6(t)dt = k oo nr(erd, mint, et

—® 5

>>

1 >>df=sym('Dirac(5*t)"');
—6(t) >> simplify (df)
‘@‘ ans =
1/5*Dirac(t)
>>

®© - 1 3 —_ 1
/ 5(t—t0)dt=] ZEOdEO—sym( Dirac (t-t0)"')

Dirac (t-t0)
>> int (dt0,-inf, inf)
ans =

1
>>

t
/ (T —tg)dT = u(t —ty) >> du=sym('Dirac(u-t0)")
—00 du =
Dirac (u-t0)
>> int (du,u,-inf, t)
ans =
-Heaviside (-t+t0)+1
>>

>> dtO=sym('Dirac (t-t0)"');
© >> f=sym('4*cos(t)")
/ 2(D)5(t — to)dt = a(t) o
—© 4*cos (t)
>> int (dtO*f,-inf,inf)
ans =
4*cos (t0)
>>

>> x=sym('Heaviside (t)")
x =
5(ﬂ du(ﬂ Heaviside (t)
dt >> diff (x)
ans =
Dirac(t)

>>

>> int (d)

t ans =
u(t) = /_Oo 6(r) dr Heaviside (t)

>>

Note que, nao sendo o Dirac definido em t =0

>> subs (d,0)
ans =

Dirac(0)
>>

, nao € possivel traduzir graficamente o tresultado de calculos simboélicos que envolvam este
objecto. De modo a contornat este inconveniente podemos redefinir a funcio Dirac. Note que a
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redefinicido tem apenas como propésito a representaciao grafica a partir de expressoes
resultantes de calculo simbélico.

function d = Dirac(t)

% Dirac(t) = 0, para t ~= 0
% =1, para t == 0
d = +(t == 0);

Podemos agora, por exemplo, calcular e representar graficamente o sinal

2(t) = cos(t) 28: 6(75 —k gj

k=0

cos({) [5@) " 5(1& - gj . 5(,5 _ 2;) . }
cos(0) 8(¢) + [gj 5@ - gj . @j 5(,5 . 25) .

Recorrendo a Matlab Symbolic Toolbox, e tendo

redefinido a funcao Dirac, podemos escrever o L ! |
. . 08F —— 44 c——F——— A — bk —— - —— — 4
| y | | | | |
seguinte script I N . S R A R A
| I8 | | | |
oal 2 R | | | |
syms u -
k=(0:8)* (pi/8); 02l -~ 41
|

dk=sym('Dirac(t-u)"');

dk=subs (dk,u, k) ; | | |

dk=sum (dk) ; B e e e Rt (i

f=sym('cos(t)"'); ) PR B N P
: | | | N

dk=dk*f; | | | N

tn=(0:0.01:8)*(pi/8); ] e e i B R

df=subs (dk, tn) ; 'Y A S N S S G

| | | |

ol=find (df>eps/2) "o &5 4 Lg ;

stem(tn(ol),df(ol),'""','filled")

hold on Figura M3.23

o2=find (df<-eps/2)
stem(tn(o2),df(02),'v','filled")

plot(tn, zeros(1l,length(tn)), 'Linewidth',2)
plot (tn,subs (f,tn),'r:")

hold off

grid on

axis ([0 pi -1 17)

Note que o procedimento acima apenas pretende ilustrar, através de um exemplo simples, o
modo que se pode traduzit graficamente o resultado de um calculo simbdlico envolvendo
impulsos de Dirac. No caso concteto, sabendo-se que o sinal a representar é

2(t) = cos(t) gé(t - kgj = i cos(t — kg)é(t - kgj

1=0

poderse-ia optar por uma representacao grafica a partir de um tratamento numérico bastante
mais simplificado

>> k=(0:8)*pi/8;
>> xk=cos (k)
xk =
1.0000 0.9239 0.7071 0.3827 0.0000 -0.3827 -0.7071
-0.9239 -1.0000
>> ... etc.

© Prof. Jos¢ Amaral M3 - 14 Versio 3.0 » 01-04-2003



ANALISE DE SINAIS

2. Sinais discretos basicos

Vamos agora ver os sinais discretos mais
importantes com que iremos trabalhar

Exponencial complexo

O sinal
a[n]=Ca™
emque C e a sdo, em geral, nimeros complexos,

C =|Cle?%

o= ‘a‘ejﬂo

, € designado por sinal exponencial complexo (discreto).

Tal como para a versao continua, escrevendo
a[n]=Ca"”
- [cte o {ffe !

= ‘CHQ‘” £ J(Qon+6o)
temos

ln]| =[Cllol"

arg{z[n]} = Qon + 6,

Exemplo 3.4
As figuras M3.24 e M3.25 mostram o sinal

exponencial complexo
x[n]:‘CHa‘nej(QonwO) e a sua parte real,

Re{z]n]} = ‘CHa‘n cos(Qon +0g),com C =2,
Qp =7/10, 0<n <20, 8, =0, e o=0.95.
Sendo ‘a‘ <1, o afixo do exponencial

complexo aproxima-se da origem do plano
complexo para valores de 1 crescentes. A parte
real do sinal é um coseno envolvido pelas

exponencials decrescentes =+ ‘C’Ha‘n. As figuras

M3.26 e M3.27 mostram o sinal exponencial
complexo e a sua parte real com C =2,
Qg =7/10, 0<n <20, 65=0,e ao=1.00.

Sendo ‘oz‘ =1, o médulo do sinal é constante.

Figura M3.24

270

Figura M3.26

Figura M3.27
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Matlab 3.2

Escreva uma funcido Matlab que devolva um vector de valores da variavel independente,

ny <n <ny, e correspondentes valores da evolugio do sinal impulso unitirio discreto,

8[n —ng], com ny <ng < ny, recebendo como parametros os limites inferior e superior do

intervalo da variavel independente, ny e mqy, e o instante, ng, em que se situa o impulso.

Verifique a funcionalidade da funcao utilizando-a para tracar o grafico do sinal discreto
x[n] = 5[71 - 2] com n € [— 2, 4].

Podemos fazer, por exemplo,

1 1 1 1 1
| | | | |
| | | | |
function [n,x] = imp n(nl,n2,n0) === L e
$ [n,x] = imp n(nl,n2,n0) | | | | |
% x[n] = delta[n-n0] , nl<=n0<=n2 [} I :,,,,,:,,,,:,,,,, ,,,,: ,,,,,
% | | | |
n=nl:n2; o :77774‘7777‘# 77777777 4‘ 77777
x=(n-n0)==0; ’ | | | |
l l l l
. . . \ .
| | | | |
| | | | |
Sendo ny =-2, ny =4 e ng =2, temos Y R B T I S .
l l l l l
>> [n,x] = imp n(-2,4,2); " 1 0 1 2 3 4
>> stem(n,x, 'filled");
>> axis([-2,4,-1,2]1); i
> grid on Figura M3.30
>>
Escreva uma funcio Matlab que devolva um vector de valores da variavel independente,
ny <n <ny, e correspondentes valores da evolucao do sinal escalao unitario discreto,
uln —ng], com ny <ng < ny, recebendo como patrametros os limites inferior e superior do
intervalo da variavel independente, n; e ny, e o instante, ngy, em que se situa o escalao.
Verifique a funcionalidade da funcao utilizando-a para tracar o grafico do sinal discreto
x[n] = u[n - 2] com n € [— 2, 6].
Podemos fazer, por exemplo,
2 ; ; ; ; ;
| | | | |
| | | | |
B N T S SO BN R
function [n,x] = escal n(nl,n2,n0) ' : : : : :
% [n,x] = escal n(nl,n2,n0) | | | | |
¢ x[n] = uln-n0] , nl<=n0<=n2 e Tl R Sainl Sl
3 I I I
n=nl:n2; 0_5,,,4‘,,,L774‘777 777777
x=(n-n0)>=0; ! ! !
| | |
N R S G A B
S
Sendo ny = -2, ny =6 €, ng = 2, temos e e i e T e
S
>> [n,x] = escal n(-2,6,2); " ‘1 J) ‘1 ‘2 ‘3
>> stem(n,x, 'filled");
>> axis([-2,6,-1,2]); Figura M3.31
>> grid on
>>
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3. Convolucao

O integral de convolucao, ou simplesmente convolucao, é uma operacao definida para dois
sinais continuos, de energia, ou um sinal de energia e um sinal periddico.

sinais continuos, x(t) e y(t), definese a

convolugéo entre os dois sinais, x(t), e utiliza-se o simbolo *

para a designar, como

Note que, nomeadamente, a convolu¢ao é comutativa, associativa e distributiva. Podemos ainda
demonstrar que

Da convolucao entre um qualquer sinal x(t) e um impulso de Dirac posicionado num instante

t, resulta um sinal que corresponde a translagéo do sinal x(t) da quantidade de tempo ¢, .

w(t) % 8(t —t,) = x(t - t,)

A soma de convolucao, ou simplesmente convolucao, ¢ uma operagio definida para dois sinais
discretos, de energia, ou um sinal de energia e um sinal periddico.

Dados dois sinais discretos, x[n] e y[n], define-se 2 convolugéo

entre eles como

Se x[n] e y[n} forem representados por sequéncias de duracio N e M, a convolucio, X[n],
sera um sinal de duracao N + M —1.

E facil demonstrar que a convolugiao assim definida verifica as propriedades associativa,
comutativa e distributiva. E ainda que, de modo idéntico ao caso continuo

Da convolugao entre um qualquer sinal x[n] e um impulso unitario posicionado num instante

n, resulta um sinal que corresponde a translacéo do sinal x[n] da quantidade de tempo 7, .

x[n]*é[n —no]: x[n—no]

© Prof. Jos¢ Amaral
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Exercicio 3.1

Exemplo 1

I t—-t
Calcule a convolucio entre os sinais z(t) = 6(t — t,) e y(t) = (¢t + a)H[ ! ] .
T
Sendo que z(t) é um impulso de Dirac posicionado no instante tg , e dado que

x(t)*8(t—t,)=z(t—t,)

resulta de imediato

X(E) = 8(t— ) * (£ + a)H[t - “]

T

=(t—t, + a)H(t_to_tl]

T

A figura M3.32 ilustra graficamente o processo de convolugao entre os dois sinais

I I I
| S - R -
I I I
| | |

O/‘ z(t) y(t)=y(t-t,)

Figura M3.32

Exemplo 2

Calcule a convolu¢ao de um pulso rectangular centrado com ele mesmo.

Sendo
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a convulsao resulta

Il
|
g 8
S
=
VR
3 e
~——
S
=
VR
~
5|
S
N—
U

T/2 _
=A2/ H(“ t]du
-7/2 T
0 t<-1
9 t+7/2
/ du —-7<t<0
_ 77'/2
- T/2
2/ du 0<ts<rt
Jt-7/2
0 t>T1
0 t<-T
B AQ(t+7') -7<t<0
- AQ(—t+T) 0<t<r
0 t>T1

= AQTA(t]
’

Concluimos que da convolu¢ao de um pulso rectangular de amplitude A e duragao 7 com ele

mesmo, resulta um pulso triangular de amplitude A’r e duracao 27.

A figura M3.33 mostra o processo de convolu¢ao para diversos valores de ¢ . Até ¢ = -7 z(u) e
z(t — ) sao disjuntos no tempo pelo que o seu produto é nulo. A partir dai, e até ¢t =7, os

dois sinais tém uma percentagem da sua area sobreposta, vetificando-se a sobreposicao maxima
(total) para t =0.

Por exemplo, pata t = —7/2 temos

/OO x(uw)z(t —u)du = " A?du

J —0 J—7/2

=427
2
,para t =0 temos

) 7/2
/ z(uw)x(t —u)du = " A?du

= A’r

epara t =7 temos

J —00

/OO z(w)z(t —u)du = /07/2 A% du

-A27
2
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] ]
8 7T 6 5 4 3 -2 - 1
T 1 -
302 -1 0 1
| i | t=-1
2 -1 0 1
-1 0 1
| h | t=1
-1 0 1 2
t =2

Figura M3.33

Calcule a convolucio entre os sinais z[n] e

y[n] representados nas figuras M3.34 e M3.35.

A partir das figuras, as sequéncias z[n] e y[n] :

S20 2

a[n]=[2,2,-1]

y[n] = [4’ 3,2,1 :| 4

Embora se possa proceder como no caso

continuo, fixando um dos sinais, e invertendo -1
e fazendo cotrer o outro sinal sobre o eixo das
abcissas, no caso discreto é possivel recorrer a
um método grafico que permite calcular 6

1 2 3 4

Figura M3.34

rapidamente a convolugao.

, que se expOe na figura M3.36. Dispondo

ortogonalmente cada um  dos  sinais,

devidamente indexados, constroi-se uma matriz

cujos elementos correspondem ao produto dos

valores de cada um dos sinais. 3

1 2 3 4

Figura M3.35

© Prof. Jos¢ Amaral

M3 -21

Versio 3.0 * 01-04-2003




ANALISE DE SINAIS

ser calculada
somando os valores que se encontram em cada
uma das diagonais, sendo o indice
correspondente a cada uma destas somas dado
pela soma dos indices dos sinais, que é comum

A convolugao pode entao

a cada diagonal.

Resulta entao

x[0]=8
x[1]=6+8
x[2]=4+6-4
x[3]=2+4-3
x[4]=2-2
x[5]=-1
Finalmente  x[n]=[8,14,6,3,0,-1]  para

n =[0,1,2,3,4,5].

Calcule a convolucio entre os sinais z[n] e
xQ[n] representados nas figuras M3.37 e
M3.38.

Recorrendo ao método grafico, que se ilustra
na figura M3.39, resulta X[n] = x[n]* xQ[n]
que se ilustra na figura M3.40.

Figura M3.39

4
3
2
1
yln]
Figura M3.36
6
. z[n]
4
3
2
1
0
4
2
3
g 3 2 4 0 1
Figura M3.37
6
5 z,[n]
4
3
2
1
0
4
2
3 3 2 0 1
Figura M3.38
12
10
8
. >
4
) »
0
2
4
o 2 4 0o 1 2 3
Figura M3.40
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Matlab 3.3

Resolva o Exemplo2 do Exerdicio 3.1 recorrendo a Matlab Symbolic Toolbox.

A convolugio do pulso rectangular centrado.

() = AHU_]

com ele mesmo €, por definicao

a(t) * x(t)

x(t)

o0

z(u)z(t — u)du

0

/
/ZAZ[( )AH(t;u]du
A/Ti/2 ( )du

Podemos entao fazer

>> rect2=sym('A*Heaviside (t-u+tau/2)
>> convol=int (A*rect2,u, -tau/2, tau/2)

convol =

-A*Heaviside (t-u-tau/2)

-A"2* (-Heaviside (-t) *t+Heaviside (tau-t) *t-Heaviside (tau-t) *tau) +A"2*

(-Heaviside (-tau-t) *tau+Heaviside (-

>>

t)*t-Heaviside (-tau-t) *t)

Note que a expressao ¢ muito complicada visualmente em resultado da utilizacao da funcao de
Heaviside, e a Matlab Symbolic Toolbox nao é suficientemente potente para a simplificar. Em

situacoes deste tipo, e caso seja de interesse a
simplificacao da expressiao resultante, a solugdo
¢ analisar a expressio por trocos e pedir
sucessivas simplificacoes patciais. A situagdo
nao ¢, de qualquer modo, impeditivo de um
pedido de solucao numérica e respectiva analise
grafica. Poderfamos por exemplo analisar a
solucdo para A=2 e 7=2 no intervalo
e[-4,4]

>>c2=subs (convol, tau, 2) ;
>>c3=subs (c2,A,2);
>>t=-4:0.01:4;

>>cd=subs (c3,t);
>>plot(t,c4, 'Linewidth', 2)
>>grid on; axis([-4 4 -1 9])
>>
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Escreva uma funcao Matlab que devolva o resultado da convolugio entre dois sinais discretos e o

vector em que esta definida, recebendo como parametros os sinais, x e Zg, € Os vectores em

que estao definidos, ny e ng.

Podemos fazer, por exemplo,

function [n,y] = conv n(nl,x1,n2,x2)
% [n,y] = conv_n(nl,x1,n2,x2)
$ yIn] = x[nl]*x[n2]

nm=nl (1)+n2(1);

nM=nl (length(nl))+n2 (length(n2));
n=nm:nM

y=conv (x1l,x2);

Note que se recotreu a fungéo conv pré-definida em Martlab, tendo sido necessario apenas

calcular os instante em que os valores da convolugao esta definida.

Utilize a fungao escrita no Exemplo2 para
resolver o Exemplo3 e o Exemplo4 do
Exercicio 3.1.

A solugdo ¢é imediata. Temos para o Exemplo3

>> nl=0:2;

>> x1=[(2 2 -1];

>> n2=0:3;

>> x2=[4 3 2 11;

>> [n y]=conv n(nl,x1,n2,x2)

0 1 2 3 4 5

38 14 6 3 0 -1
>> stem(n,y, 'filled")
>> grid on
>>

E para o Exemplo4

>> nl=-5:5;

>> n2=nl;

>> x1=[0 002030200071
>> x2=[0 0 0 005 -1-230 0],
>> [n yl]=conv_n(nl,x1,n2,x2);

>> stem(n,y, 'filled")

>> grid on

>>

T T T T T T T T
| | | | | | | |
| | | | | | | |
L e e e Ay Ml el it Tty R S
| | | | | | | |
| | | ! | | | |
1 | | | | I | | |
| | | | | | | |
8@ — —— — |- —Jd__1__L__L_ i _d__1__/]
| | | | | | | |
| | | | | | | |
6 — —l—-— - — 4 - —@— -+ — = — —l—— - — 4 — —
| | | | | | |
| | | | | | |
E el e (et Aty Mt il il A B S|
| | | | | |
| | | | | |
£ it et it Bt Bt it it B
| | | | | |
| | | | I’ |
0 | | | | | | | T |
| | | | | | | | | L4
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Figura M2.42
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| | | | P | | | |
| | | | | | |
L) et i B A Sl il el At Rty Bl
| | | | | | |
| | | | | | |
8 | | | I | | |
| | | | | | |
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| | | | | |
0000909006900~ —--—--909-049
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Demo 1: Convolucao de um sinal com o impulso
Sendo por definicao
x(t) = y(t) * (t)

= /00 y(u)z(t —u)du

—00

Se osinal y(u) for um impulso de Dirac situado em %y, y(u) = 6(u — t) , temos

x(t) = /w 6(u —tg)z(t — u)du

Atendendo as propriedades do impulso de Dirac,
O(u —tg)z(t —u) = 6(u — tg)z(t — tg)

/w O6(u—ty)du =1

—00

, pelo que

=zt —ty)
Concluimos assim que
x(t)*6(t —tg) = z(t —tg)
Para o caso discreto temos, de modo idéntico
xln] = 6[n —nq]* aln]

i 5[1' - nok[n - z:|

1=—00

> 6li - g b~ o)

1=—00

0

= aln - ”Olz 8li = no]

i=—00

= x[n - no]
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Apéndice 1: Complexos
Recorde que o nimero complexo c¢, escrito na forma rectangular (ou cartesiana)
c=a+jb 7

pode set esctito na forma polar (ou exponencial)

c= peje 0 >
a

, em que p representa o moédulo do complexo e 6 o seu argumento. O moédulo é facilmente

obtido, recorrendo a representacao grafica do complexo
p=1la® +b

,ou, multiplicando o complexo pelo seu conjugado

= +/(a + jb)(a - jb)

=+a® +b®

Quando o complexo esta expresso na forma polar, o reconhecimento do moédulo é imediato.
Note, ainda assim, que, embora desnecessario, podiamos fazer

*
‘C‘ =1/CC

= Jped pe= 10

Quanto ao argumento, recorrendo a representacao grafica

argle} = arctan(b)

a

idéntico a relacao a partir da forma rectangular

argfe} = t( Im{c}} ~ rctn( ")

Re {c} a

Recorde que a relagao de Euler

et = cos(A) £ jsen(A)

permite facilmente obter a definicao das funcoes seno e co-seno a partir da funcao exponencial

complexa
JA JA
cos(4) = e re
2
JA _ —jA
sen(A) = € _e
2j
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E evidente que

ejA‘ 1

note, por exemplo, que

ejA‘ =|cos(A) + jsen(A)|

= \/COSQ(A) +sen’(A)
=1

Atendendo ao que atras ficou dito, facilmente se calcula o médulo e o argumento do sinal
exponencial complexo. Sendo

a(t) = Ce™
_ ‘C‘ejeoe(TJrjwo)t

_ ‘C‘e-rtej(woﬁeo)

resulta imediatamente, dado que a expressao esta na forma polar,

‘:L’(t)‘ = ‘C‘eﬁ

arglz(t)} = wot + 6,
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Ficha de Avaliacao M3

(N:[ [ [ | | [ Nome: [Turma: [ [ [ ]
Data limite de entrega 14-04-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —~CEDET)

Grupo C

Considere o sinal

-1 —w<t<-72 i i
z(t)=41 -—-m2<t<m/2 05H-——-b-podo b
-1 w2<t<mw

|
|
oH— — — — b L————\————# —————
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
conforme representado na figura xxx. Bod it el Eie ittt Attt il i
L I R l
e Recorta ao Matlab para calcular a | | | | | | |
expressao analitica dos coeficientes sl 1 1 1 1 1 1
-3 2 1 0 1 2 3
™ Fi M2.44
/ (t) cos(kt)dt 1gura
_J-7
b, = - ,
/ cos”(kt)dt
=T

Simplifique a expressao.

e Aproxime z(t) pelo sinal y(t) :ZZjbk cos(kt) no intervalo [~ 7]|. Represente

oraficamente as diversas parcelas do somatétio, assim como a soma acumulada. (A
semelhanca do Exemplol em Matlab 3.1).

o« A tmagem das figuras M3.24 a M3.27, represente o sinal exponencial complexo
x[n}:‘CHa‘nej(QO"wO) e a sua parte real, Refz[n]= ‘C’Ha‘n cos(Qpn +6y), para
C=2,0<n<20,Qy=m/2,0)=0c a=0.95.

e Recorra a0 Matlab para calcular e representat a convolucao entre os sinais discretos
zy[n] = 26[n + 2]+ &[n + 1]+ 8[n — 1]+ 26[n - 2]
xQ[n] = 5[n] + 5[n - 6}

Comente o resultado.
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Grupo B
e Represente o sinal

C(k) = ﬂsinc [
Ty Ty

considerando A=1, 7=1 e Ty=2. Admita ke R no intervalo [-10,10].
Sobreponha ao grafico obtido o grafico do mesmo sinal, mas considerando agora
k e X no intervalo [~ 10, 10].

e Repita o ponto anterior considerando Ty =4 e, sucessivamente, k€ R no intervalo
[-20,20] e k e X no intervalo [ 20, 20].

e Comente o posicionamento dos zetos do sinal em cada um dos pontos anteriores tendo em
atencao o que conhece do sinal sinc(v).

Recorra a Matlab Symbolic Toolbox para calcular a convolug¢ao entre os sinais

2(t) = AH(t;?j

y(t) = ATI(t - 5)

Grupo A

e Defina um objecto simbolico correspondente ao pulso triangular
(1+t;2) 0<t<2

A[H): (1—’5_2) 2<t<A4
2 2

0 ,caso contrario

tendo como base a funcao de Heaviside redefinida..

e Calcule e represente (através do Matlab) a 1* e a 2* derivada do objecto definido no ponto
anterior.
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