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ANALISE DE SINAIS

Espaco de sinais

TOPICOS

Espago de sinais

Produto interno

Sinais ortogonais

Espaco de sinais

Erro quadratico médio

Cocficientes éptimos

s conceitos apresentados neste moédulo sao impottantes nao s6 por fundamentarem a
teoria da Analise de Fourier, apresentada nos proximos 4 Modulos, mas, e
ptincipalmente, porque constituem a génese da maioria das técnicas de processamento
de sinal, que serdo apresentadas num significativo nimero de cadeiras do seu curso,
nomeadamente naquelas associadas na Sec¢ao de Comunicacoes e Processamento de Sinal.

No Apéndice 1 relembram-se alguns conceitos apresentados nas cadeiras de Algebra e Andlise
Vectorial, de modo a que mais facilmente compreenda a analogia que é possivel estabelecer entre
vectores e sinais, que se desenvolve no Apéndice 2, e que permite a conceptualizacio de um
espaco de sinais, com os inerentes conceitos de produto interno e ortogonalidade entre sinais.

O presente moédulo é composto principalmente por um vasto conjunto de exercicio
fundamentados nas principais relacdes deduzidas no Apéndice 2, relacdes essas apresentadas em
destaque no inicio deste Modulo. Para além disso, e dado que este Modulo encetra o 1° terco da
matéria da cadeira de Analise de Sinats, sao apresentados e resolvidos diversos exercicios que

cobrem toda a matéria apresentada até aqui. Tenha em especial atencio a abordagem feita através
do Matlab.

Objectivos
No fim deste médulo o aluno devera :
1. Compreender o conceito e saber calcular o produto interno entre sinais.

[l

Compreender o conceito e saber verificar se dois sinais sao ortogonais. []

N

3. Saber calcular os coeficientes 6ptimos de representacio de um sinal num
espaco de sinais ortonormado. []



ANALISE DE SINAIS

1. Espaco de sinais

Por analogia com o espaco de vectores é possivel estabelecer os seguintes conceitos entre sinais:

Define-se o produto intemo entre dois sinais continuos, z(t) e

z4(t) , num intervalo [¢, ty |, como

@006 = [

1

Define-se o produto interno entre dois sinais discretos, z[n] e

25[n], num intervalo [ny, ny ], como

(b anln]) = 3 o[l [n]

Dois sinais continuos, z1(t) e x4(t), dizem-se sinais ortogonais

, num intervalo (£, £y ], se 0 seu produto interno for nulo

/ e (B (Bt = 0

7

Dois sinais discretos, [n] e xQ[n], dizem-se sinais ortogonais,

num intervalo [ny, 1y, se 0 seu produto interno for nulo

>y nJasfn] = 0

™

Obsetve a figura M4.1. A area sob a curva do
sinal y(t) = cos(t)sen(t) acima e abaixo do

eixo das abcissas € igual, ou seja, o produto
interno entre os sinais, x(t) = cos(t) e

z9(t) = sen(t) , no intervalo [~ 7, 7], dado por

Figura M4.2

/ cos(t) sen(t)dt , é nulo, pelo que os sinais

J -7

sa0 ortogonais no intervalo [— , 7r].

Observe a figura M4.2. A area sob a cutva do sinal y(t) = cos(t) cos(2t) acima e abaixo do eixo
das abcissas € igual, ou seja, o produto interno entre os sinais, x1(t) = cos(t) e xy(t) = cos(2t),

s
no intervalo [ 7, 7], dado por / cos(t) cos(2t)dt , é nulo, pelo que os sinais sao ortogonais no
-7

intervalo [— , 7r].

© Prof. José Amaral M4 -2 Versio 3.0 « 06-04-2003



ANALISE DE SINAIS

b 1
| | | |
Um conjunto de n sinais continuos {yk (t)}, com k=12,...,n, == —T—- - RRREEEEEE
| | | |
| | | |
| | | |

. . l l L
ortogonais num intervalo [tl, tg], define um espago ortogonal S I T R S Lo ]

. » , | | | | | | | |

de sinais, sendo qualquer sinal continuo z(t) tepresentavel neste \ N P

| | | 7 | | i

espaco a menos de um sinal de erro z,(t) o T B

| | | | | | | |

n | | | | | | | |
a(t) =) apy(t) +a(t) R A T I I

| | | | | | | |

| | | | | | | |

Um conjunto de n sinais discretos {yk [n]}, comk=12,....n, sl L e
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

ortogonais num intetvalo [n1, ny |, define um espaco ortogonal
de sinais, sendo qualquer sinal discreto x[n] representavel neste

espaco a menos de um sinal de etro z, [n]

= Y gl + af

O erro quadratico médio da representacao num intervalo [t £
de um sinal continuo z(t), num espaco de sinais {yj,(t)}, é dado
por

1 'ty 2

c- / 22(1)dt

o =11 /4

- ty 1751 /tQ[I(t) ) ZZ:] kYK (t)rdt

13

O erro quadratico médio da representagio num intervalo
[ny,ny] de um sinal discreto z[n], num espaco de sinais

yi|n|;, € dado por
{weln]} p

c-—tyn [x[n] =D Wk [nﬂ 2

N9 — M

E possivel demonstrar que os sinais sen(nwt) e

sen(mwt), com n e m inteiros, e diferentes

entre si, sao ortogonais em qualquer intervalo
[t1, t + 27/w]. Assim sendo, e considerando

w=1 e t; =0, os conjunto de sinais
{sen(kt)} define um espaco ortogonal de sinais
no intervalo [0, 27r], pelo que, considerando
pot exemplo o sinal z(tf) que se mostra na

fioura M4.3, e n =7, podemos tepresentar
z(t) no intervalo [0, 27] a menos de um sinal

de etro z(t): z(t) = lezl ay, sen(kt) + z,(t).
A figura  M44  mostra o  sinal

© Prof. José Amaral M4 -3 Versio 3.0 « 06-04-2003



ANALISE DE SINAIS

y(t) = 22:1 ay, sen(kt) e a figura M4.5 mostra

o quadrado do erro cometido || 1 i S 4: S 4: 77777
2 92 S I T T
z(t) = (a(t) - y(t)). PR N S
,,,,, b ]
De modo a minimizar do erro quadratico médio da representagao R o e R e e
de um sinal continuo x(t) num espaco de sinais {y(t)}, os : T S A A
coeficientes 6ptimos, ay,, sao dadospor I I IIITFHTT‘”TTT”TT»
10 15 20 25 30
ty .
/t x(t)y (t)dt Figura M4.7
_ 1

O = t . 15 : R

iy (t)dt | AT
14 Lo | | R A
De modo a minimizar do erro quadratico médio da representagio o5k — ,i, I ,i __ ,i __ 3, __ i, _ ,i, _ ,i, _ ,i __]

de um sinal discreto z[n], num espaco de sinais {yk [n]} , 08 : A

coeficientes 6ptimos, ay,, sao dados por - S I

n. | | | | | | | |
> talnlyiln] J T T A I

ap = _— l I A

L | | | | | | | |

S yinkiln] IR EEEEREN
1 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Para os coeficientes 6ptimos, o erro quadratico médio da Figura M4.8

representacao num intervalo [t1, 5] de um sinal continuo z(t),

num espaco de sinais t);, € dado por . .
pac to (0} p Note que na expressao dos coeficientes
optimos o numerador cotresponde ao produto
t) ) . - e
2 no9 2 interno entre o sinal a representar e os sinais de
/ 22 (t)dt - ZH ak/ lyp (1) dt P ¢
4 = t base que definem o espago de representagao,

1
C =
b=t
) . ) . sendo portanto uma medida de semelhanca do
Para os coeficientes optimos, o erro quadratico médio da = inal com cada um dos sinais base. O

representacao num intervalo ["17 ”2] de um sinal discreto .r[n], denominador corresponde a enetgia de cada
num espaco de sinais {y;[n]}, é dado por um dos sinais base, tendo apenas a fun¢io de
normalizar os valores dos coeficientes. Se os
C - 1 [ nsz[n]— Zn a2‘ [n]‘2:| sinais base tiverem norma unitaria, ou seja, se
ny —my n k=1 Y 1Yk forem versores do espaco que deﬁr_lem, o
denominador tem valor 1, nao influenciando o

valor do coeficiente.

De modo a que a energia do sinal de etro no intervalo [0, 27r] , 0u, 0 que ¢é proporcional, o erro

2T
quadratico médio C = — / xg (t)dt seja o menor possivel, os coeficientes a; devem ser
m™J0

convenientemente calculados, sendo pata este exemplo aj = kl(] —cos(km)). A figura M4.6
T

mostra a evolugao dos coeficientes para sucessivos valores de k, no caso para os primeiros 20
coeficientes. A figura M4.7 mostra a evolucao do etro quadratico médio a medida que se vao
somando os sucessivos termos de y(t). A figura M4.8 mostra a aproximacio y(t) conseguida se
utilizassemos 100 coeficientes.

© Prof. José Amaral M4 - 4 Versio 3.0 « 06-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Exercicio 4.1
Considere o sinal
15 T T T T T
1 0<t<m o
g;(t): === T T n-— - - —a--T-—1
-1 mst<om N
conforme representado na figura M4.9. . 3 3 3 3 T 3 3 3 27171
a) Aproxime z(t) pelo sinal y(t) = asen(t) de i i i i i i i i i
modo a minimizar o etro quadratico médio no N R R
intervalo [0, 27]. ) | A A
b) Trace o grafico da evolucao do etro T A
2 4 o 1 2z 5 4 5 & 7 s

quadratico médio em func¢io do coeficiente de
semelhanca a .

9) Aproxime z(t) pelo sinal Figura M4.9

y(t) = Zijaksen(/ﬁt) de modo a minimizar

o etro quadratico médio no intervalo [0, 27].

d) Trace o grafico da evolucao do erro quadratico médio em funcao do nimero de coeficiente de
semelhanca.

a) Pretendemos determinar a na relacado x(t) = ay(t) + z.(t) de modo a minimizar o etro

quadratico médio no intervalo [0, 27 ]. Sendo os coeficientes Gptimos dados genericamente por

[ stowioar
ap = -

t .
/ Yy (t)dt

g}

Temos, para o exemplo em causa em que apenas existe um coeficiente e a funcao de base é real,

27

/ 2(t)y(t)dt
0
27

/ y2(t)dt

0

a =

Desenvolvendo a expressao resulta

21
/ (1) sen(t)dt

0 15— — ; ;
G o l o~
[ sen? ()it I 0 N I S
70 | | | | | | | |
m 2m osf | L N
[ sentydt - [“sen(tyat T N
_ 0 s | | | T | I 2m
m o DR N
| | | | | | [ |
4
Q l B A
S It o CHWALE
pelo que 1 R 1\')\/ L
I R A
4
x(t) ~ y(t) = — sen(t) Figura M4.10
s
© Prof. José Amaral M4 -5 Versio 3.0 « 06-04-2003



ANALISE DE SINAIS

no intervalo [0, 27]. A figura M4.10 mostra o grafico do sinal z(t) e da aproximacio y(t) no
intervalo [O, 271'].

b) O erro quadratico médio é dado genericamente por

t.
] / “22(t)dt

B t2 _tl 4

Temos entao para o exemplo em causa

L [t - ayteya

- o=t /4
1 2T

= — x —asen 2
= [ @(t) - asen(t)at

2m 27 o
= 2]7r[/ xQ(t)dt + a2/0 senQ(t)dt - Qa/ox(t)sen(t)dt}
2

0
1
=— 27 +a"m—8a)
2m

A figura M4.11 mostra a evolugao do erro
0.25

quadratico médio em func¢io do coeficiente de
semelhanca. Observe que a curva tem um 020 \
andamento quadratico (obviamente) com um /
minimo bem definido correspondente ao oz /
coeficiente optimo. Podemos vetificar o valor 02
do minimo do etro quadratico médio
0.21
1 }
e _ d. — (27 + a’7 — 8a) "
da  da\2m oo
= L (2@71' - 8) 0.18
271- 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7
Figura M4.11
dC &

f:032a7r—8:03a=£
a T

c) O problema ja foi abordado no Moédulo 2, nao tendo entao sido dada justificacao para a
expressio dos coeficientes ay, . Para aproximar z(t) pelo sinal y(t) de modo a minimizar o etro

quadratico médio no intervalo [0, 27| ¢é necessatio calcular os coeficientes Gptimos através da

expressao
ty *
| “xtewityar
ak = 7;2
Yy (t)dt
2]
temos entao
27
/ (t) sen(kt)dt
0
U = "or .
/ sen2(kt)dt
0

© Prof. José Amaral M4 -6 Versio 3.0 « 06-04-2003
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T 2m 5
/sen(kt)dt—/ sen(kt)dt ‘ i o T
_Jo " ol
" m oA
/ sen” (kt)dt | L R
0
1 cos(/mﬁ)‘27r - cos(kt)‘ﬂ} | o N 2w
_k T 0 e T R
- 7 : IR R
9 B e e e B it | el e Rl | B e
= — (1 - COS(k"Tr)) | | | | | | | |
b o asaadl 1
ou seja a0 1 2 3 4 5 6 1 s
0 kpar Figura M4.12
n =12 kimpar
0
logo
k=7
y(t) = Zk:] ay, sen(kt)
= —|sen(t) + 1 sen(t) + 1 sen(t) + 1 sen(t)
i 3 5 7
A figura M4.12 mostra comparativamente o sinal (t) e a aproximacao y(t) obtida.
d) Para os coeficientes 6ptimos o erro quadratico médio é dado por
C—L /thQ(t)dt—Zn agm
ty =t |/ k=1 kR
Sendo
g 2T
/QacQ(t)dt= dt = 2
t 0
e
.t2 "
my, = /t yr (D) (t)dt
1
21 9
:/ sen”(kt)dt = w
70 02 : ‘ ‘ \ \
° [ ] | | | |
: o === - T R R
Resulta entao e
1 R
n | | | |
C= 2= X e 0 S OO S O
1 n a;% 008 ————|————d4-————} - ——— i————J: —————
- _Zk:l? 006 - —— |- —— -4 - LT
) [ .
A figura M4.13 mostra a evolucao do erro 7Y M S A
quadratico em funcao do numero de termos ol . - ; - -
utilizados na aproximacao de z(t).
Figura M4.13

© Prof. José Amaral
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ANALISE DE SINAIS

Matiab 4.1

Resolva o Exercicio 4.1 recorrendo ao Matlab.

a) O coeficiente a pode ser determinado recorrendo ao calculo simbolico. Sendo

ly N T
_ /t] z(t)y” (t)dt i /0213(75) sen(t)dt
/to(t)y*(t)dt /27r sen2(t)dt

t 0

Temos, atendendo a que o sinal z(t) vale 1 no intervalo [0, 7| e —1 no intervalo [, 2n|,

>> syms t
>> f=sym('sin(t)")

£ =
sin(t)
>> an=int (f,t,0,pi)-int (£, t,pi, 2*pi)
an =
4
>> ad=int (f.72,t,0,2*pi)
ad =
pi

>> a=an/ad
a -
4/pi
>>
Calculado o coeficiente @ a representacio do sinal y(t) = asen(t) é trivial, correspondendo a

figura M4.10.

b) Sendo erro quadratico médio dado por

, 2m
o= / “(a(t) - aylt)2dt = - / (x(t) ~ asen(t))*dt

t2 - t] 4 2mwJo

Temos entao

>> syms t a

>>f=sym('sin(t)"');

>>C=(int ((l-a*sin(t)).”2,t,0,pi)+int((-1-a*sin(t))."2,t,pi,2*pi));
>>C=C/2/pi;

>>pretty (C)

pi -4 a+1/2 a pi

>>an=0.9:0.01:1.7;

>>Cn=subs (C,a,an) ;

>>plot(an,Cn);grid on;axis([0.9 1.7 0.18 0.25])
>>

O grafico resultante cotresponde a figura M4.11.
) A resposta a esta questao foi ja dada em Matlab 3.1 (pagina M3-8).

d) Para os coeficientes 6ptimos, o erro quadratico médio da representacao num intervalo [t1, 15 ]

de um sinal continuo z(t), num espaco de sinais {yk(t)}, ¢ dado por

1 ta 2 n 2
C = / z°(t)dt — a /
t2 - t] |: 4 ( ) Zk:l k

21

t

kau)?dt}

© Prof. José Amaral M4 -8 Versio 3.0 « 06-04-2003



ANALISE DE SINAIS
Para o problema em analise resulta, sem necessidade de recurso ao Matlab

ty 9 21
/ z(t)dt = | dt =27
J1, 0

e, ja calculado na alinea a),

2 9 2m 9
/ g () dt =/ sen” (kt)dt =
t 0

Temos entao

2
_ n ag
¢=1 ZE:k:] 9
, sendo que a;, foi previamente calculado na alinea c). Basta portanto fazer

N=7

Ck=zeros (1,N);

for i=1:N
Ck(i)=1-0.5*sum(ak(l:1i).72)

end

stem(k,Ck, 'filled"');

grid on

axis([1 N 0 0.2])

, obtendo-se o grafico da figura M4.13.

Uma dltima nota sobre o recurso a operagoes matticiais. Algum do codigo transcrito, e para que
seja. mais clara a sua funcionalidade, segue de perto as expressOes analiticas, recorrendo
desnecessariamente a ciclos for. Considere pot exemplo a obtencio da figura M4.12 em que se
representa

k=N
y(t) = o1 sen(kt)

Admita, para clareza de exposicao, que conhece a expressao dos coeficientes

a = %(1 ~ cos(kr))

Neste momento ja deve ser claro pata si que nao deve fazer

N=7

ak=zeros (1,N);

for k=1:N
ak(k)=2./(k*pi).*(l-cos(k*pi));

end

Mas sim

N=7

k=1:N;

ak=2./(k*pi).*(l-cos (k*pi));
Expressao que, alids, é uma tradugao directa da expressao analitica dos coeficientes ay,.
Consideremos agora o calculo de y(t). Provavelmente tera tendéncia para ctiar um ciclo for,
sendo até provavel que opte pelo calculo dos coeficientes a;, dentro desse ciclo, escrevendo algo

como

© Prof. José Amaral
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ANALISE DE SINAIS

N="7

t=0:0.01:2%pi;

ak=zeros (1,N);

yk=zeros (N, length(t));

for k=1:N
ak(k)=2./(k*pi).*(l-cos(k*pi));
yvk(k, :)=ak(k).*sin(k*t);

end
y=zeros (1l,length(t));
for k=1:N
y=y+yk(k, :);
end
ou
N=7

t=0:0.01:2*pi;
ak=zeros (1,N);
y=zeros (1l,length(t));

for k=1:N
ak(k)=2./(k*pi) .* (1-cos (k*pi));
y=y+ak (k) .*sin (k*t);

end

Note que pode fazer simplesmente

01:2*pi;

~ =2

= o

:0.
Ny
ak=2./(k*pi).*(1l-cos (k*pi))
y=ak*sin(k'*t);

A instrucao sin(k'*t) cria uma matriz em que cada linha vale sen(kt).
sen(t;) --- sen(t,)

sen(7t;) --- sen(7t,)

N k=N . ..
A expressao Z oy Gk sen(kt) pode, e deve, ser interpretada como um produto matricial

sen.(tl ) e sen?tn )

[al - a?]
sen(7ty) --- sen(7t,)

Recordando as regras de calculo matricial, facilmente reconhecera que do produto resulta um
vector de dimensao 1x n , em que o 1° elemento corresponde a

aj sen(ty) + -+ + ay sen(7ty)
o segundo elemento corresponde a

aq sen(ty) + -+ + a7 sen(7ty)

. . . . k=N
etc. Assim, com a expressao ak*sin (k' *t), obtemos o sinal desejado y(t) = Zk—l ay, sen(kt) .

© Prof. José Amaral M4 - 10 Versio 3.0 « 06-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Exercicio 4.2

Considere os sinais representados nas figuras
M4.14 a M4.16.

a) Determine o valor de a de modo a que os
sinais x1[n] e 29[n] sejam ortogonais.

b) Determine as componentes par e impar do
sinal z9[n].

¢) Represente z;[n/2].

d) Calcule a energia dos sinais [n], e ay[n].

e) Determine os valores dos coeficientes a; e
ay da expressao

a[n]= a2y [n]+ agzo[n]+ z,[n] de forma a

que a energia do sinal z, [n] seja minima.

a) Para que os sinais [n] e ay[n] sejam
ortogonais é necessatio que o seu produto
interno seja nulo. Por definicaio de produto
interno entre sinais discretos, temos

0

(miln] wy[n]) = ) o [n]ey[n]

n=—o

= Y lnles]

=(2x5)+ (2ax(-1))+(3x(-2))

+(-1x3)
<x1[nlx2[n]> =10-2a-6-3
=1-2a

logo <x] [n] 2y [n]> = 0 implica que

1-2a=0
a=0>5

b) Comecemos por representar x9[-n].

Obsetve a figura M4.17. As componentes par e
impar de um sinal z5[n] sio dadas por

Z9, [n] = wy[n]+ z5[-n]

L9 ["] =

pelo que, a partir das figuras M4.16 e M4.17,
resultam 0s sinais representados
respectivamente na figura M4.18 e M4.19.

¢) Queremos representar o sinal y[n] = 2[n/2].

Podemos simplesmente reconhecer que se
operou uma expansio de um factor 2 do sinal

z[n]
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura M4.14
z,[n]
20 20
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura M4.15
z,[n]
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura M4.16
6
5 T,[-n]
4
3
2
1
]
A
2
3
5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
Figura M4.17
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T T T L4 - T T T -
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Figura M4.20

[(85) + (2 (-2))]

aln]a,[n]

39
11

39

M4 -12

Temos entao
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Matlab 4.2

Resolva o Exercicio 4.3 recorrendo ao Matlab.
a) Para que os sinais x; [n] e zo[n] sejam ortogonais € necessario que

o0

le [n]ay[n]=0

n=-—o0

Atendendo aos graficos temos

>> syms a
>> x1=[1 3 2*a -2 2 2*a 3 -1];
>> x2=[0 0 0 0 5 -1 -2 3];
>> x=x1*x2"'
% =
1-2*a
>> a=solve (x)
a =
1/2
>>

o0
Note como Z x [n]xQ[n], sendo o produto interno entre os vectores, ¢ simplesmente calculado

n=—o

pOtxl*xZK

b) Recorrendo a funcao function [xp,xi,m] = xp_xi(n,x) esctita em Ficha M2 Exercicio 5

temos de imediato

>> n=-1:4;

>> x=[0 5 -1 -2 3 0];
>> [xp,xi,m] = xp xi(n,x);
>> [xp,xi,m] = xp xi(n,x)
Xp =
0 1.5 -1.0 -0.5 5.0 -0.5 -1.0
xi =
0 -1.5 1.0 0.5 0 -0.5 -1.0
m =
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
>> stem(m,xp, 'filled');grid on;axis([-4,4,-3,6]1);
>> stem(m,xi,'filled');grid on;axis([-4,4,-3,61);
>>

Os graficos resultantes podem ver-se nas figuras M4.18 e M4.19

) Recorrendo a fungao function [m,y] = transf n(n,x,a,b) esctita em Exercicios M2 Exemplo

2 temos de imediato

>> n=-5:5;
>> x=[0131-22123-1001];

>> a=0.5;

>> b=0;

>> [m,y] = transf n(n,x,a,b);

>> stem(m,y, 'filled');grid on;axis([-10,10,-3,61);
>>

O grafico resultante pode ver-se na figura M4.20.

d) Atendendo a defini¢ao de energia de um sinal discreto z[n]

£= Y |dn]?

n=—w

© Prof. José Amaral M4 -13
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Resulta de imediato, como se viu no Modulo 2,

>> x1=[1 3 1 -2 2 13 -1];
>> El=sum(x1l."2)
El =

30

>> x2=[5 -1 -2 3];
>> E2=sum(x2."2)

E2 =
39
>>
0 0
Note que F = Z‘m[nw = Zx[n]x*[n] corresponde ao produto interno do sinal por ele
n=-ow n=—w

mesmo, podendo ser simplesmente calculado por

>> El=x1*x1"'

El =
30
>> E2=x2*x2'
E2 =
39
>>

e) De forma a que a energia do sinal z, [n] seja minima, os coeficientes a; sao calculados pela

expressao
> alnluln]
%= T o ar 1
>, wiln]
Assim

> x= [002 03 0 2 0];
>> x1=[131-22 1 3 -11;
>> x2=[0 00 05 -1 -2 3];
>> al=x*x1"'/El

al =

0.4667
>> al2=x*x2"'/E2
a2 =

0.2821

. 0 .
Mais uma vez note que E a[nleg[n] cotresponde a um produto interno podendo ser
— 00

calculado simplesmente por x*xk'. Note ainda que o denominador da expressao dos coeficientes
corresponde a energia dos sinais de base, pelo que se nao repetiu o seu calculo, feito na alinea
antetior.
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Exercicio 4.3

Considere os seguintes sinais

() = 4m(t;1] - 4n(t;3) (%)

)

IS

tO tO

xq (t) = é tn(t_tO/Q)

o

z(t) = 4sgn(t — Q)H(t;?)

a) Determine o valor de ¢, de modo a que os 4

sinais x(t) e x9(t) sejam ortogonais. A 0 1 2 3 4
b) Calcule a energia dos sinais z1(t) e z9(¢).

©) Represente as componentes par e impar do
sinal x(t).

Figura M4.21

d) Calcule os valores dos coeficientes a; e ag

da expressio x(t) = ajzq(t) + agxo(t) + z.(t) ,(t)

de forma a que a energia do sinal z,(t) seja

minima.

A partir das expressoes analiticas, comecemos

por representar graficamente os sinais. As 0
tiguras M4.21 a M4.23 traduzem a evolugao dos

sinais nos intervalo [— 1, 5] .

a) Para que os sinais zq(t) e x9(t) sejam -1 0 1 2 3 4

ortogonais é necessatio que o seu produto Figura M4.22
interno seja nulo. Por definicao de produto
interno entre sinais continuos, temos

@(O.as(®) = [ i@ty ARENO

Vamos comecar por admitir 3  situacOes

possivets: 0<t, <2, 2<t, <4, e t,>4.

Para cada uma das situacoes, o sinal produto 0
z1(t)zo(t) tem a forma que se mostra nas

figuras M4.24 a M4.26.

E evidente a partir da representacao grafica que A 0 1 2 3 4
o produto interno, cotrespondente para cada
uma das hipéteses a area sob o sinal
representado, s6 pode anular-se para a hipotese
2<t,<4,jaquepara 0<t, <2 a area é totalmente negativa, e para ¢, >4 a componente

Figura M4.23

negativa é muito menor que apositiva.

Embora desnecessario, vamos ainda assim calcular analiticamente o produto interno para cada
uma das trés hipoteses.
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1.0<t, <2
n(®aa(®) = [ a(Ba(t)at
tO
:/ 8 Cayar
0 t,
tO
:—Q/ tdt
ty /0

tO
392 ¢2

ot 2

o 0

= —16t,
pata que z(t) e zo(t) sejam otrtogonais deve

ser 16t, =0, ndo existindo, como previmos,

solucao.

2.t,>4
O.ast) = [ mi@as(tiat
- / “8L gyt + / 4?4@5

0t, 2t,
2 4
_32 —/ tdt+/tdt
t, 0 2
2 4
32|
to| 2], 2|,
:Q(—2+8—2)
tO
_ 128
t

o

pata que z(t) e z9(t) sejam otrtogonais deve
ser 128/t, =0, nao existindo, como previmos,

solucao.

3.2<t, <4

[ O.ant) = [ mi(@as(tiat

(o] (o)
i 2 t
_32 —/ tdt+ [ tat
ty 0 2
i 2 t,
_|_ ¢ ¢
to_ 20 2
2
_ 32 —2+t—°—2
t, 2

30

20

-20

-30

30

20

-20

-30

30

20

-20

t,< 2

N\

1 2

Figura M4.24

1 2 3

Figura M4.25

2<t,<4

-30

1 2 3

Figura M4.26
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pata que z1(t) e z9(t) sejam ortogonais deve ser

b) A enetgia do sinal z(t) é dada pela expressao
B = [ af
1= / o (t)dt

2
tO
:/[St]dt
Jo \ ¢t

o 8
tO
:%/ t2 dt s
t, 70
4
tO
6443 ,
=
ty 31, .
64
= ?to 2
128\/* 4
=22
3 R
para xo(t) temos
By= | :
o= [ wy(t)dt
o .
2 4
:/ (—4)2dt+/ A2dt s
0 2
4 2
=16/ dt
0 0
=164, )
=64
4

¢) Comecemos por teptesentat z(—t), o que é
trivial a partir da figura M4.21, e se mostra na
figura M4.27. As componentes par e impar de
um sinal continuo z(t) sio dadas por

v () = x(t) +2x(—t)
_x(t) —x(-1)
z;(t) = 5

pelo que, facilmente a partir das figuras M4.21 e
M4.27 resultam os sinais representados nas
figuras M4.28 e M4.29.

I I I
,,,,, N =)
5 .J@ “’: »‘2 »‘1 0 1
Figura M4.27
I I I I I I I I
I T . () R R N
IR G S S
s 4 s 2 4 o 1 2 3 4 s
Figura M4.28

Ty E

Figura M4.29
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d) De forma a que a enetgia do sinal z.(t) seja minima, os coeficientes a;, sio calculados pelas

expressao

Temos entao

Il
—
>
w | oo
|
I\D‘oﬂw
[\
~—
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Matlab 4.3

Resolva o Exercicio 4.3 recorrendo ao Matlab.

A partir das expressoes analiticas, comecemos por representar graficamente os sinais, recorrendo
ao calculo simboélico.

syms t tO

x=sym('4*t* (Heaviside (t) -Heaviside (t-2))-4* (Heaviside (t-2)-Heaviside (t-4))")
x1=sym('8/t0*t* (Heaviside (t)-Heaviside (t-t0))"')

x2=sym (' (4* (-1+2*Heaviside (t-2)))* (Heaviside (t)-Heaviside(t-4))")

tg=-1:0.01:5;

xg=subs (x,t, tqg);

figure (1) ;plot(tg,xg, 'LineWwidth',2);
grid on; axis([-1 5 -4.5 8.5])

xg=subs (x1,t, tqg);
xg=double (subs (xg,t0,2.9));

figure (2);plot (tg,xg, 'LineWidth',2);
grid on; axis([-1 5 -4.5 8.5])

xg=subs (x2,t, tqg);

figure (3);plot (tg, xg, 'LineWwidth',2);

grid on; axis([-1 5 -4.5 8.5])
Obtemos assim as figuras M4.21 a M4.23, que traduzem a evolucao dos sinais no intervalo [— 1, 5}
(arbitrou-se ty = 2.9 com meros objectivos de representacao.). A determinacio de t; a partir das

expressoes acima definidas para cada um dos sinais ¢ um problema demasiado genérico para que
se possa encontrar uma solugao por recurso ao calculo simbolico. Nomeadamente é incontornavel
o desconhecimento de Heaviside (t0). F por isso necessatio subdividir o problema nas 3 situacoes
posstveis;, 0 <t, <2, 2<t, <4,et, >4, tal como foi feito no Exercicio 4.3. Prosseguindo a

partir dai temos

1. 0 <t, <2.Nesta situacio z(t)zo(t) = —4z1(t) pelo que o produto interno resulta
00 00
/ 2 (Do () dt = / — 4y (1)dt
int (-4*x1,t,-inf, inf)
ans =

-16*t0

, pelo que nao existe possibilidade do produto interno se anular.

2. t, >4 . Nesta situacao resulta para o produto interno
° 2 8t 48t

/ 2 (o (£)di = / St (_4)dt + / Sty dt
J —oo 0 t, J2 t,

int(sym('-32*t/t0'),t,0,2)+int (sym('32*t/t0"'),2,4)
ans =
128/t0

, pelo que nao existe possibilidade do produto interno se anular.

3. 2 <t, <4 .Nesta situacao resulta para o produto interno

00 2 °
[ 1(tyma(te = ./0 %(-4)51“ / 8t

J = o J2 1,
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r=simplify (int (sym('-32*t/t0'),t,0,2)+int (sym('32*t/t0"'),2,t0))

r =
16* (-8+t0"2)/t0
solve (r)
ans =
[ 2*%27(1/2)]
[ =2*27(1/2)]

A raiz positiva constitui solu¢ao do problemas proposto. Temos entao ¢y = 2\/5 .

b) As energias dos sinais sao triviais de calcular a partir da definicao

x1=sym('8/sqrt(8) *t* (Heaviside (t)-Heaviside (t-sqrt(8)))"');
x2=sym (' (4* (-1+2*Heaviside (t-2))) * (Heaviside (t)-Heaviside (t-4))"');
El=int (x1.72,-inf,inf)
El =
128/3*27(1/2)
E2=int (x2.72,-inf, inf)
E2 =
64

) A representacao das componentes pat e impar do sinal x(t) € trivial a partir da definicao

syms t tO

x=sym('4*t* (Heaviside (t) -Heaviside (t-2))-4* (Heaviside (t-2)-Heaviside (t-4))")
xf=subs (x,t,-t);

xp=(x+xf) /2;

xi=(x-xf)/2;

tg=-5:0.01:5;

xg=subs (xp, t, tg);

figure (1) ;plot(tg,xg, 'LineWidth',2);
grid on; axis([-5 5 -4.5 8.5])

xg=subs (xi, t, tqg);
figure(2);plot (tg,xg, 'LineWidth',2);
grid on; axis([-5 5 -4.5 8.5])

Obtemos assim as figuras M4.28 e M4.29.

d) A partir da definicao dos coeficientes temos de imediato

syms t tO

x=sym('4*t* (Heaviside (t) -Heaviside (t-2))-4* (Heaviside (t-2)-Heaviside (t-4))")
xl=sym('8/sqrt (8)*t* (Heaviside (t)-Heaviside (t-sqrt(8)))"');

x2=sym (' (4* (-1+2*Heaviside (t-2)))* (Heaviside (t)-Heaviside (t-4))"');

al=int (x*x1,t,-inf,inf) /E1l

al =

1/8
a2=int (x*x2,t,-inf, inf) /E2
a2 =

-1

Note a utilizagdo dos valores da energia calculados na alinea antetior.
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Demo 1: Ortogonalidade entre senos

E facil demonstrar que os sinais sen(nwgt) e sen(mwgt), com n e m inteiros e difetentes entre

s1, s20 ortogonais em qualquer intervalo [t1 b+ 27/ "-’0]-

Para que dois sinais, y;(t) e yo(t), sejam ortogonais no intervalo [t1, 5] 0 seu produto interno

deve ser nulo

[ uiow e =0

1

Devemos ter entao

b +2m/w
0= / sen(nwgt) sen(mwgt)dt
4
1 h+2m/w
= 5/ cos((n —m)wqt) — cos((n + m)wqt)dt
4

1 +27/wg

1{ L sen((n - mwgt) - sen((n+m)wot)}

2wy Ln—m n+m 4

E desnecessario desenvolver a expressao para vetificar que é nula. Como n e m sao inteiros,
entaio m—m e n+mtambém o sio, pelo que o valor dos senos em ambos os limites de
integracao ¢ igual, ja que é calculado em kwt,, e kwty + 2km , anulando-se mutuamente.

Concluimos assim que as funcdes sen(nwgt) e sen(mwgt), com n e m inteiros, e diferente

entre si, s3o ortogonais em qualquer intervalo [t t; + 27/wg .
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Apéndice 1: Espaco de vectores

Considere os vectores tepresentados na figura
M4.30. Como Vi e V3 sao colineares, qualquer
deles pode set especificado exactamente em funcao
do outro. Por exemplo, especificando V; em fungao

de V3, podemos escrever
V] = aV3

, em que a € um coeficiente real que pode ser
calculado se forem conhecidos os modulos dos
vectores V] e V3

vy
Sl
Vs

Se os dois vectores fossem iguais setia a = 1. Sendo
diferentes, a afasta-se tanto mais da unidade quanto
mais V; e V3 se diferenciarem. Neste sentido
podemos dizer que o coeficiente a ¢ uma medida
de semelhanga entre os dois vectores.

Considere os vectores Vi e V,. Temos agora uma

situacdo mais geral de dois vectores nio colineares.
Podemos ainda assim exprimir um em funcao do
outro

V] = aV2 + Ve

A solucao nao ¢é unica. Observe a figura M4.31.
Podemos escrever quaisquer das trés relacoes

Vl = GV2 + Ve]
Vl = bV2 + VeQ
Vl = CV2 + Ve3

E bvio da figura M4.31, e poder-se-ia demonstrar
analiticamente, que a primeira das relacoes, em que
V., € petpendicular a 'V, corresponde a situacao

em que o vector V., tem o menor modulo.

Figura M4.30

pd

1 Vel
aV, VvV,
Vl i ; Ve2
bV,
cV,

>

Figura M4.31

Interpretando o vector V,, como o etro cometido quanto pretendemos representar o vector Vi

em funcao do vector Vy , passaremos a designa-lo por vector de erro. Podemos concluir que na

representacao de um vector, Vy, através de outro, Vy, devemos, de modo a minimizar o etro

cometido, decompor V; em duas componentes: uma perpendicular a Vo, que constitui o vector

de erro; e outra segundo a direccao de Vy, que, por isso mesmo, é designada por componente do

primeiro vector segundo a direc¢ao do segundo.

Vl = GV2 + Ve

Observe a figura M4.32. Quanto menor for o vector de erro, maior sera a componente do
ptimeiro vector segundo a direcgio do segundo vectort, mais se assemelhando os dois vectores.
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M4 - 22

Versao 3.0 ¢ 06-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Se os vectores forem ortogonais a projec¢ao de um
sobre o outro é nula. O coeficiente de semelhanca
entre eles é nulo, a =0, nio podendo um ser

~ V Ve
representado em funcao do outro. Sendo € o y '
angulo entre os dois vectores, podemos escrever
aV. V, aV. A%
cos(0) = 2V ,sen(f) = Ve : :
i i
, logo, a componente de um vector segundo outro
pode ser expressa em funcio do angulo entre os dois
Ve
vectores V, 2
aVy| = [Vi| cos(8) )
) ) bV,
Ficando claro que no caso em que os dois vectores
nao sao colineares o coeficiente de semelhanca entre
eles, para além da relagio entre os modulos depende
também do angulo por eles formado
V4 Ve3
v _—1
= —‘ 1‘ cos(6) >
‘ 2‘ CV2
Recorde da cadeira de Andlise Vectorial que se Figura M4.32
define o produto interno entre dois vectores, V| e
V5, como
Vl . V2 = ‘V]HVQ‘ COS(O) ,
[Vl sen(g)
,em que 6 ¢é o angulo entre os dois vectores. Assim 0
sendo - >
[Vi]cos(g) V,
Vi -V, = aVy|[Vy
=aVy - Vy Figura M4.33

, pelo que podemos escrever o coeficiente de
semelhanca entre os dois vectores na forma

V-V,

=172 1
=N,V ©)

Considere a figura M4.34. Os vectores uy e uy

nela representados, por serem um conjunto de
vectores ortogonais de cardinal igual a dimensao do
espaco, diz-se um espago vectorial ortogonal. Figura M4.34

Qualquer vector em R? pode ser representado em
funcao destes dois vectores. Por exemplo, para o vector Vy sera

Vl = ‘/hvl.lX + Vlyuy

em que Viguy e Vi, u, sioas componentes do vector Vj segundo uy e u, trespectivamente.

© Prof. José Amaral
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Como vimos
V]z = Vl i
u, -uy
e
V2 -u
Vor = Y
Uy -Uy Figura M4.35

Porque uy e u, podem representar qualquer

vector em R2 , 0 espaco vectorial por eles definido diz-se um espago vectorial completo.

Admita agora que V; nao pertencia ao espaco definido por uy e uy, conforme se exemplifica

na figura M4.35. Nesta situacao V; s6 podetia set definido em fun¢io de uy e u, amenos de

y
um vector de erro

Vi =Viug +Viyuy + Ve

Para obter-mos um espago vectotial completo setia necessario um outro vectot, petpendicular aos
dois primeiros, u, ,

Vi =Vizu, + V]yuy +Viu,

com

Generalizando a um espaco n-dimensional, podemos dizer que, dado um espago vectorial
ortogonal completo {u,, },com m =12,...,n

0 ,i#j

u; -u; =

P i

, qualquer vectot, V , pode ser representado neste espago
V=V]u1 +V2U2 +...+V, u

n-n

sendo
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Apéndice 2: Espaco de sinais

Considere dois sinais reais, z1(t) e z9(t), e admita que quer exptimir z;(¢) em funcio de zy(t)

num intervalo [t1, £ ] através duma relacio do tipo

z1(t) = azy(t) + z(1)

de modo a que o sinal azy(f) scja o mais semelhante possivel 2 z(t), ou seja, de modo a

cometer o menor etro possivel. Por analogia com o espaco de vectotes podemos dizer que
procuramos o sinal colinear com (%) que melhor o aproxima. Sendo a fungéo de erro

e (t) = 21(t) — awy(t)

um critério para minimizar o etro cometido pela aproximacao no intervalo [t1, ty] seria o de

minimizar o erro médio cometido nesse intervalo

! / ® ()t

_t2_t1 ty

Na medida em que esta funcao pretende medir o custo da aproximacao, no sentido em que o seu
valor devera ser tanto maior quanto maior for o etro cometido na aproximacao, e portanto maior
o prejuizo (custo) de se fazer a aproximacao, vamos chamar-lhe fungéo de custo. Acontece que a
funcao de custo erro médio nao ¢ uma boa funcao de custo dado que os etros positivos cometidos
pela aproximacio no intervalo [t;, t5] contribuirdo para atenuar os erros negativos, resultando
num valor final do custo que nao traduz a desadequacdo da aproximacao escolhida. De modo a
evitar esta situacao podemos, por exemplo, avaliar o quadrado da funcao de etro, utilizando como
funcao de custo a funcao erro quadratico médio

L [P

t2 - t] J 1
Note que o que vamos fazer é minimizar a poténcia média do erro no intervalo [t1, t ]. Vamos

entao procurar o coeficiente de semelhanca entre as duas funcoes a aproximar que minimiza o etro
quadratico médio

L [ )ar

) ty—t1 /4
t
- [ (t) - any(0)
tr—t /1
Sendo que
< _y
da
implica

da\t, —t, /4,

d [ ! / "l (t)—azQ(t)]thJ 0

ou seja
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: /tzi[xl(t) —azy(t)Fdt =0

t2 — t] ty da
"t
[ @)+ a3 0) - 20 ()t = 0
t2 - tl t da
1 ty 92
/ (2022 (t) - 22 (o (1))t = 0
lo—1 /1
t t
2_1a [y~ [ a Bty | =0
lo—t1 | /4 It

entao o coeficiente de semelhanga 6ptimo, segundo um critério de minimizacao do etro
quadratico médio, é

/ tthl(t)xQ(t)dt

1

/ t%g(t)dt

b

Por analogia com a equacao (1) obtida pata os vectores

i V1 Vo
Vy -V,

definimos o produto intemo entre dois sinais z;(t) ¢ z5(), no intervalo [t;, £y |, como

ty
@(O.22(8) = [ "1 (sl

1
Resulta ainda por analogia, que dois sinais z1(t) e x4(t) sdo sinais ortogonais, no intervalo

[tl’ tQ], se

/ szl(t)xg(t)dt =0

1

Facilmente se deduziria que para o caso de dois sinais discretos, [n] e Ty [n], o coeficiente de
semelhanca 6ptimo, segundo um critério de minimizacao do etro quadratico médio, no intervalo
[n1,my ], ¢

ZZ 2y [nJeo[n]
S 23]

sendo o produto interno, no intervalo [n1, ny |, definido pot

a =

(e[} anln]) = 3 anrs[n]

Prossigamos com a analogia entre vectores e sinais. Uma vez que esta definido o produto interno
entre sinais, podemos agora definir um espago de sinais ortogonal. Considere-se um conjunto de
n sinais ortogonais {yk (t)} ,com k=12,...,n, num intetvalo [t1 , t2:|
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(i ®). (1)) = / "yt ()t = { 0 7y

G} m; 1=]

Para termos a garantia que qualquer sinal x(t) pode set representado neste espago este deve ser

completo, ou seja, nao podera existit nenhum sinal y, (¢) tal que

¢
/Qyo(t)ym(t)dt =0 ,m=12,...,n
t

Mt
dado que se tal se vetificar y,(t) é ortogonal a todos os sinais do conjunto {y; ()} e portanto
devera também ser considerado um elemento do conjunto. De qualquer modo, é sempre possivel

representar x(t) a menos de um sinal de erro

o(t) = a1y (1) + agys(t) + ... + apy, (t) + (1)

= ak(t) + 7 (t)

Minimizando o etro quadratico médio num intervalo [t1, 15 ]

azk{tz i t -/f[w(t) - ZL %yk(t)rdt] =0

1
9
Bak

by n 2 n
/t |:I2(t) + (Zk:1 akyk(t)) - Qx(t)zkzl akyk(t):|dtJ =0

resulta,

/ tQ[:c(t) - ZZI] akyk(t)} th] 0

4

9
8ak 4
Dado que todas as detivadas parciais em ordem a a;, de todos os termos que nao dependerem

deste coeficiente sao nulos, e todos os integrais de produtos cruzados de sinais de base de
diferentes indices, ja que por definicdo os sinais sao ortogonais, sao igualmente nulos, resulta
simplesmente

%(/ZQ[CL%?JI%(O - QI(t)akyk (t):|dt\] =0

pelo que os coeficientes 6ptimos, no sentido da minimizacéo do erro quadratico médio, sao
dados por

Admitido que o espaco de sinais {yj, ()} é normado, isto ¢, que

¢
/Qy,%(t)dt =my =1
. tl
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resulta simplesmente

o= ?x(z»yk(t)dt

= <$(t) » Yk (t)>

Para os coeficientes 6ptimos o erro quadratico médio é

c-, ]_tl / tZ[x(t) S akyk(t)]th

21

2 n 2 n
= » ]_ ; /t {;ﬂ(t) + (Zizl aLyy, (t)j - 2:6(1f)z:i:1 akyk(t)}dt

h
1 / t o /fz( n )2 /tQ n
= x=(t)dt + . .a )| dt— | 2z(t)y . a t)dt
— { O+ [0 awnto)| de = [“2(0Y " (e
atendendo novamente a ortogonalidade dos sinais de base, e substituindo os coeficientes pelo seu

4 1 b
valor Optimo, resulta simplesmente

_ 1 ty 92 n 2
C= Ty M ()t -y " akmk} ©)

Podemos considerar duas situacoes em que o etro se anula.

1. Se o espaco de sinais for completo entio o sinal é completamente representavel por uma
combinacao linear dos sinais de base

a(t) =), axye(t)

resulta entao de (6) que

B 9 noo9
/ x (t)dt:Zk:1 agmy,

3

que pata o caso do espaco ser normado é simplesmente

b oo noo9
/tlx (t)dt—zkzlak

ou seja

et =Y ok
i=1

2. Se aumentarmos indefinidamente o nimero de termos do somatério em (0) este podera
convergir para o integtal

ly

Zk:] atmy, =/ 22 (t)dt

G}

Diz-se nesta situagdo que a série converge em meédia. O sinal é entao completamente
representavel pela série infinita
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()= ay®)

Na situagdo mais geral em que os sinais sejam complexos, ha que ter o devido cuidado no
desenvolvimento analitico. Resumem-se seguidamente os resultados que se alcancariam.

Por analogia com o espago de vectores, definimos o produto intetno entre sinais num intervalo
[tl, 1y ] , como

ty .
(1) a(0) = [ " (1)

Mt

Considere-se um conjunto de 7 sinais ortogonais complexos {yk (t)}, com k=12,...,n, num
intervalo [t1, to ]

(yi(8),y,; ) = /t toi(t)y;(t)dt :{ 0 12j

m; ©=j

Este espaco otrtogonal de sinais diz-se completo se nao existir nenhum sinal y,.(t) tal que

"ty *
/ Y(y,t)dt=0 ,m=12,...,n

1

Qualquer sinal x(t) é representavel neste espago a menos de um etro

a(t) =) agyp(t) + (1)

em que os coeficientes 6ptimos, no sentido da minimizacao do erro quadratico médio, sao dados

por

[ty

3

ak = %7
/ ykyk (t)dt
]
Se o espaco for normado e completo, entio

(Ol =Y mak
k=1
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Exercicios V4

Considere os seguintes sinais

xy[n]= —26[n + 2] - 26[n + 1]+ 26[n — 1]+ 26[n - 2]

IQ[?’L] = 5[71 + 1]+ 26[71] + 5[11 - l]
x[n] = —5[n + 2] + 25[72] + 6[72 - ]}

a) Represente os sinais.

b) Verifique se os sinais [n] e a9[n] sio
ortogonais.

¢) Calcule a energia dos sinais [n] e zo[n].

d) Represente as componentes par e impar do
sinal 2[n].

e) Determine os valores dos coeficientes a; e

ay da expressao

zn] = ayaq[n]+ agzyn]+ x.[n] de formaa
que a energia do sinal z, [n] seja minima.

f) Calcule a energia do erro x.[n] nas condicoes
da alinea anterior.

o) Represente [2n - 6].

a) A partir da representacao analitica temos

n=[-3-2-1012 3];

x1=[ 0 -2 -2 0 2 2 0];

x2=[ 0 0 1210 0];

x =[0-1 02100];
figure(l);stem(n,x1,'filled")
grid on; axis([-3 3 -3 4])
figure(2);stem(n,x2,'filled")
grid on; axis([-3 3 -3 4])
figure(3);stem(n,x, 'filled")
grid on; axis([-3 3 -3 4])

Os sinais mostram-se nas figuras M4.36 a M4.38

b) Atendendo a definicao deve ser

>y Jagfin] = 0

™

podemos vetificar que o produto interno é nulo

>> x1*x2!
ans =

0

) A partir da definicao

p= Y |dn]?

n=—w

I R

| | | | |
| | | | |
***** -4+ - == |-— === == — 1
| | | | |
| | | | |
77777 |- - 1 L R - -
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | \‘
hd | |
| | |
| | |
777777777 [ el A
| | |
| | |
-—-—- - = = -t - =A== = -4
| | | | |
| | | | |
1 | 1 | |
3 2 1 0 1 2 3
Figura M4.36
| | | | |
| | | | |
77777 e B el i B |
| | | | |
| | | | |
,,,,, Il 1 __ [
| |
| |
|

riii"iiii\ | | ’7777<

| | | | |

| | | | |
77777 £ e e |

| | | | |

| | | | |
77777 -t - — == —— 4 — = — — 4

| | | | |

| | | | |

1 | 1 | |
3 2 1 0 1 2 3

Figura M4.37

| | | | |

| | | | |
77777 e B el i B |

| | | | |

| | | | |
,,,,, Il 1 __ [

| |

| |

|

3 2 1 o 1 2 3
Figura M4.38
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, a energia dos sinais 21 [n] e z5[n] é

4 ; ; ; ; ;
| | | | |
| | | | |
5> El=x1*x1" e R e S
El = | | | | |
16 R R R SRR IEEEREEEE
>> E2=x2*x2" ! ! !
| | | |
E2 = i i S M T T
6 | |
“”""i”"’l"”’\ ——Af—fAf——ri—————o
d) Recorrendo a funcao function [xp,xi,m] = 1 ! 1 : 1 \
. . P Ll £ e e |
xp xi(n,x) escrita em Ficha M2 Exercicio 5 | | | | |
- . . | | | | |
temos de imediato 2p - e Rt
| | | | |
) ) 3 I I I I I
[xp,xi,m] = xp xi(n,x); 3 2 -1 0 1 2 3
figure(4);s;em(m,xp,‘filled'); fﬁgura M4.39
grid on; axis([-3 3 -3 4])
figure (5);stem(m,xi, 'filled"');
grid on; axis([-3 3 -3 4]) 4 T T T T
| | | | |
| | | | |
Os graficos resultantes podem vet-se nas figuras o e
M4.39 e M4.40 N o4l
l l l l l
. . P L S N A SO |
¢) De forma a que a energia do sinal z.[n] seja ! \ \ \ \ |
| | |
minima, os coeficientes a;, sao calculados pela l l > T T
- I I I
expressao Lo I B IS N
l l l l l
0 2 - — — T
Y7 alnleg[n] o
ak = 3 | I I I I
ZOO 2[ ] 3 2 -1 0 1 2 3
i |n
o Uk _
Figura M4.40
Assim
>> al=x*x1'/El
al =
0.2500
>> a2=x*x2'/E2
a2 =
0.8333
f) Sendo w[n]=a[n]-(a121[n]+ aszy[n))
temos 4 T T T .
| | | | |
| | | | |
O B e e B
>> xa=al*xl+a2*x2; | I I |
>> xe=x-xa; Lo R R G
>> Ee=xe*xe' | | |
Ee = B I S S AN R
0.8333 : : : :
| | | |
N ~ 0 *
© Recotrendo a funcio function [m,y] = l H l l
transf n(n,x,a,b) esctita em FExercicios M2 A - R S
. . | | | |
Exemplo 2 temos de imediato \ | | |
2 - — — e T
| | | | |
[m,y] = transf n(n,x1,2,6) 3 : : : :
figure (6);stem(m,y, 'filled'); 0 1 2 3 4 5 6
grid on; axis ([0 6 -3 4]) k
Figura M4.41

O grafico resultante pode ver-se na figura
M4.41.
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. . .. I | | I
Considere os segulntes sinaits : : : :

wl[n]:i25[n—4—k] R

R R
| | | |
] N B
| | | | | |
| | | | | |
© 3 geecesecccseccesecses vecccsy
zoln]= )" Y méln-m-10k] R
b= m=0
| | | | | | |
| | | | | | |
a) Represente os sinais. 2 a5 a0 5 o 5 10 15
b) Verifique se os sinais x [n] e [n] s20
1 2 .
. Figura M4.42
ortogonais.
¢) Determine a energia dos sinais [n] e
zoln]. A
d) Represente as componentes par e impar do e R R B R Er B
) Rep P par e imp A AR SR
sinal ,[n]. A IR U N R N S
e) Represente o sinal [Qn - 5] | | | | | : :
9P R R P P | S
| | | | | | |
a) A simplicidade dos sinais permite a sua I A R T |
representacdo a partir de uma conveniente 07 Te900000 - Tercccer — Tescsces oo
interpretacao das expressoes analiticas, nao WA I R
justificando a escrita de um codigo de Co o
representacao sistematico que seria 2 : : , : , , :
. . . -20 -15 -10 5 0 5 10 15 20
necessatiamente mais complexo. Assim o
primeiro sinal é obviamente constituido por 3 Figura M4.43

impulso unitarios (resultantes de k = [0, 1, 2]),

situados em n =4, 5, 6, todos de amplitude 2, ou seja, da expansao do somatétio resulta
zy[n] = 28[n — 4]+ 28[n - 5]+ 26[n — 6]

O segundo sinal tem um somatorio intetior de cuja expansao (para k = 0) resulta
zoa[n] = 08[n]+18[n — 1]+ 26[n - 2]+ 36[n - 3]

Da expansao do somatério exterior resulta a repeticio periddica deste sinal, com N =10,
havendo uma réplica, para k =1

z19[n] = 08[n = 10]+ 18[n — 1]+ 26[n — 12] + 36[n — 13]
etc.

Assim, podemos, por exemplo, escrever

N=10;

n=-2*N:2*N-1;
xl=[zeros(1,2*N+4) 2 2 2 zeros(1l,2*N-7)]1;
figure(l);stem(n,x1,'filled")
grid on

axis ([-2*N 2*N -2 4])

xb=[0 1 2 3 zeros(1l,N-4)];
x2=[xb xb xb xb];
figure(2);stem(n,x2,'filled")
grid on

axis ([-2*N 2*N -2 47)

De onde resultam as figuras M4.42 e M4.43 que traduzem o comportamento dos sinais no
intervalo n = [— 20, 20[.
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b) A conclusio de que os sinais sao ortogonais ¢ imediata uma vez que qualquer deles é nulo nos
pontos em que o outro toma valores nao nulos. Ainda assim, e atendendo a definicao

> ta[n]esln] =0

™

podemos verificar que o produto interno € nulo

x1*x2"'
ans =
0

) A partir da definicao

p= Y |dn]?

n=-o
, a enetgia do sinal xq(t) é

El=x1*x1"
El =
12

Sendo um sinal periédico, a energia do sinal
x9(t) éinfinita.

d) Recorrendo a funcao function [xp,xi,m] =
xp xi(n,x) esctita em Ficha M2 FExercicio 5
temos de imediato

[xp,xi,m] = xp_xi(n,x2);

figure (3);stem(m,xp, 'filled"');
grid on; axis([-2*N 2*N -2 4])
figure (4);stem(m,xi, 'filled"');
grid on; axis([-2*N 2*N -2 4])

Os graficos resultantes podem vet-se nas figuras
M4.44 e M4.45

©) Recorrendo a funcao function [m,y] =
transf n(n,x,a,b) esctita em Exercicios M2
Exemplo 2 temos de imediato

[m,y] = transf n(n,x2,2,5)
figure(5);stem(m,y, 'filled");
grid on;

axis([min(m) max(m) -2 47])

O grafico resultante pode ver-se na figura
M4.46.

L
— e
L __
[ ) |
L ‘
—e I
- ——r-—-

3

| |
| |
| |
1 1
0 5 10 15 20

14

| |
| | |
| | |
1 1 1
0 -15 -10 5 0 5 10 15 20

,_22
Figura M4.45
P i
I D S O I R R B R IR

| |

| |

| |

> -~ — e+

| |

| |

| |
oo °
e o o 23

| |

| |

| |

>4444
ol - - —
ol - — —
3
S

Figura M4.46
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Considere os sinais

z(t) = IOtH(t _3] '5)

y(t) = 5sgn(t - 1.5) H(t _31-5)

a) Represente os sinais.

b) Determine as componentes par e impar do
sinal y(t).
c) Calcule a energia dos sinais y,(t) e y;(t).

d) Determine os valores dos coeficientes a; e 6

ay da expressao i i 3
o(t) = a1y, (t) + a;y;(t) + 2. (t) de formaa

que a energia do sinal z(t) seja minima.

a) A partir das expressoes analiticas dos sinais ! ! }
x(t) e y(t), e recotrendo ao calculo simbdlico P N—— L —
l l l l

syms t t0 s R s Rl i e et
x=sym('10*t* (Heaviside (t) - ‘ : : :
Heaviside (t-3))") 5 | | | |
y=sym(' (5% (-1+2*Heaviside (t- K ° ! 2 2 4
1.5)))* (Heaviside (t)-Heaviside (t- .
3 Figura M4.48

tg=-1:0.01:5;

xg=subs (x, t, tg);

figure (1) ;plot(tg,xg, 'LineWwidth',2);
grid on; axis([-1 5 -1 311])

xg=subs (y, t, tg);
xg=double (subs (xg,t0,2.9));
(

figure (2);plot (tg,xg, 'LineWwidth',2);
grid on; axis([-1 5 -6 6])

Obtemos as figuras M4.47 a M4.48, que mostram a evolucio dos sinais no intervalo [ 1, 5]

b) A representacio das componentes pat e impar do sinal y(t), a pattir da definicao

t —t
1yt = X250
, ¢ imediata

yf=subs (y, t,-t);
yp=(y+y£f) /2;
yi=(y-yf)/2;

tg=-5:0.01:5;

yg=subs (yp, t, tg) ;s

figure (3);plot(tg,yg, 'LineWwidth',2);
grid on; axis([-5 5 -6 6]

yg=subs (yi, t, tg);
figure (4);plot(tg,yg, 'LineWwidth',2);
grid on; axis([-5 5 -6 6]
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d) A partir da definicao dos coeficientes

, temos de imediato

al=
al

az=
a2

Figura M4.50
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Ficha de Avaliacao M4

(N:[ [ [ | | [ Nome: [ Turma: [ [ [ |
Data limite de entrega 21-04-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —CEDET)

Grupo C

Exercicio 1
Considere os seguintes sinais

z[n]= ik&[n—k] zon]= i&[n—k]

2

z[n]= Z (1-2k)68[n - k]

k=2

a) Represente os sinais.

b) Verifique se os sinais [n] e 4[n] sio ortogonais.

¢) Calcule e represente as componentes pat e impar do sinal [n].

d) Determine os valores dos coeficientes a; e ay da expressio [n]= ajz1[n]+ agzq[n]+ z.[n]
de forma a que a energia do sinal z, [n] seja minima..

¢) Represente o sinal [3n — 4]

f) Calcule e represente a convolucio entre os sinais 21[n] e x5[n].

Grupo B

Exercicio 2
Considere os seguintes sinais

o(t) = 4{11[75—;;/2] - H[t - g’ja“)/ 2)]

(1) :1OtH(t_31'5] 2y (t) =5sgn(t—a)1‘[(t_31'5)

a) Represente os sinais (considere qualquer 1.5 < a < 3).

b) Determine o valor de @ de modo a que os sinais () e z5(t) sejam ortogonais.

) Determine e represente as componentes pat e impat do sinal z(¢).

d) Calcule a energia dos sinais z(t) e xq(t).

¢) Determine os valores dos coeficientes a; e ag da expressio z(t) = ajzq(t) + agxo(t) + z.(t)

de forma a que a energia do sinal z(t) seja minima.
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ANALISE DE SINAIS

Grupo A
Considere os seguintes sinais

dn]=1 sen[n Zj eifn]= 30 (1) ofn ]

a) Represente os sinais.
b) Verifique se os sinais x[n], z9[n] e 23[n] sio ortogonais.

¢) Determine os valores dos coeficientes a1, ay e a3 da expressao
a[n]= ey [n]+ agwsy[n] + agayn] + z.[n]

de forma a que a energia do sinal z, [n] seja minima..

d) Represente o sinal z5[2n — 2]
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