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ANALISE DE SINAIS

Espectro de sinais continuos

TOPICOS

Série de Fourier de sinais continuos periédicos

Transformada de Fourier de sinais continuos nio periédicos

Transformada de Fourier de sinais continuos periédicos

Espectro de um sinal continuo

Espectro de amplitude

Espectro de fase

a sequéncia da analogia entre vectores e sinais estabelecida no Médulo 4, ¢ analisada a
possibilidade de representacio de um sinal arbitrario por um conjunto de func¢oes de
base ortogonais, desenvolvendo-se o conceito para o caso patticular da representacao
de sinais continuos com base em exponenciais complexas. Introduz-se assim a Analise
de Fourier de sinais continuos petidédicos e nao petriddicos, apresentando-se o conceito de espectro
de um sinal continuo.
No Apeéndice 1 é deduzida a Série de Fourier de sinais continuos petiddicos, sendo apresentado o
conceito de espectro de um sinal. No Apéndice 2 é deduzida a Transformada de Fourier de sinais
continuos nao peridédicos, sendo o conceito estendido aos sinais continuos petiédicos no
Apeéndice 4.
Os conceitos relevantes sao apresentados em destaque no inicio do Moédulo, seguindo-se um
conjunto de exetcicios de aplicacao, em que se da énfase especial a utilizacaio do Matlab. Frise-se
por exemplo a opcao pela apresentacao de exemplos de calculo de TF (sem recurso ao Matlab) em
apéndice. Trata-se de uma area que exige um capacidade de manipulacio analitica e dominio do
calculo integral nao trivial, e cuja dificuldade é convenientemente superada pelo recurso a
biblioteca simbdlica do Matlab.
Chama-se a atencao para o facto de, tratando-se da analise de sinais continuos, se ter optado pela
utilizacio da biblioteca simbdlica em detrimento da analise numética. No Modulo 8,
nomeadamente apdés o desenvolvimento do conceito de amostragem de sinais continuos,
apresentar-se-ao0 as técnicas numeéricas alternativas e a devida analise comparativa.

Objectivos

No fim deste médulo o aluno devera :

Compreender o conceito de espectro de um sinal.

Saber calcular a SF de sinais continuos periédicos.

Saber calcular a TF de sinais continuos nao periédicos.

AWNa
Hinnn

Saber calcular a TF de sinais continuos periddicos.



ANALISE DE SINAIS

1. Série de Fourier

Qualquer sinal continuo z(t), petiddico de petiodo T, pode set

representado completamente através de uma Série de Fourier

(SF)

aft) =

0 .
Jkwt
Zk:—oo Cke

—o<t<o ke

, sendo os coeficientes da sétie

Ck

Ty /4

4 +15

a(t)e TRl gy WVt

Temos entao uma nova maneira de representar
um sinal periédico continuo. Para além da sua
representacao como uma funcao continua do
tempo, z(t), o sinal pode set representado pela
sua SF

® Jkwqt
Zk:—oo Cke

Ora esta funcao pode ser interpretada como
uma funcio discreta da frequéncia angular,
w=2nf, que assume valores apenas para
w =0t wg,t 2wt 3wy,... etc., valores esses
correspondentes aos coeficientes da série. Esta
representacao ¢ designada por espectro do sinal
x(t). Ao tepresentar um sinal periddico
continuo sua SF, estamos a

decompor o sinal nas suas varias componentes
de frequéncia.

através da

E imediato, a pattir da sua definicao,

1 ra+Th
Cy=— z(t)dt
o7/, (t)

, que C( representa o valor médio do sinal
z(t), ou

corresponde a componente dc do sinal.

seja, por outras palavras, Cj

Podemos representar o espectro do sinal
graficamente, tracando uma série equispacada
de riscas verticais, situadas em w = ikwo e
altura proporcional ao moédulo do coeficiente
C}. correspondente. Como os coeficientes C},

sao, em principio, complexos, o que significa
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ANALISE DE SINAIS

que pata além da amplitude (moédulo), tém
também uma fase (argumento), a especificagao
grafica de um sinal periédico continuo x(t)
através do seu espectro tequer que se tracem
dois graficos, um espectro de amplitude, em
que se tepresenta o modulo dos coeficientes C,
e um espectro de fase, cm que se representa o
argumento dos coeficientes C,.

Dado que
1 t+1¢ .
Cp=— ' Ox(t)e Thwat gt
TO J
e
1 t +1; .
C_=— s x(t)e]kwotdt
TO J

os coeficientes Cj, e C_, sao complexos

conjugados no caso em que os sinais sejam reais,
pelo que o espectro de amplitude de um sinal
continuo periodico real é uma fungciao par da
frequéncia e o espectro de fase é uma fungao
ou ‘C k‘ = ‘C _ k‘ (&

impar, seja

arg{Ck } =- arg{C,k }

A figura M5.1 mostra o sinal z(t) = sen(wgt)
,com wy =1, e o seu espectro de amplitude.

Note que da relagao de Euler

Jwot _ —jwgt
sen(wgt) = %
2j
= 0.5je /@0t — 0.5 e
™ LT

= 0.56]56_jw0t + 0.56_] 2 ¢ wot

¢ possivel reconhecer que sen(wgt) pode ser

escrito na forma de um somatoério da forma

Z Ckejkwot

, sendo imediato reconhecer que todos os
coeficientes sao nulos com excepe¢ao de

C_;1=05e 2 ;C;=0be 2

E este facto que esta traduzido na figura M5.1: o
espectro de amplitude mostra uma risca vertical
proporcional a0 moédulo de cada um dos
coeficientes, sendo no caso todos nulos com
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ANALISE DE SINAIS

excepcao dos coeficientes posicionados em
twq (= £1), que tém moédulo 0.5.

As figuras M5.2 a M5.4 mostram a evolugao no
tempo, durante um perfodo, de sinais continuos
petioédicos com petriodo fundamental idéntico
ao do sinal do exemplo antetior (TO = 271'),

assim como o0s tespectivos espectros de
amplitude. Note o surgimento de coeficientes
com valor significaivo a medida que o
comportamento do sinal do tempo se afasta da
evolucao sinusoidal. Note que o facto de todos
os sinais terem a mesma frequéncia fundamental
esta claramente traduzido na existéncia de duas

riscas de maior amplitude em wq e —wy.

Podemos reconstruir os sthais com base nos 21
coeficientes calculados

10 ikwnt
x(t) = Zk:qocke] “o

As figuras M5.5 a M5.8 mostram o resultado
dessa reconstrucao. Note como no 1° caso a
reconsttucao € exacta, dado que os coeficientes

nao utilizados sao nulos, no segundo caso a Figura M5.6
reconstrucao ¢ muito aproximada dados que os
coeficientes nao utilizados sao de walor
desprezavel, mas no ultimo caso, pelo facto de
nao se considerarem as componentes de alta
frequéncia do espectto, o sinal é muito
deficientemente reconstruido, dada a existéncia
de zonas do sinal em que ha uma muito rapida
mudanca de comportamento.

Figura M5.8
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ANALISE DE SINAIS

2. Transformada de Fourier

A transformada de Fourier (TF) de um sinal contihuo nao
petiddico, z(t), também desighada por transformada directa de

Fourier, ¢ representada por X (w), sendo dada por

X(w) = /: 2(t)e e

A relacao

1

z(t) = E/OO X(w)etdw

—0

¢ designada por transformada inversa de Fourier de X(w). O

par de equacdes é designado como par de transformadas de
Fourier.

Nem todos os sinais tém TF. Nao sendo aqui
relevante o estabelecimento das condicdes de
existéncia, diga-se que estd geneticamente
dependente da possibilidade do calculo da
relacao integral que a define. Saliente-se o facto
de que a TF de um sinal continuo nio
periédico, z(t), € um sinal continuo da
frequéncia X(w). A TF do sinal X(w) ¢
designada por fungéo de densidade espectral,
sendo comum designa-la apenas por espectro
do sinal. X(w) ¢, em principio, um sinal
complexo, pelo que a sua especificacio grafica
requer que se tracem dois graficos, um espectro
de amplitude, em que se representa o modulo
de X(w) e um espectro de fase, em que se
representa o argumento de X(w). Note que a
reconstrucao em todo o seu dominio de um
sinal continuo nio petiédico requer a utilizagao
de exponenciais complexas de todos os valotes
de frequéncia.

A figura M5.9 mostra as TF das versoes de
energia dos sinais apresentados nas figuras M5.1
a M54, isto ¢ sinais que tém o mesmo
comportamento dos sinais periddicos  ai
apresentados, mas apenas num intervalo de
tempo cotrespondente a um petiodo, sendo
nulos fora desse intervalo.
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Figura M5.9
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ANALISE DE SINAIS

coeficientes da SF do sinal

=2my " Cpbw—kwo)=Y " Cp8(f-kfy)

35—
| | | | N [ | | | |
I I I LA A I I I
] i R e [ R e I T
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e . N . L, . | | | | ‘\ | I | |
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Ll 4L
R
| |
|
|
|
|
|
|

1 Ty/2 .
com Cj, = — x(t)e ket gy
Ty /-1y/2 e
R i
. R S 1y
Alternativamente a TF pode set obtida das amostras da TF de o I IR
. . , . L
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[
x(t) A e | 1 1 |
| | | RIRURAE | | |
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R ettt BB L S
| | | y I \‘\ | | |
= ZX 8(w — kwy) = ZX 8(f —kfy) I
b )= L
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A figura M5.10 mostra os graficos da TF dos 27”1”,1”,1,,MJL‘J‘,\,L,,L,L,L,,
sinais continuos periddicos considerados nos Lo :\“ M [
., . | | | | RN | | |
exemplos 3.1 e 3.2, constituida por impulsos de 1_5,,,:,,,:,,4‘,,4“3#,\‘4,w‘,r,,:,,,:,,j,,,
: A . Iz | |
Dirac localizados nas frequéncias multiplas da . H‘\‘ ‘\; Lo
A Ot B S O 0 O S _
frequéncia fundamental w, a que se sobrepOs a L T‘“\ i T
TF das versoes de energia de cada um dos osﬁjﬂjﬂjfﬁj”:\”\‘tﬁ”:”j”j”i
L. . B - | | AYl [ AR | |
sinais, vistas no exemplo 3.3, ficando assim clara Lo /T \ \i\ ‘w T I
5 /] LN A
a rela(}ao ?104 —1‘3 5 4 2 o 2 4 &6 1‘3

o

X, (w)b(w - kwgy)
SR

(em qualquer dos casos exemplificados
Ty =27). A comparagio com as figuras M5.1

a M5.4 esclarece a relacao X, (kwq) = ToC), .

Note que um sinal continuo periédico tem uma
representacio natural na frequéncia através de
um sinal discreto correspondente 208
coeficientes da sua SF. A TF desse mesmo sinal
¢ um sinal continuo desctito pelo somatério de
impulsos de Dirac situados nos multiplos da
frequéncia fundamental do sinal. A diferenca é
meramente formal, sendo que, naturalmente, a
informacao espectral contida numa e outra
descricao sao exactamente a mesma. No entanto, o tratamento de sinais continuos, periédicos ou
ndo, através da mesma fetramenta formal, TF, vais permitit que se deduzam relacOes
extremamente importantes nos proximos modulos, nomeadamente no que diz respeito aos
conceitos relacionados com a amostragem de sinais continuos.

Figura M5.10
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ANALISE DE SINAIS

Exercicio 5.1

Considere o sinal designado por trem de pulsos
rectangulares, descrito analiticamente por

(t) _ A kTO —T/QS t—kTO <kTO +’7'/2
= 0 caso contrario

,com k € 3, cuja evolucao temporal se mostra
na figura M5.11 para uma amplitude A =10 e
duty cycle 7/75 =1/8.

a) Determine a expressio da SF que representa
o sinal.

b) Represente o espectro de amplitude e fase do
sinal para um duty cycle /Ty = 1/4.

2
-4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000

Figura M5.11

¢) Comente as alteracdes verificadas no espectro do sinal quando se altera a componente dec do

trem de pulsos rectangulares.

d) Comente as alteracoes verificadas no espectro do sinal quando se procede a um deslocamento

no tempo do trem de pulsos rectangulares.

e) Comente as alteracOes vetificadas no espectro do sinal quando se diminui o duty cycle do trem
de pulsos rectangulares, mantendo constante o petiodo fundamental do sinal.

f) Admita agora que a duracao de cada pulso se mantém constante e que o duty cycle diminui em
resultado do aumento do petiodo do sinal. Comente as alteragOes verificadas no espectro do sinal.
@) Esboce os sinais resultantes da reconstrucao do trem de pulsos rectangulares a partir de um

numero finito de coeficientes da SF.

a) A SF do sinal é dada pela expressao

z(t) = Z::—oo Ckejkwot

em que os coeficientes C}, sao dados por

1 ra+To

=— x(t)eijkwotdt
Iy /4

C.

Fazendo t; = —7/2, resulta

T,—7/2 )
C = L a(t)e Rt gy
Ty J -7/2

= L 2 Ae~Tkwt gy
TO —T/2
T/2

A e—jkwot
— Jkwo Ty

77'/2

__ j]:;ﬂ— (e—jkwo'r/2 _ ejkwo'r/2)
A ejkaT/Q _ e—jkwo'r/2

Tk 2

A sen(kwg 7/2)
km

_ kwoTA sen(kw 7/2)
2km kwq 7/2
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ANALISE DE SINAIS

_ A1 sen(kw 7/2)

c R T
C T g2 T At Sl it R R
_ Ar sen(kw7/Ty)
AT | r LTV T T
:?SIHC k’Ti 04———:———:———:77 |-k 7777:,,,:,,,:,,,

0 0 [ | [ | | |

02— — - — O g - -1 |-F7-[ 11— - -t -1

st
pelo que oaf b ]

R AN N S A

26)= 2T sind o |t S B I T T
Ty —k== Ty
Figura M5.12
b) Pata um duty cycle 7/T; = 4 resulta
| N [ ese ]
AN gind k= |edRwot l o L
o= 4Zk——wsmc(k4]€ TR T e I R

TR A R P
As figuras M5.12 e M5.13 mostram o espectro 1 Lo o
de amplitude, como se viu representado através L R AL I S O B AR A |
de uma risca vertical proporcional ao médulo de Rt ST R R B
cada um dos coeficientes C}, posicionada, para Loonor Lo !

/) SR L U N L —
mais facil interpretacao, em funcao de k, assim TR L :
como o espectro de fase, com uma risca vertical ’3*”3*”3”7:”% ***** i”*i* ‘”T:”
proporcional ao argumento de cada um dos 0 8 6 4 2 0 2 4 & 8 10
coeficientes C},, posicionada em funcao de Figura M5.13

k (Para conveniéncia de representaciao fez-se

A=4)

¢) Quando se altera a componente dec do trem de impulsos, por exemplo adicionando a constante
B aosinal, y(t) = B + x(t), tesulta para os coeficientes

1 Ty—7/2 .
Cp=— [ " (B +a(t))e Pt as
TO -7/2
Ty—7/2 ) T,—7/2 )
e L/ a(t)e TFt gy
Ty J -7/2 Ty J-7/2
_ B To—T/Qe_jkatdt N At sen(kwg 7/2)
TO ,7—/2 TO k(doT/2
Como o integral
) S S S SO IS S R S
/To T2 bt gy o 1
J o LI S I I
se anula excepto para k = 0, resulta z,,,,i,,,i,,,,i, ,,,,,i,,,i,,,,i,,,
P I S N N O R P
At sen(kwq 7/2) 0 , N L
_TO ka’T/2 | | | | | |
Cp = o
B+<T k=0 o o
Ty 2 i Rt ety Rl il E T
-4000 730‘00 720‘00 -1 0‘00 0 1 0‘00 20‘00 30‘00 4000

As figuras M5.14 a Mb5.17 mostram o sinal

, Figura M5.14
y(t) = 0.6 + z(t) e respectivos especttos para e

© Prof. José Amaral
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A=4 e 1/T =1/4. Podemos concluit que a
alteracao do valor médio do sinal apenas afecta
o coeficiente Cj. A conclusio nao se aplica

apenas ao sinal em analise podendo ser deduzida
de modo mais geral para qualquer tipo de sinal.

A alteracao do valor médio de um sinal afecta
o coeficiente C’O da representaciao em SF

desse sinal, deixando inalterados os restantes
coeficientes.

d) Quando se procede a um deslocamento no
tempo do trem de impulsos, y(t) = z(t —t;),

resulta para os coeficientes

1 T+t —7/2 .
Ch = /1 a(t)e” Rt gt
0 4Hh-1/2
B A e—jkwot 4 +7/2
- jkaTO t—7/2
__ Aeijkwﬁt] (efjkaT/Q _ ejkwo T/2)
jk2m
logo

_ At sen(kwy 7/2) o Thoty
k TO ka T/2

Como se vé, os coeficientes C;. tém o mesmo
médulo mas a fase ¢é alterada
proporcionalmente a t; . Note que a alteracao ¢é

sua

petiédica dada a periodicidade da funcao
e Il Ag figuras M5.18 a M5.20 mostram o
sinal y(t) =z(t —t)) e respectivos espectros
pata A=4 e 7/Ty =1/4.

e) Sendo os coeficientes C} ~dados pela
expressao
C = ﬂsinc k-
Ty Ty

¢ evidente que a diminuicao do duty cycle do
trem de impulsos tem duas consequéncias:

1. A amplitude do espectro diminui, dado que
os coeficientes sao multiplicados por A1/Tj .
2. A densidade de riscas em cada lobo da sinc()

que envolve o espectto aumenta, dado que,
como ¢ evidente do argumento da funcao
sinc() , as tiscas estio equispacadas de 7/T}

A figura M5.21 mostra comparativamente as
alteracoes softidas pelo espectro de um trem de

0.5

-0.5

0.8

0.6

0.4

Figura M5.15

Figura M5.16
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Figura M5.18
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pulsos rectangulares em resultado da diminuicao
do duty cycle, respectivamente para 7/T; = 1/4,
1/8 e 1/16.

f) Sendo os coeficientes C) dados pela
expressao
C = ﬂsinc k—
Ty Ty

¢ evidente que quando a duracao de cada pulso
se mantém constante e o duty cycle diminui em
resultado do aumento do periodo do sinal, se
registam duas alteragOes no espectro:

1. A amplitude do espectro diminui, dado que
os coeficientes sao multiplicados por A1/Tj .

2. A densidade, na frequéncia, de riscas do
espectro aumenta, dado que as tiscas estdo
equiespacadas de 7/Tj, .

A figura M5.22 mostra comparativamente as
alteracoes softidas pelo espectro de um trem de
pulsos rectangulares em resultado da diminuicao
do duty cycle, respectivamente para 7/T; = 1/4,
1/8 e 1/16, em tesultado do aumento do

petiodo fundamental, com A =10. Pata tornar

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.4

ESLANSN

-0.2

. .
I I
I |
I I I I
S R
I I I I
I I I I
F1r " - 71777777
I I
|
I
I

Figura M5.19
T
L le
o 3 ® 4 2 o0 z ¢ & & 1
Figura M5.20

mais clato que em resultado da diminuicao da frequéncia fundamental, fy = 1/Tj , as tiscas do

espectro do sinal se registam pata frequéncias cada vez mais proximas umas das outras (multiplas
de f;), a representacao foi feita sobre um eixo de abcissas em que se representa a frequéncia. Se

fizéssemos crescer o petiodo indefinidamente, no limite, com 7}y a tender para infinito, terfamos

apenas um pulso rectangular, e as riscas do espectto estariam infinitesimamente proximas,
tendendo o espectro discreto para um espectro continuo na frequeéncia.

2) A reconstrucao do sinal a partir de um nimero finito de coeficientes da série exponencial de

Fourier

x(t) — Zzz_n Ckejkwot

conduz a uma aproximacao do sinal original, que sera tanto mais correcta quanto maior for o

numero de coeficientes. Sendo

C = ﬂsinc k-
Ty Ty

, com, por exemplo, A =4 e 7/T; = 8, resulta para os coeficientes

Cy = gsinc(O) =0.5000 C, = ?sinc(;j =0.4872

Cy = A sinc(Qj =0.4502
8 8
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Figura M5.21

etc.

0.3921

Y

— sing|

8

A

Cy =

Sendo

n jkwt
C. elFwo
k=—n T

Y

, resulta para o sinal reconstruido com um ndmero crescente de coeficientes

1. Apenas com Cj

I(t) = CO =0.5
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x 10

0.5

x 10

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Rijd

N

=

y

-0.2

pelo que

05 1 15
x 10'

Figura M5.22

25 -2

2. COm Co, C] e 07]

.’L’(t) = CO + Clejwot + C_leijwot
= 0.5+ 0.97 cos(wqt)

3. Com Co, C]: 0_1,02 € 0_2

1.5 -1

.’L’(t) = CO + Clejwot + C_leijwot + C26J2w0t + C’_2€7]2W015

= 0.5+ 0.97 cos(wgt) + 0.90 cos(2wqt)

-0.5

x(t) = ag + Z::1 (ay, cos(kwqt) + by, sen(kwgt)) = Cy + Z::1 2C, cos(kwqt).

etc. Note que as expressOes escritas sob a forma de uma série de co-senos correspondem a setie
trigonométrica de Fourier. Neste caso particular aj, = Cp, + C_j, = 2C, e b, = j(Ck + C,k) =0
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Figura M5.23

A figura M5.23 exemplifica o sinal reconstruido utilizando um numero finito de pares de

coeficientes, de cima par baixo e da esquerda para a direita, Cy e Cy mais 1, 2, 3,5 e 20, 50, e 100

pates de coeficientes.
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Matiab 5.1

Resolva a alinea a) e b) do Exercicio 5.1

recorrendo ao Matlab. 1 T .
[ ) [ ]
| |
Atendendo 2 definicao dos coeficientes da SF oo Lo
S i iR I e e I R
t+T ) | | | | | |
O = L [T et g
k T t | | | | | |
0 7
| to Nt
Temos para o sinal em causa o *‘Ilfi"**‘**‘”*‘ fllff"*”
Y| I N Y D TR Y8 SRR
] 7—/2 . | | | | | | | | |
Cp = [ gkt gy N IR B N B N B
TO' _7-/2 -10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

o . . Figura M5.24
Recorrendo a biblioteca de calculo simbolico

temos

>

syms A tau t TO
xb=sym('exp (-j*k*2*pi/T0*t) ") ;
Ck=(1/T0)*int (A*xb, t,-tau/2, tau/2);
Ck=simplify (Ck)
pretty (Ck)

Ck =

, que podemos reescrever na forma de uma sinc()

Cp = A sen(km 7/T}) _ At sen(km 7/Tp) _AT (kTJ

~—sinc
km jb kﬂ'T/]b Jb 0
b) Ja que sabemos que os coeficientes C}, sao dados pela expressao acima, podemos abandonar o

calculo simbdlico e recorrer ao calculo numérico, contornando assim o inconveniente de ter de
calcular

lim A sen(km 7/T})
k-0 km

Assim, e considerando A =4 e 7/T; =1/4, temos C), =sinc(k/4), pelo que podemos fazer

simplesmente

k=-10:10;
Ckg=sinc(k/4)
figure(l);stem(k,Ckg, 'filled');grid on

pata obter o grafico relativo aos primeiros 20 pares de coeficientes, como se mostta na figura
M5.24. Note que, nao sendo conhecido Tj, nao é possivel dispor os coeficientes em funcao da
frequéncia. Sabendo que cada um dos coeficientes existe para um multiplo da frequéncia
fundamental, ou seja 0+ w( + 2wy = 3wy ..., podemos considerar que ao eixo horizontal da
figura M5.24 cotresponde uma escala da frequéncia normalizada w/wg = f/f , e interpretar
convenientemente o posicionamento das tiscas na frequéncia..

Note que, porque no caso em analise os coeficientes so reais, foi possivel descrever o espectro do
sinal recorrendo ao tracado de apenas um grafico. No caso mais geral serd necessatio tracatr o
espectro de amplitude e o espectro de fase.
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Matlab 5.2

Recorra ao Matlab para calcular as TF de sinais continuos nao periddicos deduzidas analiticamente

no Apéndice 3.

Calcule a TF do sinal continuo pulso rectangular centrado, de amplitude A e duragao T

2(t) = An(t]

T

Represente o sinal e respectivo espectro. Admita A =10 e 7 = 2 x 1073,

Recorrendo a biblioteca de calculo simbolico

syms A tau t

x=sym('A* (Heaviside (t+tau/2)-Heaviside (t-tau/2))"');

X=simplify (fourier(x))
X =
2*A*sin(l/2*tau*w) /w
pretty (X)

A sin(1/2 tau w)

Temos entao

X(w) = % sen(w 7/2)

= At sinc[*r wj
2

Podemos agora representar o sinal e respectivo
espectro

A=10; tau=2e-3;

xg=subs (x) ;

tg=linspace (-3e-3,3e-3,400);
xg=subs (xg, t, tg);

figure (1) ;

plot(tg,xg, 'LinewWwidth',2);

grid on; axis([-3e-3 3e-3 -2 12]1);

Redefinindo o objecto X(w) para evitar o

levantamento da indeterminacio na origem,
temos

X=sym('A*tau*sinc (tau*w/2/pi)");
Xg=subs (X) ;

wg=linspace (-1.5e4,1.5e4,1000)
Xg=subs (Xg,w,wg) ;

figure (2);

plot (wg,Xg, 'LineWidth',2);grid on;
axis([-1.5e4 1.5e4 -10e-3 25e-3]);

A figura M5.25 mostra o sinal e respectivo
espectro. Note que o tracado dos graficos
implica a redefinicao da funcao de Heaviside de
modo a que Heaviside (0) seja igual a 1. Note
ainda que, na maior parte dos casos, é mais
pratico fazer o tragado dos graficos recorrendo
ao calculo numérico a partir da expressoes
obtidas para as TF através do calculo simbolico.

I I I I
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| | | | |

10 - - - - [ T I A
| | |
| | |

8 —— —— ——-=q---- e F- ==
| | |
| | |
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| | |
| | |
| | !

4 | | i
| | |
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[ [ i e H e e
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0 -t -==-=
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2 ! L ! I I
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-0.005

-0.01
-1,

Figura M5.25
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Dado o caracter repetitivo do codigo destinado a obter os graficos dos sinais em analise, e por que
se julga que os exemplos vistos até aqui sao suficientemente genéricos, passat-se-a a explicitar o

referido codigo apenas quando se julgar que
introduz algo de novo.

Calcule a TF do impulso de Dirac de area A
x(t) = Ad(t)

Recorrendo a biblioteca de calculo simbolico

syms A t w
x=sym('A*Dirac(t)"');
X=simplify (fourier(x))
X:
A

Temos entao
Xw)=A

O tracado dos graficos é imediato, Por exemplo,
para A = 2.5 podemos fazer

xg=subs (x,A,2.5);

tg=-1:1e-3:1;

xg=subs (xg, t, tg);

figure(1);

plot(tg,xg, 'LinewWwidth',2);

grid on; axis([-1 1 -0.5 51);

hold on;

stem(tg(find (xg>0)),xg(xg>0),"'"~',"'
filled');

hold off;

A figuras M5.26 mostra o sinal impulso de
Dirac, x(t) = A6(t), com A =2.5, e respectiva
TF X(w)=A.

Calcule a TF inversa de um impulso de Dirac na
frequéncia, de area 2mA,

X(w) = 2w Ad(w)

Recorrendo a biblioteca de calculo simbolico

syms A t w
X=sym('2*pi*A*Dirac(w)"');
x=simplify (ifourier (X))
x =
A

Temos entao
z(t)=A

A figura M5.27 mostra o sinal constante no
tempo  x(t)=A e  respectiva TF

X(w) =2wAb(w)

2.5 2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Figura M5.26
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Figura M5.27
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Calcule a TF do sinal

z(t)=e u(t) ,a>0

Recorrendo a biblioteca de calculo simbolico

syms a t w
x=sym('exp (-abs(a)*t)
*Heaviside (t)'");
X=simplify (fourier(x,t,w))
X =
1/ (abs (a)+i*w)

Temos entao

X(w) = ], ,a>0
a+ jw

Note que desta vez a transformada obtida é uma
funcao complexa. O espectro de amplitude ¢é
dado por

1

a2 +w2

X (w) =

e o espectro de fase é dado por

arg{X(w)} = - arctan(wj

a

A partir destas expressoes podemos tracar
facilmente os respectivos graficos

a=0.5;xg=subs (X) ;

wg=-pi:0.01:pi;

xg=subs (xg,w,wqg) ;

figure(1);

plot (wg,abs (xg), 'LineWidth',2);

grid on; axis([-pi pi 0 2.5]);

figure (2);

plot (wg,angle(xg), 'LineWidth',2);

grid on; axis([-pi pi -pi/2
pi/21);

A figura M5.28 mostra o sinal z(t) = e u(t),

com a = 0.5, e correspondentes espectros de
amplitude e fase.

Calcule a TF do sinal.
z(t) = e u(t) — e%u(—t)

Recorrendo a biblioteca de calculo simbodlico

syms a t w

x=sym('exp (-

abs (a)*t) *Heaviside (t) -

exp (abs (a) *t) *Heaviside (-t) ') ;
X=simple (fourier (x,t,w))
pretty (X)

-0.2
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0.4
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Figura M5.28
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Figura M5.32

10

M5 - 18

Figura M5.31

e i i Ik it el sl L T e e e e e
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
T S N N | E PNY T S Sy A S
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
e ey H e e R I R A o e R B}
| | | | | | | [{p) | | | | | | |
| | | | | | | FNJ. | | | | | | |
| | | | | | | M | | | | | | |
[ | | | | | | | -° < [ | | | | | | | 1
| | | | | | | Ran) | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | .4“0 | | | | | | |
e e I A A F I I e e
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
(e W iy i 1 Fmdle el e d e md ke === =4
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
\\\,\\\,\\J\\\,\\,\\\,\\\,\\\Av I Sy Sy ) N Y BN |
N e - w e % - w & N e - w e w - W W
2 3 3 2 2 3 3 2
o < U ) v U g
m T g ZOa . [Slse] ZOa
g o 5 < _ = 4 O
~ O
0 m,em s =1 mérm
S 28 g . =3 228 g |
o oS I < A w2 o
Il % m ML o o ﬂw m o~ o~ 1l % m m
© 3 Y AN @ - = = 80"
< L = O.m = o~ — 2w O.m
B m m 2= = 9 [rs) ] 4 2= o
o O g B s /u\‘lm Do v g S
AEEEL < BE s 3EEEE
I 2w g . g g o 20 s o u g B g =
| =z 3 — O % — n o T O 17} pm rm
o 3| + T FFo g [ g 9 @ % oqua
I ™ — ) — - < £
a Vo m < . v o m
- ISR - -~ = Tg &8, J3 2858
L Powg % oy ey E 5 g5 £z 3 & Lz B
o . = ST - o ]
- I 2 1o g8 8 z @ SE =40 5 I 8 %8 <
_ S 2 S g 3 I g B -4 9 _ = KR &€ C
N 3 = o 8. — = L= 3 a9 E .
! Q Na? S 0 mo [ 4+ < s g & Q = w0 m
Nm VA < ..m A3 v 3 T ~— o 0 > ~m VA M M v I
= 3 5 g & & €38 Eoox c v § B
v By =98 8 « © g 0 KX v & g g3 &
g = I a"me ° .Pm S m g Mo m..m~m °
g = 2EE < ER: 5 & &gy
= < 8 g L& & ®) = 8 = < mcm a, - 2 ° 2 K

-10

© Prof. José Amaral



ANALISE DE SINAIS

Calcule a TF do sinal escalao unitario

0 ,t<0
u(t) =
1 ,t>0

Recorrendo a biblioteca de calculo simbolico

syms t w
x=sym('Heaviside (t)"');
X=fourier (x,t,w)
X:
pi*Dirac(w)-i/w

Temos entao

X(w) = 76(w) +
jw

A figura M5.33 mostra o sinal z(t) = u(t), e a

figura M5.34 o cortespondente espectro de
amplitude e fase.

Calcule a TF do sinal pulso triangular centrado

2(t)= A A(tj

T

Recorrendo a biblioteca de calculo simbdlico

syms t w tau A
x=sym (' (A+A*t/tau) * (Heaviside (
+tau) -Heaviside (t))+(
A*t/tau) * (Heaviside (t
Heaviside (t-tau))
X=simplify (fourier(x,t,w));

t
A
)

) 7

pretty (X)
X =
A (cos(tau w) - 1)
_2 __________________
2
tau w
Temos entao
1 - cos(wTt
X(w) =24 5 (wr)
wT
. w
= Arsinc?| =
2T
A figura M5.35 mostra o espectro do sinal para

A=2eT17=2.

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

| | | | | | |
L L L | | |
1'57\7777\77777\ 777777777 (I R I
| | | | | |
| | | | | |
1\ | | | | |
| | | | | |
05— — - L ___ o ___b____ [ T
| | | | | |
| | | | | |
oH-———+ == ==t - — — - l— — — —+ — — — -4
| | | | | |
| | | | | |
U] o B i Al Mty e e B
| | | | | |
| | | | | |
-17\7777\77777\ 777777777 (I R I
| | | | | |
| | | | | |
1'5\ | | T T T
| | | | | | |
_2\ L L 1 1 1 1
-3 2 1 0 1 2 3
Figura M5.34
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| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
35 — R
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
3Ir——l———l— = —=1— =4 - 4 -+-—+-—+—-——-—
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| | | | | | | | |
25 - T T T T T
| | | | | | | | |
3 R O DU [ S T I B
| | | | | | | | |
15 | | | | | | | | |
St e e e I e O 1 I R IR |
| | | | | | | | |
1= == — == — —/— — 4f— — 4 — — R A |
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Figura M5.35
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Exercicio 5.2

Calcule 2 TF de um trem de pulsos rectangulares

w0=Y" AH(t ~ kT j

T

Consideremos o pulso rectangular, z,(t), cotrespondente ao trem de pulsos rectangulares no

petiodo [— T0/2, Ty/ 2:|. A sua TF é dada, comos vimos, por

X (w)=Ar sinc(‘r ;]

U

Assim sendo, podemos de imediato dizer que a TF do trem de pulso rectangulares é

_2r
Ty

2T AT \—» w
= sinc| 7 — | 6(w — kw
i ot

s

X(w) =223 X, (w)6(w - kwy)

k=—0

, 0 que corresponde a um trem de impulsos de Dirac, posicionados nos multiplos da frequéncia
fundamental do sinal, modulados pela TF do sinal de energia coincidente com um petiodo do
sinal.

Calcule a TF de um trem de impulsos de Dirac.

2(t) = Z‘:}w AS(t — kTy)

Consideremos o impulso de Dirac, z,(t), cotrespondente ao trem de impulso de Dirac no

petiodo [~ Ty /2, Ty /2]. Como vimos, a TF de um impulso de Dirac é uma constante
X (w)y=A
Assim sendo, podemos de imediato dizer que a TF do trem de impulsos é

X(w) = ;ZZ:__OO X (w)é(w —kwy)

21 A o
= 7TO Zk:—oo (5(w — ka)

A TF de um trem de impulsos no tempo de periodo TO e area A é um trem de impulsos na

frequéncia de periodo w, = 27/T,, e area 27 A/T} .

Calcule a TF dos sinais
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Consideremos o sinal de energia, x.(t), cotrespondente ao sinal xq(t) = cos(wyt) no intervalo
[0, Ty ]. Os coeficientes da SF do sinal z,(t) sio

Ty /2 .
L= Lo .r(t)e_]kwotdt
Ty J-15/2
1 rT/2 .
=" cos(wqt)e ol gt
Ty J -1y)2
_ 1 B2 eIl 4 eIl o~ Thwot gy
Ty /12 2
1y/2 . 1,/2 .
:7] /O/ B*J(k’l)wotdt_F/ of 67](k+1)w0tdt
21 \/ -15/2 -T,/2

: {ej(kl)wot o ik Tt T{J/Q

=— +
2Ty | — 4(k =1 —j(k+1
0 i Jwg 3( Jwo T2

Dada a periodicidade da exponencial complexa, os integrais anulam-se excepto para k—1=0 e
k+1=0.Nestes caso temos

1 (T2 1 1 (T2 1
=—— dt =— 1 =— dt =—
2Ty J-1,)2 2 2Ty J-1,)2 2

1
Todos os restantes coeficientes sao nulos. Assim sendo, a TF resulta

TFlcos(wgt)] = 271'2::700 C. 6(w — kwy)

=mé(w + wy) + mo(w — wq)

= O+ fo)+ L 8(F - o)

Para o sinal z5(t) = sen(wyt) , temos, e ighotando algumas passagens na deducio, semelhante a

antetior

1 (T2 s

Cp =— sen(wqt)e Kol gt
Ty J-13/2
1 (T2 elwot _ g=jwoet

- %e Jkwot g1
Ty /-15/2 2]
To/2

1 { o dl=Dwot  =j(k+1)wot

2Ty [~k =Twy gk wo |

resultando agora

Clzi, 3C—]:_]7‘
2 2j

sendo os restantes coeficientes nulos. Assim sendo, a TF resulta

TF{sen(w,t)] =2y " C 8(w = kwp)

=7mjé(w+wq)—7TjO(w—wq)

(F + )+ 580 = )
J

s
25
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Matlab 5.3

Recotra ao Matlab para calcular as TF de sinais continuos petiédicos deduzidas analiticamente no
Exercicio 5.2.

Calcule a TF de um trem de pulsos rectangulares

w0=Y" An(t_kTOj

T

O recurso a biblioteca de calculo simbolico para o calculo da TF de sinais continuos petidédicos
especificados por somatorios, conduz na maioria dos casos a expressOes analiticas excessiva
complexas e desnecessatiamente complicadas de analisar. Para o exemplo em causa podetiamos
fazer

syms t k TO tau w

x=sym('A* (Heaviside (t+(tau/2)+k*T0)-Heaviside (t- (tau/2)+k*T0))"');

xp=symsum(x, k,-inf,inf);

X=simplify (fourier (xp,t,w))

X:

sum(-1*A* (exp (1/2*i* (tau+2*k*T0) *w) —exp (1/2*1* (-tau+2*k*T0) *w) ) /w, k = -inf
. inf)

, procedendo de seguida a simplificacao da expressao. E um trabalho absolutamente desnecessétio.
Uma vez que sabemos que a TF do sinal é do tipo

o

X =

S X (w)b(w — kwp)

k=—w

,em que X (w) éaTF do sinal de energia cortespondente a um petiodo

() = An(t]

T

, basta fazer

syms t tau w
x=sym('A* (Heaviside (t+(tau/2))-Heaviside (t-(tau/2)))"');
X=simplify (fourier(x,t,w))
X:
2*A*sin (1/2*w*tau) /w

, para ficar-mos a conhecer

X, (w) = At Sinc[*r “’j

Y

, de onde resulta de imediato

2TAT w
X(w) = E i — | 6(w — ki
(w) ) e SIHC[T 71-) (w — kwq)

Também a questao da representacao grafica deve ser abordada de modo pragmatico. A expressao
acima traduz um trem de impulso de Dirac (também designado por pente de Dirac’s) na
frequéncia

Z::_Oo 6(w — kwy)
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, situados nos multplos da frequéncia

fundamental wg, cuja area ¢ “modulada”
. N ~ . 10
proporcionalmente a TF da versao de energia
do sinal 8
2 oA ’
T TAT . w
X(w) c— X, (w) = sinc| T — .
TO TO 27'('
. w 2
o ATwg sinc| T —
2 o
Podemos entao fazer, BT E 05 0 05 1 15
x 10°
A=10;;T0=8e3;tau=T0/8;w0=2*pi/T0; 10+ : : : : :
w=-20*w0:w0/200:20*w0; I I I I I I
Xeg=abs ((2*pi/T0) *A*tau*sinc (tau*w gﬂf77‘ﬁ’7777*“’77T7"7ﬂ77‘”’T7777T
/2/pi)); TR Y
figure(1);plot(w,Xeg, 'r');hold on B L T B i N S
w=-20*w0:w0:20*w0; | | b \ | | |
Xg=abs ( (2*pi/T0) *A*tau*sinc (tau*w/ 6ﬂ****ﬁ*****ﬁ~7L*** T R
2/pi)) ;i ¢ A 1
stem(w(find (Xg>10*eps) ), Xg(Xg>10* [ [ v \ ! !
eps), ", fillea’);
hold off ]S -
grid on;axis ([-20*w0 20*w0 0 107]); | | I
27\777777777‘ 11T \7777T7777\7
| | | |
A figura M5.36 mostra um trem de pulsos “‘T{T” %4{ Mt \ﬁﬂ *%ﬂﬂ“
rectangulares de amplitude A =10 e duty cycle T T T o oo oo
7/Ty =1/8 e respectivo modulo da TF. _
Figura M5.36

Calcule a TF de um trem de impulsos de Dirac

2(t) = Z:}w AS(t — KTy)

Tendo em atencao os comentarios feitos no exemplo antetior

syms A t w

x=sym('A*Dirac(t)"');
X=simplify (fourier(x,t,w))
X:

A

Logo, é imediato que

X(w) = QTZ Y X ()b - kwy)

27 o
= A?Ozk:—w 5((4] - k:wo)

As TF dos sinais z(t) = cos(wgt) e z(t) = sen(wgt), sao imediatas

syms w t w0

X=fourier (sym('cos (wO*t)"'),t,w)
X =

pi*Dirac (w-w0)+pi*Dirac (w+w0)
X=fourier (sym('sin(wO*t)"'),t,w)
X:

—-i*pi*Dirac (w-wO)+i*pi*Dirac (w+w0)
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Apéndice 1: Série de Fourier de sinais continuos
periodicos

Série trigonométrica de Fourier (STF)

Como ficou demonstrado em Modulo 4 Demol, os sinais sen(nwgt) e sen(mwgt), com n e
m inteiros, sdo ortogonais em qualquer intervalo [t1, t + 27w ]. Pode ser demonstrado de
modo muito semelhante que os sinais cos(nwgt) e cos(mwgt), com n e m € 3, e distintos
entre si, sio também ortogonais em qualquer intervalo [t1, t; + 27 Jwy]. Pode ainda ser
demonstrado que o conjunto constituido simultaneamente por todos os sinais sen(nwgt) e
cos(nwgt), com ne3J, forma um conjunto ortogonal completo, {y;(t)}, num intervalo
[t, ty + Ty ], em que, pot conveniéncia de nota¢ao, fizemos 27/w( = Tj , podendo qualquer
sinal arbitrario z(t) ser representado no intetvalo [tl, t + TO] em termos desses sinais base

n

(1) =3 )

, sendo que, de modo a minimizar o erro quadratico médio, os coeficientes ay, sio dados por

1 +1h N
/t () (t)dt
1

U = t+Ty N
/t y (O (£)dt
1

Atendendo a que

b+ ; 1 t+Tp
/1 ’ sen? (kwot)dt = | — - sen(2kwt)
4 2 4]{7(./.10 '
1
t] + TO 1 t1
== 2kwy(t;y +Tp)) — —+ 2kwt
5 Thwg sen(2kw (t) +1p)) 2 ¥ Ty sen(2kwoty )
T, 1
= + sen(ty) —sen(ty + 4km
2+ e en(t) —sentty + 4k)
_To
2
,com k # 0. Atendendo a que
t +1¢
t +1¢ 17140
/1 OCOSQ(kat)dt o ! sen(2kwgt)
4 2 4]{0)0 ‘
1
t] + TO 1 t] 1
5 Thwg sen(2kw(ty + 1p)) 5 " i sen(2kwot)
) + (= sen(t;) + sen(t; + 4km))
2 dkwy ! !
_To
2

, com k # 0. Atendendo ainda a que, e distinguindo os coeficientes das fungoes co-seno dos
coeficientes das fungoes seno, passando a designar estes tltimos por by, ,
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t +1g
/ x(t) cos(kwqt)dt
4

= ity +1¢
/ s COSQ(k’th)dt
4
i+
_ 2 [ x(t) cos(kwqt)dt
TO 4

,comk#0,e

1 +T
/ x(t) sen(kwt)dt
4l

4+ T
/ sen? (kwot)dt
L&}

2 t +Ty

Ty /4

b, =

x(t) sen(kwqt)dt
,com k # 0. Atendendo finalmente a que

t+To
/ z(t) cos(0)dt
l

t+1¢
/1 OCOSQ(O)dt

GOZK

1 ru+Tp

s podemos entao dizer que qualquer sinal arbitrario :E(t) pode ser representado num intervalo

[t1, t; + T | em termos dos sinais sen (kwt) e cos(kwyt),
00
z(t) = ag + Zk:l (ay, cos(kwgt) + by, sen(kwyt))

, chamada representacido de :E(t) em Série Trigonométrica de Fourier (STF), sendo os

coeficientes
1 4 +1¢
ag = — s x(t)dt
TO 15
2 t +1¢ 92 t +1¢
ap = — s x(t) cos(kwqt)dt b, = — s z(t) sen(kwgt)dt
Ty /4 T /4

Atendendo as relaces gerais entre as funcoes seno e co-seno e as expressoes dos coeficientes,
podemos, alternativamente, escrever a STF do sinal z(t) no intervalo [t1 b + TO} na forma

x(t) = Z::O oy, cos(kwot +6,,)

com oy, = «/a]% +b]3 e 0, = —arctan(by, /ay, ).
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Considere-se um coeficiente C}, tal que ag = Cy, a;, = Cf +C_j, e by = §(C), = C_j ), ou seja
1 .
Co=ay ; Cp= 5(% - jby)
Substituindo os coeficientes a;, e b, na expressio da STF resulta

z(t) = ag + Z::1((C/f +C_;.) cos(kwgt) + §(C), — C_1. )sen(kwt))
=Cy + Z::1 (Ch(cos(kwqt) + jsen(kwgt)) + C_p(cos(kwqt) — jsen(kwgt)))
=Co+y - (Cpet™t 4 O et

0 .
_ Jkwyt
Zk:—oo Cke

Obtemos uma nova representacao da STF do sinal z(t) no intervalo [t1, t + Ty

a(t) = Zw Ckejkwot

k=—0

Sendo

1 .
Cy = 5(% - jbg)

t+1; 1+
12 / T () costhwgt)dt — 2 [ a(t) sen(kwyt)dt
2\ T,/ Tp /4,

t +1;
= TL s a(t)(cos(kwyt)dt — jsen(kwt) )dt
07t
t +1 .
= Ti s a(t)e ot gy
0’4

confirmando-se a hipotese

CO = (LO
't +T¢
= LT
Ty /4

Esta ultima representacao da STF recebe uma desighacao propria, sendo conhecida por Série
Exponencial de Fourier (SF), podendo ser deduzida, de modo alternativo ao que foi feito,

tomando como funcdes ortogonais de base o conjunto {ejkwot } Na verdade ¢ facil demonstrar

que o conjunto de sinais {eﬂwot }, com k =0, 1,£2,..., é ortogonal num intervalo [tl, t + TO}.

Como vimos, para que dois sinais, complexos, t) e t), sejam ortogonais no intervalo
para q P Y1 Y2 ] 3

[t1 , t2:| o seu produto interno deve ser nulo

[ uouso =0

1

Resulta entao
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L+Ty . .
0 :/ e]nwote ]mwotdt

Jy
t+Ty .
- / A
Jy
-1 eJ(n—mwgt h+To
Jjn —m)wg t
_ 1 [ej("—m)wo(IH +Ty) _ gi(n—mwot }
J(n —m)wy
_ 1 ej(n—m)wot] [ej(n—m)wOTO _ ]}
j(n —m)wy
_ ( 1 ) ej(n—m)wot] |:ej27r(nfm) _ ]:|
Jjn—m)wg
Com n e m inteiros /27" =1 , pelo que o integral se anula para n # m, como quetiamos

demonstrar. Para n = m temos

o+ Ty 4 +1h
/ eIn=mwit gy / dt
h 4

h+Ty

1

=t\

Pode demonstrat-se que o conjunto de sinais {e]kwot }, com k= 0,£1,£2,..., para além de ser

ortogonal num intetvalo [t1, 8, + Ty ]

w+T . 0 n#zm
<yn (t), Yo (t)> — / e](n m)wot dt = { i
4 Ty n=m

¢ ainda um conjunto completo, pelo que qualquer sinal arbitratio z(t) pode ser representado no

intervalo [t] b+ TO] em termos desses sinais base

z(t) = Z::ﬂo Cnejkwot

, sendo que, de modo a minimizar o erro quadratico médio, os coeficientes C}, sao dados por

t +Ty N
[ ettt
!

t +Ty "
[ i

1

4 +1p .

/ a(t)e Rt gy
_ ’h

T h+Ty iy

/ e]kwote ]kwotdt
. tl

1 h+Th

Ty /4

x(t)efjkwotdt

Jtal como tinhamos deduzido anteriormente. Como se viu, a série trigonométrica e a série
exponencial de Fourier podem ser entendidas como duas representacées da mesma série
sendo os coeficientes relacionados por
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ag =Cy Coy =ag
1 .
a, =Cp +C_y, Cy :5(%—]%)

by = j(C - C_4)

Dado que se trata de duas representacoes da mesma série, ¢ desnecessatio referir constantemente a
representacao em sétie trigonomeétrica e em série exponencial. Por ser mais util nos conceitos
apresentados nas seccOes que se seguem, passaremos a utilizar preferencialmente a série
exponencial, designando-a simplesmente por Série de Fourier (SF).

Embora qualquer sinal arbitrario x(t) possa ser tepresentado num intervalo [tl, t + TO] através
duma SF, fora desse intervalo o sinal pode assumir qualquer valor. Os coeficientes da sétie sao
calculados de modo a minimizar o etro quadratico médio da representacao dentro do intervalo,
ndo existindo fora do intervalo qualquer garantia de semelhanca entre o sinal e a sua série. No
entanto, se o sinal for periddico de petiodo T a representaciao do sinal, sendo valida no intervalo
referente a um petiodo, é valida em todo o seu dominio, atendendo a proptia definicao de sinal
petiddico e a petiodicidade inerente aos sinais de base que estao a ser utilizados

ejkwo(t+T0) (kwot+k2m)

— el

—e Jkwt

Podemos entao dizer que qualquer sinal continuo x(t), periédico de periodo TO, pode ser
representado completamente através duma SF

o .

z(t) = Zk Cp ettt ~o<t<wkeJ

=—0
, com
1 t +1, .
C =— * 2(t)e Ml gy WV
Ty /4
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Apéndice 2: Transformada de Fourier de sinais

continuos nao periodicos

Seja um qualquer sinal z(t), e consideremos
um novo sinal z7, (¢) resultante da repeticao
periodica, de perfodo Tj, do sinal original,
sendo T}, suficientemente grande para que nao

haja sobreposicao do sinal, tal como se ilustra na
figura M5.37. Se fizermos crescer o petiodo
indefinidamente, no limite, com 7Tj; a tender

pata infinito, os dois sinais serdo idénticos

lim xp (t) = x(¢)
Ty —>oo 0

Qualquer dos dois sinais pode ser representado
por uma SF, a diferenca, como sabemos,
consiste no facto de que enquanto a SF que
representa 7, (t) o fazer em todo o seu

dominio, dado que se trata de um sinal
petiddico, a SF que tepresenta z(t) apenas o
fazer num intervalo finito. Consideremos entao
a SF que representa z7, (t)

o, (t) — ZOO Ckejkwot

k=—w0
, com

1 (To/2

Cp=—
Ty J-1/2

Ty (t)efjkwotdt

-0.5

-1
-500 -400 -300 -200 -100

0 100 200 300 400 500

Figura M5.37

0.5
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W
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0 100 200 300 400 500

Figura M5.38

Esta série representa igualmente z(t), mas apenas no intervalo [-Tp/2, Ty /2]. Se fizermos

crescer o petiodo indefinidamente, a sétie representara o sinal z(t) num intetvalo sucessivamente

tnaiot, e, no limite, os dois sinais serdo idénticos, e a série tepresentara o sinal z(t) em todo o seu

dominio. Comecemos por considerar algumas mudancas de notacao. Seja wy = kwg,

explicitemos o facto dos coeficientes da série serem funcdes da frequéncia fundamental
C = Ch(wy), e facamos C(wy,) = TyCj(wy,) - Resulta entao que a SF do sinal 27, (1) pode ser

escrita na forma

_ Iy Jwpt
x%(t)—?ozk:_wC(wk)e k

1 0 .
_ Jwyit
=5 E k:_ooC(wk)e wp

com
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A equagio .
, C(wl)ef“’,,’
1 0 ;
_ Jwit
xr (t) = Z Clwp)e™ wq 6
0 2w k=—0 S Wyl
5
representa uma soma de componentes discretas 4 N '
de frequéncia. Interpretemos a expressio 3 Df ey
. > w,
graficamente, recorrendo a figura M5.39. 2 2
Ignoremos o facto de C(wy)e/ ser uma 1
grandeza complexa, o que nao altera o 0 T T B S R

fundamental do que se pretende clarificar, e 4
04 03 -02 01 0 0.1 02 03 04 05 06

representemo-la, como se fosse uma grandeza

real, em funcdo da frequéncia. Trata-se de uma Figura M5.39

quantidade que existe para valores disctetos da

frequéncia, com cada uma das componentes de frequéncia separada de wy,

w = Twq,t 2wg,t 3w,.... Entiao a quantidade

jwit
C(wy,)e’F w,
ode ser interpretada como a 4rea de um rectingulo de base wq e altura C(w), Je/r , centrado
p P g 0 k

em wy, , sendo

Yo Clwg)e™ g

cotrespondente ao somatorio das areas de todos os rectangulos, ou seja, aproximadamente, como
se esboca na figura M5.39 , a area sob a curva envolvente representada a tracejado. A aproximacao
sera tanto maior quanto menor for wg, ou seja, serd tanto maior quanto maior for o petfodo Tj .
No limite, com 7 a tender para infinito, as riscas do espectro estardo infinitesimamente
proximas, tendendo o espectro discreto para um espectro continuo na frequéncia, wj, — w, com
o incremento infinitesimal w( a poder ser representada por dw , e o somatério correspondente ao

calculo da area sob a curva a dar lugar verdadeiramente a um integral

- ) 0 )
1 Clwp)e™Hwy — i/ C(w)e?™ dw
2w k=—o0 2 J —w

Podemos entio dizer que no limite, quando 7, tende para infinito, o sinal z(t) pode ser

representado completamente, em todo o seu dominio, em funcao de exponenciais complexas de
todos os valores de frequéncia

1

z(t) = g/w C(w)e™! dw

—0

com

Clw) = / © et

—00

Podemos entio dizer que um sinal continuo néo periédico tem um espectro continuo. C(w) ¢

desighado por fungio de densidade espectral. Por conveniéncia de notacao passaremos a
designar a funcao de densidade espectral do sinal z(t) por X(w).
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O par de equagoes
o(t) = — / X(w)e™tdw
21 J —w

X(w)= | Y et ar

J —0

¢ conhecido como par de transformadas de Fourier, respectivamente a transformada directa de
Fourier de z(t) e a transformada inversa de Fourier de X (w) , usando-se também as notacoes

TP [X(w)] = F 7' [X(w)] = (1)
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Apéndice 3: Exemplos de caiculo de TF de sinais
continuos nao periodicos

Exemplo1
Calcule a TF do pulso rectangular centrado

(t) = An(t).

T

Por definicao

T/2 .
-4 / et gy
-7/2
_ 1 - jwt 7/2
- j2nf -7/2

24 eij/Z _e—ij/2

w 23

2A ( 7')
=—""sen| w—
w 2

= ATt sinc(w 7']
27

= At sinc(7f)

Note que ¢ uma funcio real e par. Naturalmente que a transformada inversa do sinal

X(w) = At sinc(zw T]

us

devera ser o pulso rectangular cuja transformada directa lhe deu origem. Ou seja

T [X(w)] = TF _1[AT Sin‘{w Tﬂ ) An(t]

21 T

nao sendo necessario proceder ao cilculo explicito segundo a definicao. Note que, sendo a
transformada inversa por definicao

TP [X(w)] = 2% / 7 X(w)e dw

00 .
= Ar sinc(w T)ejmdw
2 J -0 21

o conhecimento a priori do resultado

TF X (w)] = AHC]

nos permite afirmar que
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At sind <7 e dw = AT 4
21 J —o 2 T

pelo que ficamos a conhecer o resultado do integral

/ sinc(w Tjej“’tdw = %H(tj
—o 2 T T

que podera ser util em futuros desenvolvimentos analiticos.

Passando a usar uma seta bidireccional para significar a aplicacio da TF directa e inversa, ou seja,
escrevendo o par

o(t) > X(w)

(t) < X(w)
TF

resumidamente na forma
z(t) > X(w)

Para o exemplo que temos vindo a analisar temos entao o par de Fourier
t . w
Alll — | <> Arsincl — 1
T 21

Calcule a TF do impulso de Dirac de area A
x(t) = Ad(t)
Por definicao
X(w) = / 2(t)e = dt
= / 5(t)e ™t

Como sabemos 8(t)z(t) = 6(t)x(0) e

[ 7 s(tdt =1

J —0o0

entao
X(w)= A / 8(t)e 3t dt
) / 5(t)-1dt
—0
=A
Concluimos assim que a TF do impulso de Dirac contém todas as componentes de frequéncia

com a mesma amplitude, ou seja, tem uma densidade espectral uniforme em todo o espectro
de frequéncias.
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Naturalmente que a transformada inversa do sinal X(w) = A devera set o impulso de Dirac cuja

transformada directa lhe deu origem TF -1 [X(w)]= A 6(t). Ou seja, dado que conhecemos a
priori o resultado da transformada inversa

TP [X(w)] = -
27 .

— A .Ooeju)fdw
27'(' —o0

= A8(t)

/ X(w)e?™ duw

—0o0

ficamos a saber que

8(t) L/ et dw

:271'-—00

que podera ser extremamente utll em desenvolvimentos analiticos futuros. Para o exemplo que
temos vindo a analisar temos entao o par de Fourier

Ab(t) > A

Calcule a TF inversa do impulso de Dirac na frequéncia, de area 2w A,
X(w) = 2w Ad(w)
Por definicao

TP [X(w)] = - / 7 X(w)edw

21 J —0
= A/ §(w)e?™ dw
A semelhanca da alinea anterior, sendo 8(w)a(w) = 8(w)z(0) e / 6(w)dw =1 resulta

TF X (w)]= 4 / 7 §(w)ed duw
:A/OO 6(w) - 1dw
- A

Naturalmente que a transformada directa do sinal x(t) = A deverd ser o impulso de Dirac na

frequéncia cuja transformada inversa lhe deu otigem. Ou seja, devera ser

TFz(t)] = A/OO e Mt dt

J —a0

= 2mAS(w)

0 que nos petmite a obtencao da relagao

8(w) = - / et gy

_271' o0
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Note que esta relacao pode se obtida da relagao obtida na alinea anterior

5(t) L7 et gy,

:271'-—00

, atendendo a que 6(z) = 6(—x) . Podemos sintetizar o tesultado escrevendo

6(u) i/ eI gy

2 o)
Voltando a questao principal desta alinea, concluimos que a TF de uma constante é uma
componente de frequéncia em w =0. O resultado era espectiavel se pensarmos que uma
constante no tempo pode ser interpretado como um sinal dc. Para o exemplo que temos vindo a

analisar temos entao o par de Fourier

A o 2mAS(w)

Calcule a TF do sinal
a(t)=e u(t) ,a>0

Por definicao

00

TF[x(t)] a(t)e M dt

Il
—

—0o0

e—ate—jwtdt

1]
3

e—t(a+jw)dt

[
S

1 eft(aJrjw) @
a+ jw 0
1
Ca+ Jw

Para o exemplo que temos vindo a analisar temos entao o pat de Fourier

Calcule a TF do sinal.
a(t) = e u(t) —e%u(-t) ,a>0

Por definicao
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o0 . 0 .
X(w) = /O et R gy [ etlamsetgy

©

_ _;eﬂaw‘w)‘o
a+jw a-—jw —»

1 1

_a+jw_a—jw

. 2w

- ]a2+w2

Temos entao o par de Fourier

e %u(t) - eu(-t) &> —j % ,a>0
o +w
Calcule a TF do sinal 1
(t)_ i (t)_ b0 05 \\
olt) =sign(t) =y : =
0
Por definicao
-0A5\ \
X(w) = / H(t)e ~~
—o Kl
00 .
= / sign(t)eij“}tdt 0 -8 6 4 =2 0 2 4 6 8
0 , o Figura M5.40
= —/ efjmdt+/ e Mt &
—o0 0
As dificuldades na resolucao do primeiro ! —
integral levam-nos a procurar calcular a
transformada de outto modo. Obsetve as e
figuras M5.40 e M5.41 em que se mostra o sinal
referido no Exemplo 5 para valores de a 0
sucessivamente mais proximos de zeto. Note
que no limite, com a =0, a exponencial tende s
para sign(t) . —
1 T—
lim (e~ u(t) - e*tu(~t) )= sign(t) B T T T B B
a—0
Figura M5.41

Calculando a TF de ambos os membros da
equagao resulta

TF[ lim (e_atu(t) - eatu(—t)ﬂ = TF[sign(t)]

a—>0

(}iino TF[(e*atu(t) — e (—t))} = X(w)

logo
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0
X(w)=-2
w

Temos entao o par de Fourier

9
sign(t) <> _2
w

Calcule a TF do stnal escalao unitario

0 ,t<0
u(t) =
1 ,t>0

O calculo da transformada a partir da definicdo introduz um grau de dificuldade que podemos
contornar. A transformada pode ser mais facilmente calculada se tivermos em atencao que o sinal
u(t) pode set definida a partir do sinal sign(t) . Sendo

1 1
u(t) = — + —sign(t
(t) 5 2g()

resulta

TFu(t)] = TFB + ;sign(t)}

=mé(w) + L
Jw

Temos entao o par de Fourier

u(t) <> mé(w) + L
Jw

Calcule a TF do sinal pulso triangular centrado

#(t)= A A(tj

T

Por definicao de TF

X(w):/ a(t)e ™ dt

—0o0

- / AA(t]e_j“’tdt
J —o0 T
0 i T i
:/ (At+A]e_]“’tdt+/ (—At+A)e_]“’tdt
J—-T\ T J0 T

, fazendo t = —u (logo dt = —du ) no primeiro integral
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0 . T .
X(w) = / (AH Ajef“’tdt + / (—At + A)emdt
-T\ T 0 T
0 . T .
= —/ (— éu + Aje]wudu + / (— ét + Aje]wtdt
T T 0 T
= /T (— éu + A)ejwudu + /T (— A t+ A)ejmdt
0 T 0 T

, fazendo agora u = ¢
X(w) = / (—At + A)ej“”dt + / (—At + A)ej‘”ﬁdt
0 T 0 T
= / (— A t+ A)(ejm +e ) dt
0 T
= 2/ [— A t+ A) cos(wt)dt
0 T

e integrando por pattes

A

-4 1
Y T t+A v = —sen(wt)
w
u' = _A v" = cos(wt)
T

Pluv'] = wv — Plu'v]

= [— A t+ AJ K sen(wt) — P[— AL sen(wt)}
T w T 2T

— (_ A t+ A) 1 sen(wt) — cos(wt)
T w Tw

, resulta

T

X(w) = 2{(— Ay A) L en(wt) - —2 cos(wt)}

T w 7(271' f ) 0
=-2 A cos(wt) + 2 —
Tw Tw

sen2(7rf7')

= ATt
(mfr)?

X(w) = At SiHCQ(Tf)
= ATt SiHCQ(T wj
2T

Temos entao o par de Fourier

A A(tj <~ AT sian(T wj
T 2T
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Apéndice 4: Transformada de Fourier de sinais
continuos perioédicos

Vimos em Apéndice 1 como podemos representar um sinal continuo petriddico através da SF e em
Apéndice 2 como podemos tepresentar um sinal continuo nido petriédico através da TF. Vamos

agora ver como podemos estender o conceito de transformada de Fourier a sinais continuos
periddicos.

Consideremos um qualquer sinal continuo z(t), petidédico de petiodo T, . Como sabemos, este

pode ser representado completamente através de uma SF

a(t) = Zw Ckejkwot

k:*(x)
Calculando a transformada de Fourier de ambos os membros
TF[x(t)] = TF[ Zk}w Cpe’ wot}
- /_OO ( Z:}w C’kejkwot )efj“’tdt

0
_ o Jnwgt - jwt
-y ( /700 Cpei™ite dt]

Dado que C), nao é uma funcao de ¢, uma vez que resulta da integracao no dominio desta

variavel

T, /2 .
C = L/ x(t)e_]kwotdt
TO _To/2

, temos

k=-o .

_ 0 OO —jt(w—kw())
= k—oo(ck/_ooe dt]

TF)] =Y (Ck / ” efkwotej‘*’tdt]

Concluimos assim que a TF pode representar quer um sinal continuo petridédico quer um nio
petiédico. A TF de um sinal continuo z(t), periédico de periodo 71|, , é constituida por impulsos

de Dirac localizados nas frequéncias multiplas da frequéncia fundamental fO , de area igual aos

coeficientes da SF do sinal

Xw)=27) » Cpblw—hwg)=Y " CLb(f -kl
com

1 Ty/2

=— x(t)e_jkwot dt
Ty J -1y/2

k
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Seja um sinal de energia . (t) cotrespondente a um perfodo de um sinal x,(t), periddico de

petiodo Ty,

e, )t < Th/2
xe(t) - {OP ,‘t‘ > TO/2

Os coeficientes da série de Fourier de x,,(t) sao

T /2 .
C, L xp(t)efjkwotdt

Ty /-1y

- b xe(t)e_jkwotdt
Ty /-
1

=— X, (kw
TO e( 0)

Concluimos assitn que a TF de um sinal continuo z(t), periédico de periodo 7}, pode ser obtida
das amostras da curva envolvente do seu espectro, envolvente esta correspondente a TF de
um sinal de energia z,(t) correspondente a um periodo do sinal z(¢)

X(w) = gz;‘;_w X, (k) 8w ~ kuwp)

ou seja
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Ficha de Avaliacao M5

(N:[ [ [ | | [ Nome: [ Turma: [ [ [ |
Data limite de entrega 05-05-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —CEDET)

Grupo C

Exercicio 1
Determine a expressao das TF dos seguintes sinais

a) z(t) = eJwot
b) z(t) = e %u(t) La>0
o) x(t) = cos(wqt)u(t)

d) z(t) = te % u(t) ,a>0

Grupo A

Exercicio 2
Considere um trem de pulsos triangulares descrito analiticamente por

(t) = Z:}w AA(t - kTO) ke3

T

a) Represente osinalpara A=1,7=2e¢ T =8.

b) Determine a expressao dos coeficientes da SF do sinal, C},, calculando explicitamente
1 t +Ty

B Tiﬂ f

¢) Verifique a relagao entre a expressao dos C), calculada na alinea anterior e a TF, X, (w) ,do

o a(t)e ot gt WVt

sinal de energia, . (t) , cotrespondente a um petfodo de z(t). (pag. M5-19)

d) Represente o espectro de amplitude do sinal. Admita k| <10,A=1,7=2¢ Ty = 8.
e) Determine a expressao da TF do sinal.

f) Represente o médulo da TF do sinal (admita |w| < 10w().
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