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ANALISE DE SINAIS

Propriedades da TF

TOPICOS

Propriedades da TF

Teorema de Parseval

transformada de Fourier tem um conjunto de propriedades impottantes, que se expoem

de seguida, e nos permitem, quando devidamente utilizadas, quer facilitar o calculo de

TF, que pode encerrar alguma complexidade analitica excessiva, quer uma mais

profunda compreensao das propriedades dos sinais e seu interrelacionamento no tempo
e na frequéncia.

O conhecimento e dominio da utilizacao das propriedades da TF permite simplificar
significativamente o calculo de TF de sinais, que, com base nas proptiedades, facilmente se
relacionam com TF de sinais ja conhecidos. Note que este procedimento é na maior parte dos
casos significativamente mais rapido do que a manipulacao analitica das expressoes resultantes do
calculo por recurso a biblioteca simbolica do Matlab. Algumas das propriedades, como sejam a
propriedade da translacio na frequéncia, da convolugio, e da multiplicagio, tém, para além da
utilidade referida, um especial significado, associado ao estudo da amostragem, modulacao, e
estudo se sistemas lineares, que sera evidenciado em proximos modulos.

Objectivos

No fim deste médulo o aluno devera :

1. Conhecer e dominar a utilizacao das propriedades da TF. []
2. Saber calcular poténcia de um sinal com base na informacio espectral. [ ]



Resumem-se aqui as propriedades da TF

1. Propriedades da TF
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ANALISE DE SINAIS

A proptiedade da sobreposigéo da TF diz-nos que

2, (t) © X, (W)

Zk 1akajk (—)X Zk 1aka

Ou seja, a TF da combinacao linear de um
conjunto de sinais ¢ igual a combinacio linear da
TF de cada um dos sinais.

A propriedade da translagéo no tempo da 1T diz-nos que

z(t) > X(w)
2t —tg) <> X(w)e o

Note que, como setia de esperar, uma translagao
de um sinal de t; unidades no dominio do

tempo nao altera o espectro de amplitude do
sinal, produzindo alteragoes apenas no espectro
de fase, a que é adicionada a quantidade —wt .

A figura M6.3 mostra o espectro de fase do sinal
x(t) = I1(t/4), que se ilustrou na ﬁgura M6.1. A

figura M6.4 mostra o sinal y(t) = 2)/4)

e respectivo espectro de amphtude e espectro de
fase. Sendo y(t) = x(t — 2) resulta de imediato

Y(w) = X(w)e ¥, pelo que [V (w) = |X(w)
e arg{Y(w)} = arg{X(w)} - 2w.
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Figura M6.3

Fioura M6.4
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ANALISE DE SINAIS

A proptiedade de escalamento no tempo da TF diz-nos que

2(t) & X(w)

z(at) < 1 X(wj

Particularmente

o \a

z(~t) < X(- f)

A propriedade de escalamento no tempo da TF
diz-nos que a uma compressio no dominio do
tempo corresponde uma expansiao no dominio
da frequéncia e vice-versa. O resultado ¢é
intuitivo. Se um sinal é comprimido passa a
varlar mais rapidamente no tempo e,
necessariamente, o seu espectro devera passar a
conter frequéncias mais elevadas.

Sabendo-se que o espectto do  sinal
x(t) = I1(¢/4) é X(w) = 4sinc(4w/27), como
se mostra na figura M6.1, o espectro do sinal
x(t) = I1(2t/4) é, atendendo a proptiedade do
escalamento no tempo, X(w) = 2sinc(2w/2m),

como se mostra na figura M6.5. De modo
idéntico, e como se mostra na figura M6.6, o
espectto  do  sinal  z(¢t) =I1(0.5¢/4)  ¢é
X(w) = 8sinc(8w/27) .

A proptiedade da translagéo na frequéncia da T diz-nos que

a(t) < X(f)

z(t)e?e X(w-w,)

Da multiplicacao de um sinal no tempo por um
JWel resulta o deslocamento de todo o

factor e
seu espectro, que passa a estar centrado na
frequéncia w,.. Esta propriedade ¢ a base do
processo  de modulacio,  extremamente
importante em telecomunicacoes, e que serd
abordado em detalhe na cadeira de

fundamentos de telecomunicacdes.

A TF do sinal y(t) = T1(t/4) cos(20t) é imediata
a partit do conhecimento da TF do sinal

Figura M6.6

© Prof. José Amaral
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ANALISE DE SINAIS

x(t) =TI(t/4). Sendo  y(t) = z(t)cos(20t)
= 2(t)0.5(e7% + 772 | com  base na
propriedade da translaciao na frequéncia resulta
Y(w) = 0.5X (w +20) + 0.5X (w — 20). A
figura MG6.7 mostra o sinal y(t) e tespectivo

espectro. Compare-a com a figura M06.1.

A propriedade da diferenciagéo no tempo da TT diz-nos que

x(t) © X(w)
dl‘(t) . T T
< jwX(w ! |
1) ¢, jux(e) T
Generalizando, L i i
d"a(t , [ l
# © (jw)" X(w) I |
dt | | |
Concluimos assim que a diferenciagio do sinal B I
no tempo € equivalente a multiplicacao do - M6.7
espectto do sinal por jw. Esta é uma tgura V-

propriedade util na obtencao de TF de novos
sinais a partit de sinais cujas TF sao conhecidas.

, do

processo de diferenciacio de um sinal resulta
um outro sinal cujo espectro resulta do sinal
original com as frequéncia proximas da origem
atenuadas e as altas frequéncias ampliadas. Ou
seja, o processo de diferenciacao cotresponde a
uma filtragem passa-alto.

Note que, dada a forma do espectro |w

Como vimos, o sinal z(t) = I1(¢/4) tem uma
TF X (w) = 4sinc(4w/2m) = 2sen(2w)/w. A
TF do sinal y(t) = dz(t)/dt, tendo em atencio
a proptiedade de diferenciacaio no tempo, ¢
Y(w) = jwX(w) = 2jsen(2w). A figura M6.8

mostra o sinal y(t) e respectivo espectro de

amplitude. Analise e comente esta mesma figura

a luz da propriedade da dualidade.

Figura M6.8
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20 — ——
Y A ) A R S -
A proptiedade da convolugao da TF diz-nos que 167774:7——%——4:———‘ 7”3”#”737”,
P78 S R N B JE D T
2(t) > X(w)
y(t) © Y(w)
() 3(t) © XV () SRR INNY R VAR
6 a Toroon |
oo r
PR -
A proptiedade da convolucao pode ser util ao 0 : ‘ - koo ‘ ‘
permitir evitar o calculo da convolugao entre 4 3 2 4 0 1 2 3 4

dois sinais, substituindo-o pelo cilculo da TF
inversa do produto de duas TF

w(t)* y(t) = TF ' [X (w)Y (w)]

, que se supOoem conhecidas, sendo este
processo analiticamente menos complexo. O
processo ¢ de grande utilidade e significado no
estudo de sistemas, como se vera a partit do
Moédulo 9.

A convolucio com ele mesmo do sinal

x(t) = T1(t/4), cuja TF é
X(w) = 4sinc(4w/2m), pode ser calculada a
pattir da TF inversa de 8 T T
X(w)X(w) = 16sinc? (4w/2r) , que é o sinal S S R S
pulso triangular centrado de amplitude A =4 e | S S S S SR S A
duragiao T = 2, como se mostra na figura M0.9. | | | | | | |
e e R e S S
4 N S S
A propriedade da multiplicagéo da TF diz-nos que L I o
oF ——4---F—-- e [E—
0 X0 RN
y(t) AN Y(f) -110 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
T
6 ; ; ; ; ;
S S P O L]
O produto do sinal z(t) =TII(t/4), cujo 4***4***%**4***% ffffff :L fffffff
espectto X (w) = 4 sinc(4w/2m) se mostra na N S S S SR R N S B

figura MG.1, pelo sinal y(t) = cos(20t), cujo
espectto  Y(w) = mé(w + 20) + wé(w — 20) se

mostra na figura M6.10, tem uma TF K i

X(w) * Y(w) = 0.5X (w + 20) + 0.5X (w — 20) |

que se mostra na figura M6.11. Compare com o . } l l

resultado obtido através da proptiedade da oo o e e
translacio na frequéncia. Figura M6.11

© Prof. José Amaral MG6 - 6 Versio 3.0 « 25-04-2003
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ANALISE DE SINAIS

2. Relacoes de Parseval

As relagoes de Parseval estabelecem o modo como a energia ou a poténcia de um sinal pode set

calculada a partir da sua representacao espectral.

A enetgia de um sinal de energia continuo, xz(t), pode set

calculada tanto no dominio do tempo como no dominio da
frequéncia, sendo

B[ Jate) d - i | ) aw

X (w)‘2 ¢ designada por densidade espectral de energia.

A poténcia média de um sinal continuo periédico, de petiodo
Ty, pode ser calculada quer no dominio do tempo quetr no
dominio da frequéncia, sendo

Se z(t) for um sinal real

, ou seja, a densidade espectral de energia ¢ um
funcao par positiva. Podemos escrever

E = l/w\X(w)\de
0

2 ~ N . 3
Cy|” representa entio a poténcia média da
harménica de ordem k do espectro do sinal. Se
z(t) for real os SF sao

complexos conjugados, pelo que podemos
escrever

coeficlentes da

P=C§+2) " [k

Note que pode calcular a energia total, ou a poténcia média, do sinal quer a partit da sua
representacio no tempo quer da sua representacdio na frequéncia, mas, evidentemente, a
petrcentagem de energia, ou poténcia, durante um intervalo de tempo sé podera ser calculada a
pattir da sua representacao temporal, e a percentagem de energia, ou poténcia, numa determinada
faixa de frequéncia s6 podera ser determinada a partir da representacio espectral.

© Prof. José Amaral M6 - 8

Versio 3.0 « 25-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Matiab 6.1

Calcule a TF do stnhal
x(t) = 5sinc(2t)

Recorrendo a biblioteca simbolica

syms t w;
F=fourier (sym('5*sinc(2*t)"'),t,w);

Verificamos que a transformada nao ¢ resolvida.
Podemos reescrever a expressao

sen(2t)

z(t)=5 Figura MG.14
2t
Recorrendo de novo a biblioteca simbodlica
X= simplify(fourier (sym('5*sin (2*t*pi)/(2*t*pi) '), t,w))
X =
-5/2*Heaviside (w-2*pi) 4 w w w w w w w
+5/2*Heaviside (w+2*pi) 3_5,,,4‘,,,L,,J,,,L,,,L,,L,,,L,,,
, I R T A N N RN B
obtemos assim ; ; ; ; ; ; ;
] e e T T T T T
5 w
X(w):H(]
2 4 I I I I I I I
L) —— L e I
| | | | | | |
. ) P S S U I A 1 D I
Note que, atendendo a proptriedade da | | | | | | |
. 0 T T T oT T T T
duahdade | | j\ ‘r : | |
05— -4 - ——F-——d-——f-———l-——+—-——l-——1
| | | | | | |
x(t) — X (w) e a5 0 5 o 5 m T 20
X(t) o 2mx(—w .
*) () Figura M6.15

, uma vez que conhecemos o par de Fourier

2(t) © X(w)

AH(tj « AT sinc(w Tj
T 21

Era imediato que

X(t) o 2ma(-w)
AT sinc(t Tj DA QwAH(— wj
21 T

e N . t .
Da identificacao entre as expressdes AT 51110(2 ’7') e 5sinc(2t) resulta QL =2=>7=4m e
7r 7r

147':5:>A:i pelo que

A’

o= -2)<el- 1 )=3e(3)

As figuras M6.14 e M6.15, mostram, respectivamente, a evolugao do sinal e do seu espectro.

© Prof. José Amaral
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ANALISE DE SINAIS

Recordemos (pag. M5-19) o calculo da TF do
sinal impulso unitario. Recorrendo a biblioteca
de calculo simbdlico

syms t w
x=sym('Heaviside(t)"');
X=fourier (x,t,w)

X =

pi*Dirac (w)-i/w

Temos entao

X(w) = mé(w) + L
Jw

A figura M06.16 mostra o sinal z(t) =u(t), e a

figura MO6.17 o correspondente espectro de
amplitude. Interprete convenientemente a
expressio de X(w). Note a existéncia da

componente dc

X(0) = wé(w)
, sendo
1
X(w)y=— ,Vw=#0
Jw
Note que niao deve recorrer a biblioteca de Figura M6.17

calculo simbdélico para simplificar a expressao

X2=simplify (fourier(x,t,w))
X2 =
-i/w

Generalizando, quando recorrer a biblioteca simbolica, tenha o cuidado verificar e interpretar
fisicamente a existéncia de impulsos de Dirac em pontos em que determinada caracteristica
de um sinal tende assimptoticamente para infinito antes de simplificar a expressiao dessa

caracteristica.
Podemos reconstruir o sinal recorrendo a TF 2 —
inversa IR
| | | | | | | | |
L et ety Bl s Ml it i Al Bty Bl
x=ifourier (X, w,t) | | | | | | | | |
% = T A B RO
1/2+1/2*Heaviside (t)- R R R
. . 1/2*Heaviside (-t) osb } } } }
simplify (x) I I I I I I I I
— | | | | | | | |
ans = | | | | | | |
Heaviside (t) S i A il Hetl il i B A
| | | | | | | |
| | | | | | | |
No segundo caso obtemos 05 e
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
x2=ifourier (X2, w, t) L I T S T S
X2 =
1/2*Heaviside (t) -
1/2*Heaviside (-t) .
simplify(x2) Pﬁgﬂﬂ M6.18
ans =

Heaviside (t)-1/2

, ou seja, um sinal de valor médio nulo, uma vez que nao se teve em atencao a existéncia da
componente de. A figura M6. 18 mostra a evolucao do sinal z4(t) = u(t) — 0.5.

© Prof. José Amaral M6 - 10 Versio 3.0 « 25-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Na sequéncia do Exemplo 2 chama-se aqui a aten¢ao para uma outra situagao em que é comum a
manipulacao indevida da informacao sobre a componente dc dos sinais. Consideremos de novo os
sinais z(t) = u(t) e x9(t) =w(t)—0.5. Podemos calcular a TF dos sinais com base na

propriedade da integracao ou na propriedade da diferenciagao no tempo

uit) = 22 o= [
Y(w) = jwX(w) X(w) = i Y(w)+ 7Y (0)6(w)

Jw

Recorrendo a biblioteca simbolica para aplicar propriedade da integracao no tempo ao sinal
x(t) = u(t) temos

syms t w
x=sym('Heaviside (t)"');
y=diff (x)
y =
Dirac(t)
Y= (fourier(y,t,w))
Y =
1
YO=subs (Y, w,0)
YO =
1
X=((1/3/w) *Y+pi*Y0*sym('Dirac(w)"'))
X =
pi*Dirac (w)-i/w

Obtendo assim o tresultado esperado. Para o sinal x4 (t) = u(t) — 0.5 temos

x2=sym('-0.5+Heaviside(t)");
y2=diff (x2);
Y2=(fourier(y2,t,w));
Y20=subs (Y2,w,0) ;
X2=((1/3/w)*Y2+pi*Y20*sym('Dirac(w) "))
X2 =
pi*Dirac(w)-i/w

O procedimento é incorrecto dado que o processo de derivaciao eliminou informacao sobre o
valor médio. Em situacoes deste tipo o procedimento devera ser

Para o caso em analise

x2=sym('-0.5+Heaviside(t)");
x3=sym('Heaviside (t)");
y3=diff (x3);
Y3=(fourier(y3,t,w));
Y30=subs (Y3,w,0);
X2=((1/3/w)*Y2+pi*Y20*sym('Dirac(w) ') )+2*pi* (-0.5)*sym('Dirac (w) ")
X2 =
-i/w

, confirmado o resultado conhecido.
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Calcule a TF do sinal representado na figura
MG6.19.

Podemos  considerar o sinal como a
sobreposicao de varios escaloes unitarios

x(t) = =4 + 2u(t + 2) + 4u(t) - 2u(t — 2)
, e calcular assim a TF do sinal representado.

Recorrendo a biblioteca simbdlica

syms t w
x=sym('-4+2*Heaviside (t+2)

+4*Heaviside (t)-2*Heaviside (t-2)");

X=(fourier (x,t,w))
X:

—-4*pi*Dirac (w)+2*exp (2*i*w)* (pi*Dirac(w

T T T T T T T T
I I I I I I I I

Ty R
I I I I I I I I

DY O Y N [
I I | I I I |
I I I I I I I

L i e R R T e i B B
I I I I I I I

OF — === === -~7-~f~~ T T T
I I I I I I I I

B T e e
I I I I I I I I

1 S B B, T T
I I I I I I I
I I I I I I I

i e et Bl il et it ety R B
| | | I I I I

4 T T T i il ittt i St
I I I I I I I I

B e Rt B e e e e e
I I I I I I I I

8 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

Figura M6.19

y=1/w)—-4*1/w

-2%*exp (-2*i*w) * (pi*Dirac (w)-1i/w)

Verificamos a existéncia de uma componente dc -4*pi*Dirac(w) pelo que devemos ter o devido

cuidado na simplificacao, fazendo
XS=simplify (X)
XS =
—4* (-sin (2*w)+1i) /w
e seguidamente
X=XS+sym('-4*pi*Dirac(w) ")
X =

4* (sin(2*w)-1i) /w-4*pi*Dirac (w)

Temos assim

X(w) = gsen@w) 45 A7 8(w)
w w
=8 sinc(m] + i —47md(w)
w Jw

Podemos vertificar a correccao da TF calculada, recorrendo a TF inversa

x=simplify (ifourier (X,w,t))
% =

-4+2*Heaviside (t+2)+4*Heaviside (t)-2*Heaviside (t-2)

Alternativamente, podetiamos ter recotrido a propriedade da integracao no tempo. Tendo em
atencao os procedimentos que se salientaram nos Exemplos 2 e 3, temos

syms t w
x1l=sym('-4");

x2=sym('2*Heaviside (t+2) +4*Heaviside (t)-2*Heaviside (t-2)");

Xl=fourier (x1,t,w);
y2=diff (x2);
Y2=(fourier (y2,t,w));
Y20=subs (Y2,w,0) ;

X2=((1/3/w)*Y2+pi*Y20*sym('Dirac(w) "))

X2 =

—i/w* (2*exp (2*i*w)+4-2*exp (-2*1*w) ) +4*pi*Dirac (w)

X2=simplify (X2)+sym('+4*pi*Dirac(w)");

X=X1+X2
X =
4* (sin(2*w)-1i) /w-4*pi*Dirac (w)

© Prof. José Amaral
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. | | | | | | | | |
Calcule a TF do sinal P N s A B
O R A S R R R R R
t_3 | | | [ | | | |
o) =2
| | | | | | |
| | | | | | |
A=t == - = F L
| | | | | | |
Recotrendo a biblioteca de calculo simbodlico 7 A R S DU U IR
R N
syms t w 0 T T T e T
x=sym('2*Heaviside (t-2) _0_5777:777:777:777:77:777:777:777:777:777
~2*Heaviside (t-4) ') ; R T N S N R S
X=fourier (x,t,w) 4 I I I I I | | | |
% = 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
2*exp (-2*i*w) * (pi*Dirac (w)-1i/w) - .
2*exp (-4*i*w) * (pi*Dirac(w)-1i/w) F1gura Mo6.20
X=simplify (X)
X =

2%i* (—exp (-2*i*w)+exp (-4*i*w)) /w

Temos entao
X(w) = 2 (4 - 2
w

, que nao ¢é simplificada pelo Matlab. Expresses do tipo X(w)= (eAjw +eP ) podem ser

simplificadas pondo em evidéncia o factor A+ B)/2 No caso em andlise (A+B)/2=-3

X(UJ) _ %E_Sjw(e_ljw _ e+1jw)

. —1jw +1jw

2 o Jw J
_ Je 3]w (6 ’6 ) 2]
w 27

4 s
= —sen(w)e 3w

. (w) _3;
:451110[}6 3w

™

Recorrendo a biblioteca de calculo simbdlico

Xt=simplify (X/exp (-3*j*w))
Xt =
4/w*sin (w)
X=Xt*exp (-3*j*w)
X =
4/w*sin (w) *exp (-3*i*w)

A TF do sinal pode ser, alternativamente, calculada com base na propriedade da translacao no
tempo, TF [zt - tg)] = X (w)e 7% . Reconhecendo que o sinal em andlise corresponde a um

pulso rectangular centrado com um atraso £y = 3, resulta de imediato

X(w)=Ar sinc[T wje_j&"

™

Sendo A =2 e 7 =2, temos

X(w)=4 sinc[wje_?’j“’

s

Note como a translacao do sinal no dominio do tempo nao altera o seu espectro de amplitude mas
apenas o seu espectro de fase.
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Calcule e compare as TF dos sinais

Recorrendo a biblioteca simbolica, as TF sao imediatas

syms t w w0
xl=sym('cos (wO*t)");
x2=sym('cos (2*w0*t) ") ;
x3=sym('cos (1/2*w0*t)");
X1l=fourier (x1,t,w)
X1l =
pi*Dirac (-w+w0)+pi*Dirac (w+w0)
X2=fourier (x2,t,w)
X2 =
pi*Dirac (-w+2*w0)+pi*Dirac (w+2*w0)
X3=fourier (x3,t,w)
X3 =
pi*Dirac (-w+1/2*w0)+pi*Dirac (w+1/2*w0)

Temos entao
X1 (w) = mé(w + wq) + wé(w — wy)

6(w + 2wq) + mé(w — 2wq)
6(w+ 0.5w¢q) + Té(w — 0.5w()

o
o

Note que podetiamos ter em atencao o conhecimento da TF do sinal z(t) = cos(wgt), e,

atendendo a propriedade do escalamento no tempo

THa(at)] = - X(‘”)

4 \a

, ter feito

1 (w]
2 2
T W w
=—6(—+ + —6(—-
5 86 wo) (5 —wo)
T W+ 2w T . w—2w
- T T g,
2 2 2 2
, € ainda, sendo
1
6(ax) = —6(x)
o
resulta finalmente
T w+2dwy, T W= 2w
X =—6(———)+—6(—
() = T a2y L T 2,

= mwh(w + 2wq) + TH(w — 2wy)
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cos(wgt/2) e respectivos
io do tempo cortesponde a

io do tempo cotresponde a

,
’

justificando a utilizacao da propriedade. Para

cos(2wgt) e x3(t)

, N30 se
aliticas sejam mais complexas, os resultados obtidos por trecurso

Figura M6.21
, € uma expansao no do

éncia.
M6 - 15

A

ultasse mais clara. Neste caso o recurso a biblioteca simbdlica

resolve satisfatoriamente o calculo das TF
cos(wt) , (!

10 tempo, para que a exposicao res
da frequ

io da frequéncia

’

minio

,

’

do

sinais cujas expressOes an
do

uma compressao no

Note que se optou por um exemplo simples para ilustrar o recurso a propriedade do escalamento
uma expansio no

plenamente o recurso a proptiedade para o calculo das TF. De qualquer modo, o que esta em
causa ¢ a interpretacao dos resultados obtidos, que se reveste de particular significado. A figura

biblioteca simbolica podem ser muito dificets de simplificar e analisar, justificando

espectros de amplitude. E bem visivel que uma compressao no do:

Mo. 21 mostra os sinais x(t)
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Com base na propriedade da translagio na
frequéncia

TF\_x(t)ejwct J =X(w-w,)

calcule a TF do sinal

(t) = AH(ij cos(wqt)

Temos entao

() = AH(t] cos(wol)

-

£\ eot 4 eIl

=AIl — || —————
U

Sendo

7E A H[tj A4 sinC(T “’)
2 T 2 2w

resulta  imediatamente, com  base na
sobreposicio e na translacao na frequéncia

X(w) :éTSiI}C %o +é7'sinc adiid 3
2 2 2 2

Figura M6.22

A figura MO6. 22 mostra o sinal z(t) com A=1, 7=2 e wy =107 e respectivo espectro. Note
como da multiplicacio de um sinal y(¢) pelo sinal x(t) = cos(wgt) tesultou a translacio do
espectro original do sinal, Y(w), sem qualquer distorcio de amplitude ou de fase, para as
frequéncias twg. Esta operacao, desighada por modulacao de amplitude, e as suas propriedades e

aplicacoes, sera estudada em detalhe na cadeira de fundamentos de telecomunicacdes.

Recorrendo a biblioteca simbdlica

syms t w wO
x=sym('A* (Heaviside (t+tau/2)-Heaviside (t-tau/2)) *cos (w0*t)"');
X=simplify (fourier(x,t,w))
X =
A* (-sin(1/2*tau* (w+w0) ) *w+sin (1/2*tau* (w+w0) ) *w0
+sin(1l/2*tau* (-w+w0) ) *w+sin(1/2*tau* (-w+w0) ) *w0) / (-w+w0) / (w+w0)

O resultado requer simplificacao manual. Mesmo para um exemplo simples como o apresentado,
fica clara a vantagem da aplicagao da propriedade no calculo da TF.
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Exercicio 6.1

Com base na propriedade da convolugdo da TF calcule a convolucao de um pulso rectangular
centrado com ele mesmo

(1) = AH(tj

-
Com base na propriedade da convolugao
TFla(t) * 2(t)] = X(w)X(w)

Como vimos

X(w) = Ar sinC(T “’]

U

Entao

TFa(t) * a(t)] = Ar sinc(T “’jAT sinc[T WJ

™ 21

2T

. w
= A% SIHCQ(T ]
Aplicando a TF inversa a ambos os membros resulta

sty =15 a2

uUs

Sendo a TF de um pulso triangular x(t) = BA(tj

T

X(w)= Bt sinc?| 7
2

s

Entao

2(t) * a(t) = AQTA(t)

T

Com base na propriedade da multiplicagéo da TF, calcule a convolugao dos espectros

X(w) = Aty sinc(*r] ;]

U

Y(w) = Bty sinc(‘rg ;rj

,com 79 > Tq.

Os espectros X(w) e Y(w) sio facilmente reconheciveis como resultantes da TF dos pulsos

rectangulares
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(t) = AH(tJ
T

Assim sendo

X(w) * Y (w) = TFz(t)y(t)]
_ TF{An(tjnB[tJ
T1 T2

Sendo 79 > 7, resulta

X(w) *Y(w) = TF{ABH[tH

T1

= ABTq sinc(71f)
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Matlab 6.2

Considere o sinal continuo periddico, z(t),
descrito na figura M6.23

o Determine a TF do sinal. Esboce o modulo
da TF do sinal até a 4* harmonica.

o (Calcule os coeficientes da SF do sinal.
Esboce o modulo dos coeficientes da SF do
sinal até a 4* harmonica.

e (Calcule a petcentagem da poténcia do sinal
contida até a 4* harmonica..

e Represente graficamente a reconstrucao do )
sinal com base nas ptrimeiras 4 harmonicas Figura M6.23
e compare com o sinal original.

e Repita os procedimentos para 20 harmonicas.

Recotrendo a biblioteca simbdlica do Matlab, comecemos por considerar o sinal de energia
correspondente a um petiodo do sinal. A partir dos dados da figura

z,(t) = cos(g tjn(i]

syms t w
xe=sym('cos (pi/2*t)* (Heaviside (t+2)-Heaviside (t-2))")

Seguidamente definamos algumas constantes auxiliares a deduciao e representacao grafica das
grandezas: o nimero de periodos a representar na reconstrucao, Nt; o nimero de harmoénicas a
considerar; e a frequéncia angular e petiodo fundamental (a partir da figura,
Ty =8,wq =2n/Ty = w/4)

Nt=3; % impar
Nk=4;
wO=pi/4;
T0=2*pi/w0;

Podemos seguidamente representar o sinal (coincidente com a figura M6.23)

ts=T0/200; tg=-T0/2:ts:(T0/2)-ts;
xge=subs (xe, t, tqg);

xg=1[];

tg=-Nt*T0/2:ts: (Nt*T0/2)-ts;

for 1i=1:Nt xg=[xg xgel; end;

figure (1) ;plot(tg,xg, 'LineWidth',2);grid on
axis([min(tg),max(tg),min(xg)-0.5,1.5*max(xqg)]);

Seguidamente calculamos a TF do sinal de energia

Xe=simplify (fourier (xe,t,w))

Xe =
-8*w*sin (2*w) / (2*w-pi) / (2*w+pi)
8w 16w? 2w
X (w)=———=sen(2w) = ————sen| —
2 2 2 2
T — 4w T — 4w ™

Os coeficientes da SF do sinal sao imediatos a partit da TF do sinal de energia

1
C. =—X_(kw
k Ib e( O)

© Prof. José Amaral
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k=-Nk:Nk;

wOg=w0*k;
ck=(1/T0) *subs (Xe, w,w0q) ;
nn=find (isinf(ck) | isnan(ck));

if length(nn)>=1
for i=1:length (nn)

ck(nn(i))=1/TO0*double (limit (Xe,w,wO0g(nn(i))));

end
end

Note que tivemos o cuidado de detectar a
possivel existéncia de problemas de calculo dos
coeficientes em alguns pontos, utilizando as
funcoes isinf e isnan, contornando o problema
através do calculo do limite (a funcgio limit nao
aceita um vector como argumento, dai ser
necessario utilizar um ciclo for). A partir da TF
do sinal de energia, X_(w), ou dos coeficientes

da SF, a TF do sinal x(t) é imediata

X(w) = 25 3 X, (P - kw)
0 k=—oo
=21 ) Cpb(w - kwy)
k‘:*(X)

Podemos agora proceder a representacao
grafica. Comecamos por representar o modulo
da envolvente, proporcional ao médulo da TF
do sinal de energia

wg=-Nk*w0:ts:Nk*w0;

Xg=2*pi/TO0*subs (Xe,w,wqg) ;

figure (2);plot (wg,abs(Xg),':")

axis ([min (wg),max (wg),-0.1,
1.1*max (abs (Xg))1);

grid on

Sobtepondo de seguida o médulo da TF do
sinal

X0g=2*pi*ck;

hold on;

it=find (abs (X0g)>eps*10) ;

stem(wOg (it),abs (X0g(it)), '™
,'filled")

it=find (abs (X0g)<eps*10);

stem(wOg (it), abs (X0g(it))
,'filled")

axis([min(wOg),max (w0Og),-0.1,

1.1*max (abs (X0g))]1);
hold off

, € representamos por fim o moédulo dos
coeficientes da SF do sinal

figure (3);
stem(w0g,abs (ck), 'filled")

T T T T T T T
| 1 | 1 | 1 |
K I N B SN
/ ‘o I [ I
| S ,
Mﬂ***Trff%ﬂ****r***ﬂ*r**r%**ﬂ*
| ;o o | [ [N
P17 ™y S Y 2 N S
| o | ] 1 [ |
B B N A A I K
n-r | T 1 TS T
[ | I\ | I | Lo
08—+ d—b b — v b L]
[ | I | I | \
I | | | | | o
06—~ - -~ - T - T
[ | [ | A | \
04H L — 4 — b - — A — - — - L - |- — ]
1 | | \ | /’ | | VI
S [ O Nt SN A R
0.2 I | N [ \
VAN N B S O O
1 1 1 1 1 1 1
3 2 1 0 1 2 3
Figura M6.24
T T T T T T T
a%ﬂ————%—w—ﬂ————f———ﬂ——o—f———ﬂ—
| | | | | | |
13 L P A O
| | | | | | |
| | | | | | |
o5 - — 4L L b L]
| | | | | | |
| | | | | | |
oqH——d_L_} e __ 1 __ ei__ | __|___]
| | | | | | |
| | | | | | |
005 - — 4L b Lo Lo
| | | ] | ] |
| | | | | | |
ool ——d_L_L_d___e___a__L_vr_I___g
| | | ] | | |
| | | | | | |
005l — — — — L L L] I
| | | | | | |
| | | | | | |
01LL | 1 | L | |
3 2 1 0 1 2 3

Figura M6.26

axis([min(w0g),max (w0g),-0.1,1.1*max (abs(ck))]1);

grid on

A figura M6.24 mostra o médulo da TF do sinal, e a figura M6.25 mostra o médulo dos

coeficientes da SF do sinal.

Para calcular a petcentagem da poténcia do sinal contida até a 4* harmonica (4w ) basta calcular a

poténcia do sinal com base na descticao do sinal no tempo
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1 [To/2

2 T T T T T T T
:‘if' ‘IUM dt ) N O O
0 /-7 TR T
14ﬂ*"**T’**"ﬂ*"f(’f#T’**V’**"f*"**ﬁ
R i i L. ; . | | | \ [ | | |
, e a poténcia contida até a 4* harmoénica com 1-2*}****‘L****}**‘*\fh‘*“**}****f****}’
o~ . N [
base na descricao do sinal na frequéncia 1—1————#————1——)—%% R Rt
| | | | | | | |
|
.
Py =Yl
=
| | \#\: (\J \;‘\ | |
S G ER
F; | |
, sendo a percentagem procurada mﬁ.m‘& slalil s LS s lylels %Eﬁ\ﬁ@”
| | | 1 1 1 1
P B PS4 -15 -10 5 0 5 10 15
%4 = P
Figura M6.27
PT=double (1/T0*int (xe.”2, t,
-T0/2,T0/2)) 025l | | ! | ! |
PT = S I e R A S R
0.2500 PO N SR T E T O R N
P=sum(ck.*conj (ck)) : : : : : : :
P = o5 - — - Lol
0‘2205 | | | | | | |
P/PT oabo Lo el 1)
ans = | | | | | | |
| | | | | | |
0.8819 005 - — — —L_ _ _ol_ T 15 0 P B
SXARARANIUIRRAREXRY
| | |
Concluimos assim que 88.19% da poténcia do T’LT’ e ee s e 4 e deele ’TJ’T
sinal esta contida até a quarta harmoénica. oosh L]
| | | | | | |
~ . ;. . . | | | | | | |
A reconstrucao do sinal é imediata a partir dos o1k w ! ! ! w w
. -15 -10 5 0 5 10 15
coeficientes da SF
4 Figura M6.28
x(t) = che]kwot
k=4 i | | |
| | | |
B N R L]
xb=exp (J*w0*k'*tg) ; |
xg=ck*xb; I
figure (1) ;hold on L e T al Sl ol il
plot(tg,real(xg),'r', 'LineWidth’ |
,2) 0 haesl
hold off

-0.5

A figura MG6.26 mostra o grafico do sinal
reconstruido  utilizando 4 harmonicas,
sobreposto ao sinal original. i

L i e B e s S|

A repeticdo dos procedimentos utilizando 20
harmonicas apenas exige a mudanga do valor da Figura M6.29
variavel N para 20. As figuras M6.27 e M6.28

mostram, sucessivamente, a TF e os coeficientes da SF do sinal, obviamente que os graficos sao
idénticos a M6.24 e M06.25, mostrando-se agora um maior nimero de riscas. A figura M6.29
mostra o grafico do sinal reconstruido utilizando 20 harmonicas, sobteposto ao sinal original.
Relativamente a percentagem de poténcia até a 20" harmonica temos agora

PT=double (1/T0*int (xe.”2,t,-T0/2,T0/2))
PT =
0.2500
P=sum(ck.*conj (ck))
P =
0.2449
P/PT
ans =
0.9796

, um total de 97.96% da poténcia total.
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Apéndice 1: Propriedades da TF
Dualidade

Seja o sinal z(t) tal que a sua expressao analitica é, no dominio do tempo, idéntica a uma

expressao analitica, Y (w), TF de um sinal y(t)

Sendo

() = - / V{(w)e ! du
27 J —

, entdo, substituindo w por u

y(t) ! /w Y (u)e?™ du

“or ) e
, substituindo ¢ por —w

1

T om

/ Y (uw)e 7 du

—o0

y(-w)

, e finalmente, substituindo u por ¢, concluimos que

sy = [ (e ar
2 J —o
- b a(t)e It dt
21 J —o
1
- x
or L)

Resumindo, dado o sinal

a sua TF pode ser facilmente encontrada se for conhecida a transformada inversa de Y (w) , sendo
X(w) = 2my(~w)
A propriedade da dualidade da TT diz-nos que

z(t) & X(w)
X(t) © 2ma(-w)

Simetria
Sendo a TF do sinal z(t) definida por

X(w) = / 7 et

—0o0

entao
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X(~w) = / (t)e?t dt
pelo que, se z(t) for um sinal real, ou seja x(t) = z*(t), resulta que
X*(w) = / z(t)e’tdt
- X(-w)
Concluimos entao que

Se a:(t) for um sinal real o seu espectro de amplitude é uma fungcao par e o seu espectro de

fase é uma funcao impar

X (W) =[X(-w)
arg{X(w )}:—arg{ (~w)}

Saliente-se ainda que, sendo

X(w) = / T a(t)e

— o0

= /OO (t)(cos(wt) + jsen(wt))dt

= /Oo x(t) cos(wt)dt + j./jooo x(t) sen(wt)dt

— o0

resulta que, se z(t) for um sinal real e par

o segundo integral se anula, e se x(t) for um sinal real e impar
a(t) = —a(-t)
o primeiro integral se anula. Concluimos assim que:

Se z(t) for um sinal real e par a sua TF é real

=2 / ) cos(wt)d

Se z(t) for um sinal real e impar a sua TF é imaginaria

= —2]/ sen(wt)d

Admitamos que um sinal z(¢) pode set considerado como a combinacao linear de dois outros

sinais, z1(t) e xy(%)

z(t) = a121(t) + agzy (1)

,emque a; e ag sio constantes arbitrarias. Entao a TF de z(t), por definicio, é
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00

x(t e Mt

00 .
ayzy(t)e ¥ dt+/ﬁwa2w2(t)efj‘”tdt

0=/,
/ (a2 () + agzs (t))eijmdt
/

Xi(w) + ay Xo(w)

Fica assim claro que é facil conhecer a TF do sinal () uma vez que sejam conhecidas as TF dos

sinais z1(t) e zo(t). Generalizando a n sinais, a proptriedade da sobreposi¢ao da TF permite-

nos dizer que

Considere um sinal deslocado no tempo de ¢, unidades, x(t —

00

TF[z(t —t,)] = / a(t —t,)e Mt

— 00

fazendo u =t —t,, resulta

TFlz(t - t,)] = /OO .r(u)efjw(u”")du

—o0

:/ x(u)e ¥ e o du

—0o0

. 0 .
= ¢ W / x(u)e M du
J —a0

TFa(t - 1,)] = X()e

t,), Por definicio, a sua TF é

E entio facil conhecer a TF de z(t —t,), conhecida que seja a TF de x(t). A propriedade da

translacéo da T diz-nos que

z(t) & X(w)
a(t—t,) <> X(w)e o

Considere um sinal resultante do escalamento do tempo de um sinal conhecido x(t)

x(at)
Por definicao a sua TF é

0

TF[x(at)]:/ z(at)e dt

—0o0
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Fazendo u = at , e admitido a > 0 resulta

TF[z(at)] = /Oo x(u)eij . édu

——u
—/ z(u)e ¢ du
:)((“’]
a a

admitindo a < 0, resulta

TF[z(at)] = /C:O x(u)eﬂ b ldu

a
LW
1 [ -j—u
:——/ z(u)e ¢ du
a J —oo
le(w)
-a \a

E entio ficil conhecer a TF de z(at), conhecida que seja a TF de z(t). A proptiedade de
escalamento no tempo da TT diz-nos que

2(t) o X(w)
x(at) & \a\ X( j

Particularmente

z(~t) & X(- f)

Considere um sinal resultante da multiplicacio de um sinal conhecido, x(t), pot um factor edwet
a(t)edet

Por definicao, a sua TF é
jw t / jw t —jwt dt

:/ —]ww)tdt
= X(w

we)

E entio facil conhecer a TF de x(t)e?<’ | conhecida que seja a TF z(t). A proptiedade da
translacéo na frequéncia da 1T diz-nos que

a(t) <> X(f)
(e o X(w-w,)
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Considere um sinal resultante de um processo de diferenciagio no tempo de um sinal conhecido

a(t)

dx(t)
dt

Por definicao, a TF inversa de um sinal z(t) é

() = /oo X(w)eHtdf

S 2r ) e

Derivando ambos os membros resulta

dx(t)_i Lo we’wtw
dt _dt[ /,wX( )e? dj

2
1 © d ;
2w J —oo dt ( (w)e UJ)
0 Juwt
- b X(w) de dw
2m J —o dt

= i/ ij(w)jm dw
21 J —o
= TF ' [jwX(w)]

logo, aplicando a TF a ambos os membros, resulta
dzx(t) .
TF| —2* | = jwX
0] poxie)

E entio facil conhecer a TF de dz(t)/dt , conhecida que seja a TF de z(t). A propriedade da
diferenciag&o no tempo da TF diz-nos que

2(t) © X(w)

Considere a convolucio entre dois sinais, z(t) e y(t),

x(t) = [ atu)y(t - w)du

por definicao, a TF da convolugao resulta
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00

THx(®)= [ xtte "t

—00

= /io (/:x; x(uw)y(t — u) du] e g
- /io (/j; a(u)y(t —u) e I dt]du

- /: x(u)( /: y(t - u) e dt]du

Ora

0 .
/ y(t —u)e ™ dt

— 00

¢ por definicao a TF do sinal y(t — u) . Atendendo a propriedade da translacao no tempo
TFly(t - )] = Y(w)e "

Assim sendo, temos

E entio facil conhecer a TF da convolucao entre dois sinais, desde que sejam conhecidas as T de
cada um dos sinais. A proptiedade da convolugéo da TF diz-nos que

z(t) & X(w)
y(t) & Y(w)
a(t) * y(t) < X(w)Y(w)

Considere a multiplicacio entre dois sinais, z(t) e y(t). Por definicao, as transformadas inversas

de Fourier de cada um dos sthais sao

() = - / X(w)e ! dw
2 J —o

y(t) = — Y (w)e’™" dw
2 J —o

, pelo que o produto entre os dois sinais pode ser expresso na forma

w(t0ft) = [ X [ vt

1
(2m)° -

( 1)2 /m /w X(n)Y (g)e? " I dgdh
o2 —o0J —o0

/ / X(h)eY (g)e % dgdh
—00 J —00

© Prof. José Amaral

Mo - 27 Versio 3.0 « 25-04-2003



ANALISE DE SINAIS

Fazendo h + g = w resulta

1

z(t)y(t) = (o)

/ / X(h)Y(w - h)dhe ™t dw
Ora, o integral

/ © X (h)Y(w - h)dh

¢, por definicao de convolugio,
X(w)*Y(w)
Assim sendo

1

AW =

/ 7 X(w)r V(w)e ™ dw

O segundo membro corresponde, por definicao, a TF inversa da convolugio X (w)* Y (w)

2(t)y(t) = TP [X(w)* Y (w)]

De onde, aplicando a TF a ambos os membros, resulta

THa(t)y(t)]) =, X))

E entio facil conhecer a TF do produto entre dois sinais, facil que seja conhecer a convolucio
entre as TF de cada um dos sinais. A propriedade da multiplicagéo da T diz-nos que

a(t) & X(f)

y(t) & Y(f)
(1) () > —— X(w)* V(w)

21

Considere a convolucio entre um sinal z(t) e o sinal escalao unitario u(t)

x(t) *u(t) = / z(v)u(t — v)dv h(w)
J —0o0
« , h(-v)
Sendo w(v) nulo para v <0, entio u(-v) é
nulo para v >0 e, logo, u(—v+t)=u(t-v)
¢ nulo para v > t. Obsetve a figura M6.xx para
uma melhor compreensao. Assim sendo, resulta N h(t-u)
t
(1) *u(t) = / (o) do
-0
. Fi M6.30
Apliquemos a TF a ambos os membros da gura
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equacao. Resulta entao

TF{/:O x(v) dv} = TF2(t) * u(t))
= X(w)U(w)

Dado que

U(w) = i + mé(w)

Jw

Entao

E entio facil conhecer a TF da integracao no tempo de um sinal, desde que seja conhecida a TF
do sinal. Note que caso a componente dc do sinal seja nula entio a integracao no tempo
cotresponde simplesmente a divisao por jw .

TF{ /; x(v)dv} - ]iw X(w)  se X(0)=0

A propriedade da integragéo no tempo da TT diz-nos que
z(t) & X(w)

/t z(v)dv <> L X(w) +7X(0)6(w)
—® Jw
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Apéndice 2: Teorema de Parseval

Como vimos, define-se a energia, E , de um sinal continuo z(t) como

E= /_Z (0 dt = / 7 st (t)dt

—00

A definicao s6 tem interesse se o resultado do integral for finito nao nulo, ou seja, para sinais de
energia. Um sinal de energia pode set convenientemente representado pela sua TF, sendo, como
vimos

X = [ 7 (et ar

26 = - | X
271' —0

O conjugado do sinal ¢, naturalmente,

* 1 © * —Jwt

. (t):—/ X* (w)e 't dw
2m J -

Substituindo a expressao na definicao de energia do sinal, resulta

[ / ") / "X (@) dwdt

21 J —0 —o0

b X*(w)/ z(t)e ! dtdw
21 —o0

b X" (w)X(w)dw
2T

b X w)‘2dw
2

Concluimos assim que a energia do sinal pode ser calculada a partir da representagao do sinal no
dominio da frequéncia. A enetgia de um sinal de energia continuo, z(t), pode set calculada tanto

no dominio do tempo como no dominio da frequéncia, sendo

E- / () dt—]—/m X (w) dw
2w J —o

A relacao anterior é conhecida como teorema de Rayleigh, ou teorema de Parseval para sinais de
energia. A funcio |X (w)‘2 ¢ designada por densidade espectral de energia, uma vez que da

conta da distribuicao de energia do sinal ao longo do seu espectro do . Como vimos, se z(t) for

um sinal real o seu espectro de amplitude ¢ uma funcao par. Resulta entao que

, ou seja, a densidade espectral de energia ¢ um funcao par positiva. Podemos escrever

:l/w\X(w)\de
m™J0
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Como vimos, define-se a poténcia média, P, de um sinal continuo z(t) como

A definicao s6 tem interesse se o resultado do integral for finito nao nulo, ou seja, para sinais de
poténcia. Estamos patticularmente interessados nos sinais de poténcia que sao sinais petioédicos,
para os quais o calculo da poténcia média se pode tesumir a um petiodo, ou seja

Ty /2
P:L/ " ()t
To _TO/2

Um sinal continuo periédico pode ser convenientemente representado pela sua SF, sendo, como
vimos

z(t) = Z:Zioo Cnejkwot

k=1 / w(t)e~ ot gt
1y /1,

Sendo
z*(t) = Z::_Oo C’Ze_jkwot

resulta para o poténcia do sinal

P-= i/ (0 dt
Ty J 1,
1 *
=— z(t)x (t)dt
7 1. (t)z"(t)

1 0 % —jkw tj
=— x(t Cre 7°0" |dt
S MED) S
= Zw Cr L x(t)e_jkwotdt
== Ty /1y

=y GGy

-Yled

Concluimos assim que a poténcia média do sinal pode ser calculada a partir da representagao do
sinal no dominio da frequéncia. A poténcia média de um sinal continuo petiédico, de petiodo Ty,

pode ser calculada quer no dominio do tempo quer no dominio da frequéncia, sendo
1 2 o 2
P=_ / a(t)2dt = c
T To\ (t) > IOk

2 ~ A J T ;- . -
‘C k‘ representa entao a poténcia média da harmonica de ordem £ do espectro do sinal. A relacao

anterior é conhecida como teorema de Parseval para sinais de poténcia. Como vimos, se z(t)

for real os coeficientes da SF sao complexos conjugados pelo que podemos escrever neste caso

P=C2+ QZle\Ck\Q
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Ficha de Avaliacao M6
[ [ 1

|Nome: |Turma: | | | |

Data limite de entrega 12-05-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —CEDET)

Considere o sinal

z(t) = 4 cos(10t) sen(t —2 7'('] 1
T 4 t—-2

a) Represente graficamente o sinal para ; ; ; ; ;
t e [-20,20]. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
b) Determine uma expressao simplificada para a
TF do sinal.

©) Represente o espectro de amplitude do sinal
para w € [-20,20].

Considere o sinal

At(1+t] -T7<t<0
2T

a(t) =

At(l—t] O<t<T

2T

a) Represente graficamente o
te[-22].

b) Determine uma expressao simplificada para a
TF do sinal.

o) Represente o espectro de amplitude do sinal
para w € [-20,20].

sinal  para

Considere os sinais continuos periddicos
descritos na figura M6.31
o Determine a TF dos sinais. Esboce o

modulo da TF do stnal até a 4* harmonica.

o (Calcule os coeficientes da SF dos sinais.
Esboce o modulo dos coeficientes da SF do
sinal até a 4* harmonica.

e Calcule a petcentagem da poténcia dos
sihais contida até a 4* harmonica..

e Represente graficamente a reconstrucao dos
sinais com base nas primeiras 4 harmonicas
e compare com 0s sinais otiginais.

Figura M6.31

e Repita o0s
harmonicas.

procedimentos  para 20

© Prof. José Amaral

M6 - 32 Versio 3.0 « 25-04-2003



