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ANALISE DE SINAIS

Espectro de sinais discretos

TOPICOS

Série de Fourier de sinais discretos periédicos

Transformada de Fourier de sinais discretos nio periédicos

Transformada de Fourier de sinais discretos periédicos

Teorema de Parseval

presenta-se neste Modulo a analise de Fourier de sinais discretos periddicos e nao

petiédicos.

No Apéndice 1 é deduzida a Sétie de Fourier de sinais disctetos petidédicos e no

Apeéndice 2 é deduzida a Transformada de Fourier de sinais continuos nao petiodicos.
Os conceitos relevantes sao apresentados em destaque no inicio do Moédulo, seguindo-se um
conjunto de exercicios de aplicagdao, em que se da énfase especial a utilizacao do Matlab.
Nao existindo em Matlab um nicleo de calculo dedicado, a semelhanca do existente para sinais
continuos, a deducao de expressoes analiticas da TF de sinais discretos exige um maior esforgo
analitico pessoal. No Modulo 8, nomeadamente apds o desenvolvimento do conceito de
amostragem de sinais continuos, apresentar-se-ao as técnicas numéricas alternativas e a devida
analise comparativa.

Objectivos

No fim deste médulo o aluno devera:

1. Saber calcular a SF de sinais discretos periédicos.
2. Saber calcular a TF de sinais discretos nao periddicos.

Hn

3. Saber calcular a TF de sinais discretos periodicos.



ANALISE DE SINAIS

1. Série de Fourier

Qualquer sinal discreto z[n], periédico de periodo N, pode ser
representado completamente através de uma Série de Fourier

(SF)
N-1
z[n] = ZC’ke]kQOn
k=0
com
1 —jkQ
C. =—) zlnle 770" 07 , ‘ : , , , :
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Tal como para o caso continuo, a representacao : ! !
04 — - Jo L]

do sinal discreto petiédico z[n] através da sua

SF ¢é designada por espectro do sinal. Note que 03F — ==
para a descricao temporal de um sinal discreto
periddico de perfodo N apenas sao necessarios

T
|
|
| I T
| | |
| | |
02— —4---r - - i
| | |
. ., N | |
N valores do sinal, ja que, por definicao, e itk Sl i
beenaplonl}
0

z{n] = 2[n + N]. Também para a descrigio
espectral do sinal sido necessarios apenas [N
componentes espectrais, como ¢ evidente na Figura M7.1
expressao

N-1
aln]= ZC’ke]kQOn
k=0

, dado que as exponenciais complexas discretas
de frequéncias Qg £ 2km sdo idénticas. O
espectro do sinal é completamente representado
no intervalo e [0, Qﬂ, ou Qe [— m, w],
correspondendo as componentes proximas de
0 e 2w as baixas frequéncias e as componentes
proximas de m e —m as altas frequéncias.

A figura M7.1 mostra um periodo do sinal

discreto z[n] = cos[Qn]+ 0.5 cos[4Qyn], com N U P
Qo =27/N =m/20, ou seja N =40 e o I O SO PO SR B I
respectivo espectro, representado em funcao de : : : : : : :
Q/Qy. Note as tiscas em Qg e 4Q, °'4’”T”:’”T”:’”T”:’”T’”
respeitantes a cada um dos co-senos. A figura e,
M7.2 mostra um petiodo do sinal discreto ool - 17”1 o 1 ”1” 17”17”17”7
a[n] = cos[Qgn]+ 0.5 cos[4Qn] + 0.2 cos[15Q ] ' j: :r j: :r i :T i
,com Qg =2m/N =7/20,0useja N =40 eo bl e B el }’”T”T’”
respectivo espectro, representado em funcao de odeeseLoesssseses oslslos sercesescelones
_ N -20 -15 -10 5 0 5 10 15 20
Q/Q . Note as riscas em Qg, 49y, 150,
respeitantes a cada um dos co-senos. Figura M7.2
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ANALISE DE SINAIS

2. Transformada de Fourier

A transformada de Fourier (TF) de um sinal discreto nao
petidico, z[n], também designada por transformada de Fourier

directa pata sinais discretos, é representada por X(2), sendo

dada por

A relacao

on]= L / X)X a0
2
2m

¢ designada por transformada de Fourier inversa para sinais
discretos. O par de equagdes ¢é desighado como par de
transformadas de Fourier para sinais discretos

Tal como para o caso continuo, a TF de um
sinal discreto nao periddico é uma fungéo
continua da frequéncia angular. Note que pata o
caso discteto a transformada é petiddica de 27 .

A figura M7.3 mostra o sinal a[n]= 0.5"u[n],
e o respectivo espectro de amplitude

X(Q) = ejﬂ/(ejQ —-0.5) ‘ . Note que

Q =+m cotresponde as maximas frequéncias
que compdem os espectro do sinal.

A figura M74 mostra o sinal discreto
a[n]=wu[n +5]—u[n —5], e o seu espectro de
amplitude |X(Q) = | sen(502)/sen(0.502) .
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|

Figura M7.3
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Figura M7.4

© Prof. José Amaral

M7-3

Versao 3.0 ¢ 12-05-2003



ANALISE DE SINAIS

A TF de um sinal discreto, x[n] , petiddico de petiodo N , é dada

por

X(Q) =

2m Y CL8(Q - kQy)

k=—w0

, com Qg =27/N, sendo os coeficientes C), propotcionais as

amostras da TF do sinal de duracao finita, z, [n], idéntico, num

petiodo, a0 sinal periddico em analise

Cy

1
= - Xc(k)

A figura M7.5 mostra os graficos da TF da
versao  periddica  do  sinal  discreto
a[n]=wu[n+5]-u[n-5],  sequencialmente,
para petiodos N =20, N =40 e N =60,
constituida por impulsos de Dirac localizados
nas frequéncias multiplas da frequéncia
fundamental 4, a que se sobtepos a TF da

versao de energia, vista no exemplo 3.3, ficando
assim clara a relacdo
X@) =2 3 X, (@80 - k)
15 P
A comparacao com a figura M7.6, em que se
mostra os coeficientes da SF para o caso

N =40, ilustra a relacao X, (kQ2y) = NC|,.

Note que um sinal discreto periddico, de
petiodo N, é completamente descrito através
de uma sequéncia, no tempo, de N valores
numétricos, tendo uma representacio natural na
frequéncia através de um sinal discreto,
cotrespondente aos coeficientes da sua SF,
também correspondente a uma sequéncia de N
valores numéricos. A TF desse mesmo sinal é
um sinal continuo descrito pelo somatério de
impulsos de Dirac situados nos multiplos da
frequéncia fundamental do sinal. Embora o
tratamento de sinais, periédicos ou nao, através
da mesma ferramenta formal, TF, permita que
se deduzam relacbes tedtica importantes, como
se frisou quando falamos da TF de sinais
continuos, o facto do recurso a SF permitir que
se descreva, e manipule, um sinal através de N
valores numéricos torna esta transformacio
extremamente util, por permitir um tratamento
computacional eficiente. Como se vera no

\

+T?- :-TTTel ° ° :eTTTel =?T+

I
Figura M7.6

proximo Modulo, este facto levara a definicao de uma transformada, designada por DFT (Discrete
Fourier Transform), cuja utilizacao se generalizard a todo o tipo de sinais.
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ANALISE DE SINAIS

3. Teorema de Parseval

De modo muito semelhante ao caso continuo, podemos derivar para os sinais discretos as
expressOes que nos petmitem calcular a energia ou a poténcia do sinal, no dominio da frequéncia.

A energia de um sinal discreto nio periddico, z[n], pode ser
calculada tanto no dominio do tempo como no dominio da
frequéncia, sendo

R 2 1 2
E=)Y" ] = o ], [ X@

n=—o

Tal como para o caso continuo, a funcdo ‘X (Q)‘2 ¢ designada por densidade espectral de

energia.

A poténcia média de um sinal discreto petriédico, de petiodo N,
pode ser calculada tanto no dominio do tempo como no dominio
da frequéncia, sendo

P Ll =il

© Prof. José Amaral M7-5 Versio 3.0 « 12-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Exercicio 7.1

Calcule os coeficientes da SF do sinal cuja
evolugao temporal se mostra na figura M7.7, e
que pode ser descrito analiticamente por

ofn]= [’ﬂ

0.5

o
»
L
L
L 2
B
4
A 2
L
L 3

0.5 -+

Os coeficientes da SF de um sinal discreto 7Y

petiédico, de petiodo IV, sao dados por

Cr=—Y anle i+
PN %: ] Figura M7.7

No presente caso

nmw Qy = il
cos[} = cognQy|= "0 T 9
2 N=4
logo
| N ,
Cr=— Y x[n] ~JkS3n
N
n=0
3
1 | —dkn—
=—) cosin—le 2
Xl
n=0
—jko T —jk1 T —jk2 X — k3T
zl[le +0e 2 +(-1e +0e 2
I
=—(1-e 9"
L=y
1

Podemos vertficar o resultado procedendo a reconstrucao do sinal a partir dos coeficientes da SF.
Resulta assim

N-1
x[n] = Z Cke]kﬂon
k=0

3
_ Z Ckejkflon
k=0

= L (e 4 o330

— N

_ 7(63'"90 4 e—jnﬂo)

[N}

= cos(nflq)
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ANALISE DE SINAIS

Calcule os coeficientes da SF do pulso
rectangular discreto de duracao
2M +1 e periodicidade N, cuja
evolucao temporal se mostra na figura

M7.8

Os coeficientes da SF de um sinal
discreto periddico, de petiodo N, sdo
dados por

C, = LZ x[n]efﬂm"" Figura M7.8

NF

No caso presente

1 f‘: ikQ
Ck = — 67] ol
N n=-—M

1 % %, (n—M)
_ 67] o\ —

n=0

Tendo em atencao que para uma progressao geométrica

N-1 N-1
Z Uy, = Z ur’"
n=0 n=0

1-rN

1-7r
Podemos escrever

1 2M ]
Ck _ Ze—]kﬂo(n—M)

N n=0

13 EQ M~ kQ
— J o —J ol
- N Ze €
n=0
—7kQ (2M+1
_ 1 kom 1€’ f( :
N 1-e 7%

. 2M +1 . 2M +1
2M+1) Jkﬂog —]kﬂog
e 2 —e 2

_ijo (
2je 2
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ANALISE DE SINAIS

Matiab 7.1

Recorra ao Matlab para resolver o Exemplo 1
do Exercicio 7.1. B S S IO O [ _

Dado o sinal 7:\

05 —— AL L

nm| QO = 1 0
x[n}cos — = cos[nQO] = 9
2 N=4

|
|
|
|
| |
| |
OS5 —-—q---r-"A-—-"7r-~—"5~-1---
|
Recotrendo a biblioteca de calculo simbdlico, !
temos |
|
1

wO0g=pi/2; 5
N=2*pi/w0g;

syms k n wo0

x=sym('cos (n*w0)"');

Podemos representar o sinal 1

ng=0:0.01:N;

xg=subs (x,w0,w0q) ;
xg=double (subs (xg,n,ngqg)) ;
figure (1) ;plot(ng,xqg); 05 — — 1 _ __
grid on; axis([0 N -1.5 1.5]);

ng=0:N-1;

xg=subs (x,w0,w0qg) ;
xg=double (subs (xg,n,ng));
figure(1l); hold on
stem(ng,xg, 'filled'");
grid on; hold off

N
2
bk - -
w
»
IN

-0.5
, como se mostra na figura M7.9. Atendendo a °

definicao de SF de um sinal discreto Figura M7.10

1 N-1 .
Cy = N nzzox[n]e_] om 1

xb=sym('exp (-j*k*w0*n) ") ;
Ck=1/N*symsum(x*xb,n,0,N-1)
Ck=simplify (subs (Ck,w0,w0q))
Ck =
1/4-1/4%exp (-i*k*pi)

05—~ -~ ¢ - J L]

Obtemos assim a expressao dos coeficientes da

SF

C, = %(1-5]””)
70.5:2

Podemos representar graficamente o modulo
dos coeficientes

Figura M7.11

kg=0:N-1;

Ckg=double (subs (Ck, k, kg) ) ;

figure (2);stem(kg,abs(Ckg), 'filled'); grid on; axis ([0 N -0.5 11);
, como se mostra na figura M7.10, em que a escala horizontal pode ser interpretada como
correspondendo ao indice do coeficiente ou a frequéncia normalizada ©/Q € [0, N]. E comum

fazer a representacio no intervalo [- N/2, N/2]

figure(3); stem(kg-N/2,fftshift (abs(Ckg)),'filled");
grid on; axis([-N/2 N/2 -0.5 11);

Tornando mais clara a simetria que caracteriza a representacao de Fourier de sinais reais, e
evidenciando a existéncia das tiscas espectrais em £ . Recorde que as exponenciais complexas

© Prof. José Amaral M7-8 Versio 3.0 « 12-05-2003



ANALISE DE SINAIS

discretas sao periddicas de 2w, ou seja, os coeficientes da SF siao periddicos de N
(e_jﬂo = e3jﬂo).
Se pretendéssemos proceder a reconstrugao do sinal, podetiamos fazer

xbr=sym('exp (j*k*w0*n) ") ;

xr=simplify (symsum(Ck*xbr, k,-N/2,N/2-1))

Xr =
cos (n*w0)

Note que as expressOes analiticas sao irrelevantes, desde que, naturalmente, representem
convenientemente as sequéncias. O exemplo que acabamos de ver resume-se a representacao da
sequéncia petiddica, de perfiodo N = 4

a[n]=[1,0,-1,0],
em SF, de onde resultam os coeficientes dados pela equagéo de analise

1 — k2
Cy =ﬁ;x[n}e Json

que constituem também eles uma sequéncia petiddica de petfiodo N = 4

C). =[0,0.5,0,0.5],

, a partir da qual se pode reconstruir o sinal tendo em conta a equagéo de sintese
N-1
a[n]= ZC’ke]kQOn
k=0

A menos que haja interesse em conhecer as expressdées analiticas, o processo de analise e
sintese em SF de um sinal discreto periédico dispensa completamente o recurso a biblioteca
simbolica do Matlab. Assim, preferencialmente, podemos fazer a definicao das constantes basicas

wO=pi/8;
N=2*pi/w0;

, a definicao dos valores do sinal

n=0:N-1;
x=cos (n*w0)
% =

1.0000 0.0000 -1.0000 -0.0000

figure(l); stem(n,x,'filled'); grid on;

n=0:0.01:N; x=cos (n*w0) ;

figure(1l); hold on; plot(n,x,':'"); grid on; axis([0 N -1.5 1.5]);
hold off

, o calculo dos coeficientes da SF

k=0:N-1;
xb=exp (-j*k'*wO*n) ;
Ck=1/N*x*xb
Ck =
-0.0000 0.5000 - 0.00001 0.0000 - 0.00001 0.5000 + 0.00001

figure (2);stem(k,abs (Ck),'filled'); grid on; axis ([0 N -0.5 17);
figure(3); stem(k-N/2,fftshift(abs(Ck)),'filled");
grid on; axis([-N/2 N/2 -0.5 11);

, €, se desejarmos, a sintese do sinal a partir dos coeficientes da SF

xbr=exp (j*k'*w0*n) ;
xr=Ck*xbr
Xr =
1.0000 + 0.00001 0.0000 + 0.00001i -1.0000 + 0.0000i -0.0000 + 0.00001

Note que em resultado do processo de calculo e dos etros de representagio, as quantidades,
embora sendo reais no presente caso, apresentam residuos imaginatios desprezaveis cuja existéncia
¢ necessatio tet em conta no processo de representacao grafica.

© Prof. José Amaral
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ANALISE DE SINAIS

Recotra ao Matlab para resolver o Exemplo 2 do Exetcicio 7.1.

Recorrendo a biblioteca simbodlica do Matlab

syms M N n k wO
xb=sym('exp (-j*k*w0*n) ") ;
Ck=1/N*symsum (xb,n, -M, M) ;
Ck=simplify (Ck)
Ck =
- (exp (-1i*k*w0*M) —exp (1 *k*w0* (M+1))) /N/ (-1+exp (i*k*w0))

Obtemos a expressao
oI (2M +1)
—jkQ

Cy = ieij"M L

1-e

, que setia necessario simplificar manualmente para chegar a forma encontrada através da
resolucao analitica

k 2M+1 | | | | | | |
sen| Km—— | | | | | | |
o=t L N )
T | | | | | | |
Sen(’fj B R T ISR S VORI E R R
N | | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
Recorrendo ao calculo numérico, por exemplo 08—~ — b R
para N =40 e M = 2, temos ! ! ! ! ! !
0 * 4 * 4 L4 4
N=40; I I I I I I
| | | | | | |
M=2;
1 i
’ | | | | | | |
| | | | | | |
n=-N/2:N/2-1; T T s o 5 m T 20
x=rectpuls (n,2*M+1) ;
k=-N/2:N/2-1; ‘ ; ‘ ‘ : ‘ ‘
xb=exp (-3 *k'*w0*n) ; P I D S S T R SR N
Ck=1/N*x*xDb; | | e o | | |
Que nos permite obter os graficos do sinal e dos ! ! ! ! ! !
008 - -4 ——-L__ e
coeficientes da SF | | | | | |
006 ———4———+—— FlAr T e ==+ — ===+
figure(1); : : : :
stem(n,x, 'filled"); e e e COTITre "1~~~ 7]
. | | | |
aX}s([—N/Z N/2 -1 21); 0_0217 L L L e
grid on I | | I | ‘ T
figure (2); ol I,i e LidLIdL b ‘,I,,
stem(k, real (Ck), 'filled"); ‘I il : : : L I}
axis ([-N/2 N/2 1.1*min(real (Ck)) B i R o Y R H i I Y o DA
-20 71‘5 71‘0 "5 ‘0 ‘5 1‘0 1‘5 20

1.1*max (real (Ck))1);
grid on

como se mostra na figura M7.12

Se desejassemos reconstruir o sinal a partir dos
coeficientes da SF, poderfamos fazer

n=-2*N:2*N;

xbr=exp (j*k'*w0*n) ;

xr=Ck*xbr;

figure(1);

axis ([-2*N 2*N -1 2]); hold on;
stem(n,real (xx),"'.",'r");

grid on; hold off;

de onde resulta o grafico que se mostra na figura
M7.13 para 4 petiodos do sinal. Note como,
embora sendo obtido a partir de um periodo
z[n], o sinal reconstruido é inerentemente

petiédico, dado que é conseguido a partir dos
JkQ2,n

Figura M7.13

sinais de base e , que sao sinais petiddicos.
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2, M=3.

60, N

-10

-15

20, N

-20

20

Figura M7.14

15
M7 - 11

40, sendo, de cima para baixo, M =1, M

-10

do semelhantes: a2 medida que o periodo cresce, o espectro do sinal nao altera a sua

forma envolvente, tendendo para um espectro continuo.

-15

da vez mais proximas. Compare a figura M5.22 em que se mostram as altera
pelo espectro de um trem de pulsos rectangulares, continuo, em resultado do aumento do petiodo,

T, .

A figura M7.14 mostra os coeficientes C), do pulso tectangular discreto petiédico de duracao
estao ca

A figura M7.15 mostra os coeficientes C}, do pulso trectangular discreto periddico de duracao
A patte a questio de o espectro de um sinal discreto periddico ser uma funcio periddica, de

Note como, dado que N crescente implica €2, cada vez mais pequeno, as tiscas do espectro
petiodo N em funcao de k (ou de perfodo 27 em funcio de €2), os comportamentos descritos

2M +1 =15 epetriodo N, sendo, de cima para baixo, N

2M +1 eperiodo N
sao em tu
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Exercicio 7.2

Calcule a TF do pulso rectangular discreto de duracao 2M +1.

A TF de um sinal discreto é dada por

o0
X(Q) = Zx[n}e Hn
n=—00
No caso presente
M o
X(@)= Y e in
n=-M

oM
- Z e~ IUn-M)
n=0
Tendo em atencao que para uma progressao geométrica

N-1 N-1
Zun = Z’LLO’I"n
n=0 n=0

—u 1- TN
0 1-r
Podemos escrever
oM
X(@)= 3 e
n=0

2M )
_ Z e]QMefjﬂn
n=0

o 1 = o 22M+1)
=e n
1—e 50
(2M+1 (2M+1
o~ (2M+1) JQ( 1) —JQ( 1)
) e 2 _, 2
2je 2 -
oM 27
=e
Q ]'Q —J=
iy e 2 —e "2
2je 2 -
25

Calcule a TF do impulso unitrio discreto, &[n].

A partir da defini¢ao
X(Q) = Zw[n]e_]ﬂn
1 =—00
= Zé[n}e_]ﬂn =1
7 =—00

© Prof. José Amaral M7 -13
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Calcule a TF inversa do espectro X () = Zw (2 — k2m).

—o0

Calculando, por definicao, a transformada inversa num petiodo resulta

z[n] ! /:T 6(Q)ejﬂnd§2

o

1 T
=— | §Q)dQ
2 -7
_
21

Temos portanto O par de Fourier

1 © ©
D -kl " 8(Q—k2m)

Calcule a TF inversa do espectro X(2) = 3 + 4 cos(292) .

Por definicao

aln]= L/ (3 + 4 cos(202) )’ d
2
2
= 2L (3 + 275 4 271N S0
T 2

= %/ (2674n+2) 4 3070 9 3AN=2)) 40y
71'
27

Note que

1 /ejQ("*"o)dQ _ [T n-n0,) 40

2 . 2 J —r
2
™
1 i0nng)
21 j(n —n,) .
LU m(neng) _ —jm(n-no)
2w j(n —ng)
125

= m sen(m(n —ng))
_ sen(m(n —ng))

w(n —ng)

sinc(n — ng)
1 n=ng

:{0 n # ng

25[11—110]

Pelo que

x[n] = %/(26]'9(”_2) + 3¢ 26jﬂ(n+2))df2
T
2T

= 26[n + 2]+ 36[n] + 26[n - 2]

© Prof. José Amaral M7 - 14
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Note que pode concluir que

x[n] = i/Zm[i]ejQ(n*i)dQ
= Zm[z]é[n - z]

que é uma relacio extremamente pratica no
calculo de transformadas inversa de sinais
discretos.

Determine a TF discreta do sinal z[n] desctito
na figura 7.17.

Por definicao

n=—

X(Q) = Z x[n]eijﬂn
2

= Zx[n]e_jﬂn

n=-2

= erQQ + OejQ + Se_jﬂo + Oe_jQ + 26_j2ﬂ

=3+ 2(&29 + 2e_j29)
=3 +4cos(29)

Figura M7.16

© Prof. José Amaral
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Matiab 7.2

Recorra ao Matlab para resolver o Exemplo 1
do Exercicio 7.2.

Recorrendo a biblioteca simbodlica do Matlab

syms n w M

xb=sym('exp (-j*w*n)"');
Xe=simplify (symsum(xb,n,-M,M))
Xe =

1/ (-1+exp (i*w))* (-exp (-1*w*M)
+exp (1*w* (M+1)))

Obtemos a expressao
(@) — B | _ o IHA2M+1)
- 1 — o JkQ

, que setla necessatio simplificar manualmente
para chegar a forma encontrada através da
resolucao analitica

sen(Q

Podemos facilmente obter o grifico de X(2)
pata diversos de M

o 2M1)

wg=linspace (-2*pi,2*pi, 200);
Xeg=subs (Xe, M, 2)
Xeg=double (subs (Xeqg, w,wqg) ) ;
figure (2) ;plot (wg, real (Xeqg));
grid on

axis([-pi pi 1.1*min(real (Xeq))
1l.1*max (real (Xeqg))1):

A figura M7.17 mostta a evolucao de X(Q)
para M =1, M =2 e M =3. Compare com
a figura M7.14. Note como a evolugao das
grandezas representadas ¢ semelhante. Na
verdade, basta por exemplo comparar as
expressoes dos coeficientes da SF do pulso
rectangular discreto periédico com a expressao
da TF do pulso rectangular discreto, para

verificar que

1
CL. =—X(kQ
F= (k)

Recotra ao Matlab para resolver o Exemplo 4 do Exetcicio 7.2.

Recorrendo a biblioteca simbodlica do Matlab

Syms w n
xb=sym('exp (j*w*n)"');
X=sym('3+4*cos (2*w) ") ;

xfl=simplify (int (X*xb,w,-pi,pi))/2/pi

xfl =

(7*n"2-12) *sin(pi*n) /n/ (n"2-4) /pi

Figura M7.17
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Obtemos assim a expressao

oInle n? - 12 sen(nm)
- 17,

Sendo sen(nm) =0, Vn, a[n] é sempre nulo excepto nos pontos em que o denominador se

anula, ou seja, para n =-2,n
nestes instantes

ng=-5:5;
xf=double (subs (xfl,n,nqg));

nn=find(isinf (xf) | isnan(xf));

if length(nn)>=1
for i=1:length (nn)

0 e n=2. Podemos calcular os valores que o sinal assume

xf(nn(i))=double (limit (xfl,n,ng(nn(i))));

end
end
xf
xf =
0.00 -0.00 0.00 2.00

, e representar graficamente o sinal

stem(ng,xf, 'filled")
grid on
axis([-5,5,-1,41);

, obtendo assim a figura M7.18.

0.

00

Note que o processo de calculo da TF inversa
pode ser simplificado se especificar-mos

previamente o dominio n

syms w n

xb=sym('exp (j*w*n)"');
X=sym('3+4*cos (2*w) ") ;
ng=-5:5;

xb=subs (xb,n,ng) ;

xf=simplify (int (X*xb,w,-pi, pi))

/2/pi

xf =
(o o0, 0,2, 0, 3,0,
stem(ng,double (xf), 'filled")
axis([-5,5,-1,4]1); grid on

2/

0,

3.

00

0]

0.00 2.00 0.00 -0.00 0.00
4 ——
| | | | |
Y O S R B S
I S S U G IO E R
| | | |
S i
| | | |
P i Tl Bl el
P A S R DR Y B
| | |
P AR A S IO AU B
| | |
i T Rt e R B R
-~ .
* * T *
| | | | |
05— —l—————d-—+-—t+—-—F——
L
5 4 3 2 1 o0
Figura M7.18

Recorra ao Matlab para resolver o Exemplo 5 do Exercicio 7.2.

Recorrendo a biblioteca simbdlica do Matlab

Syms w n

x=[0 002 030200 0];
n=-5:5;

xb=subs (sym('exp (-j*w*n) ")) ;

X=simplify (xb*x")
X:
4*cos (2*w) +3

Podemos representar graficamente X (€2)

Wg=-pi:0.1:pi;
Xg=double (subs (X1,w,wg) ) ;
plot (wg,Xg, 'LineWwidth',2);
grid on;
axis([-pi,pi,-2,81);

, obtendo o grafico que se mostra na figura
7.19. Podemos verificar o resultado

calculando a TF inversa

Figura M7.19

xb=subs (sym('exp(j*w*n) ")) ;
xf2=simplify (int (X*xb,w,-pi,pi))/2/pi
xf2 =
ro o 0 2,0, 3, 0, 2,0, 0, 0]
© Prof. José Amaral M7 -17 Versio 3.0 « 12-05-2003
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Exercicio 7.3

Calcule a TF do pulso rectangular discreto,
z[n], de duracio 2M +1 e periodicidade N,
cuja evolucao temporal se mostra na figura
M?7.20. Simplifique a expressio para M = 1.

Comecemos por considerar um  pulso
rectangular  discreto, x, [n], de duracio
2M +1, cujo comportamento é coincidente,
num petiodo, com o sinal z[n]. Vimos que a M
TF de =, [n] ¢ dada por

M

Figura M7.20

Assim sendo, resulta de imediato

2M +1

sen( ML, (2M + ])) sen(kﬂ'
) 1 2 1

(kS

)

e

1
C,=—X
TN

0 = — =
N sen ML, N sen[k W)
2 N

Compare a expressao com a obtida no exemplo 2.9. A TF de .r[n] € entao

2M +1
2 2 &S Sen(kﬁ N ] o
X() =2 CLo(Q-kQ ) =" —_— = L5 -k —
@ =27 Y Cro(@-h2,) =T Y Sk
k=—o0 k=-o0 senkﬁ

Particularmente para M =1 resulta

2M +1

x(@) =2~ i Sen[lm ) 5(0 - k2T

N sen(k ﬂ'] N
N

2
N k=-o sen(kwj N k=-0 sen(k on
N 2

Recotrendo a relacoes trigonométricas triviais € facil demonstrar que

sen(Sk 020]
g - 1+ 2cos(k2,)
sen(k 0)

2

, de onde resulta

X(Q) =9, i (1+2cos(k,)) 6( - kS,

k=—o0

or & sen(kﬂ' N] 5 - sen(?)k QO)
=N Q- k) =0, Y L6 - kR,)

© Prof. José Amaral M7 -18
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Apéndice 1: Série de Fourier de sinais discretos
periodicos
No caso dos sinais continuos petioédicos o conjunto ortonormado completo que foi escolhido para
definir o espaco de representacao dos sinais foi o conjunto

{yk(t) = ej’“"ot} k=0+1+2,...

De modo a minimizar o etro quadratico médio de representacao num intervalo cotrespondente a
um perfodo do sinal, e sendo assim em todo o dominio do sinal dado que o sinal é periddico,
demonstrou-se que os coeficientes que pesam cada um dos sinais base devem ser

C, = b
Ty
TO

x(t)e_jkwotdt

Para representacio de um qualquer sinal discreto, z[n], vamos também utilizar as funcdes
exponenciais, no caso, o conjunto de funcoes exponenciais discretas

{yk[n] = ejm“n}

que, de modo muito semelhante ao que foi visto para o caso continuo, se pode demonstrar
constitufrem um conjunto ortonormado completo. Ha agora, no entanto, uma diferenca
importante em relacao ao caso continuo. Como temos agora uma variavel discreta, que apenas
assume valores inteiros, resulta que

ej(N+k)Qon _ e]'Nﬂonejkﬂon

i
—e Q, e]kﬂon
_ ej27rnejk§20n
eijOn

Sendo
ej(NJrk)Qon _ eijOn

, concluimos que s6 existem N exponenciais IF<on

o conjunto finito de sinais de base

com comportamentos distintos. Ou seja,

{yk[n]=ejmo”} k=01, ,N—1

define completamente o espago de representacao de qualquer sinal discreto periédico de perfodo
N . Assim sendo, a representacao de um sinal discreto periédico sob a forma de uma combinagao
linear de exponenciais complexas discretas resulta

N-1
aln]= Z C’ke]kgon
k=0

Também de modo muito semelhante ao que fol visto para o caso continuo, pelo que dispensamos
aqui a sua apresentacao, pode demonstrar-se que os coeficientes que minimizam o etro quadratico
médio de representacao de um sinal z[n] descrito por N pontos devem ser

Cy = % Z x[n] e~ IRShn
N

A analogia com a expressao para o caso continuo ¢ evidente. Se recordarmos que o petiodo do
sinal é agora designado por N , a unica diferenca entre as duas expressdes consiste na substituicao
do integral pelo somatério, que decorre naturalmente uma vez que estamos agora a lidar com
sinais discretos.

© Prof. José Amaral
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Apéndice 2: Transformada de Fourier de sinais
discretos nao periodicos

Consideremos, a semelhanca do que foi feito para o caso continuo, um sinal de energia discreto,
z, [n], cujo comportamento ¢ igual, num perfodo, a um dado sinal discreto periddico x[n] Se
fizermos crescer o periodo indefinidamente, no limite, com N a tender para infinito, os dois sinais
serao idénticos

dim afn]=z(t)

Sendo a representacao em SF de z[n]
x[n] = Z Ckejkﬂon
N
com
Cy = % Z x[n]e_jkﬂon

N

, podemos, a partir destas expressoes, e seguindo um processo em tudo semelhante ao caso
continuo, fazer tender N para infinito, obtendo assim a representacao do sinal de energia. Para a
representacao directa a conclusao ¢ imediata. Recorde que para um sinal continuo obtivemos

X(w) = /: H(t)e Tty

Para o sinal discreto, seguindo os mesmos passos da deducao, chegamos a expressao

o0

X(Q) = Z x[n]e_jﬂn

n=—w

, cuja analogia com a situacao continua ¢é imediata, a parte, naturalmente, o somatorio que substitui
o integral, dado que estamos agora a lidar com um sinal discreto. Para a representacao inversa, que
no caso continuo resultou

1

o

(%) /io X(w)e ! du

, obtemos
z[n]= S / X(Q)e’ a0
2w ]
s

, cuja analogia com o caso continuo, a patte os limites de integracao, também ¢ imediata. Os limites
de integracao sao faceis de compreender. Recorde que a SF de um sinal discreto periédico é, em
kQ,, , periddica de 27 . Ora

lim NQ, = lim N2—7r
N->® N—>®
=27

Encontramos assim, a semelhanca do caso continuo, um par de transformacoes que nos permite
representar um sinal discreto nao petridédico quer no dominio do tempo quetr no dominio da
frequéncia. A semelhanca do caso contihuo a funcio X(€2) é chamada funcdo de densidade

espectral do sinal x[n]

© Prof. José Amaral
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Ficha de Avaliacao M7

(N:[ [ [ | | [ Nome: [ Turma: [ [ [ |
Data limite de entrega 19-05-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —CEDET)

1) Represente o modulo, o argumento, a parte real, e a parte imaginaria dos coeficientes da SF do
sinal discreto periddico

z1[n] =Y (uln - 100k] - u[n - 6 — 100k)
k
2) Repita a alinea 1) para o sinal
wo[n] =" (uln +5 - 100k] - uln - 1 - 100k)
k
3) Comente comparativamente os resultados das alineas anteriores com base nas propriedades da
TF, vistas no Modulo 6.

Considere o sinal discreto
a[n]=0.5"u[n]
1) Represente graficamente o sinal.
2) Determine a expressio analitica da TF do sinal e represente-a graficamente no intetvalo
Qe [— 3, 371'] e no intervalo 2 € [— , 7r]. Comente os resultados.

3) e 4) Repita as alineas 1) e 2) para
z[n] = (-0.5)"u[n]

5) Comente comparativamente os resultados das alineas 1) e 2).

Grupo B

1) Considere o sinal continuo petidédico
x(t) = cos(wgt) + 0.3 cos(dwt) + 0.2 cos(36wqt) + 0.1 cos(39wt)
com wq = 2m/T, T = 80. Represente graficamente o sinal z(t) para t € [- T/2, T/2].
2) Considere agora o sinal o sinal discreto periddico
z[n]= cos[QOn] +0.3 cos[4QOn:| +0.2 COS[BGQOH] +0.1 COS[BQQOH]
com Qg =2r/N, N =80. Represente graficamente o sinal z[n] para n e[~ N/2, N/2-1],
sobreposto ao sinal z(t).
3) Represente graficamente o moédulo dos coeficientes da SF do sinal 2[n], para
Q/Q €[~ N/2, N/2 —1]. Comente os resultados.
4) Represente o sinal continuo, x4(t) , construido com base nos coeficientes da SF obtidos em 3)
(N /2)-1
xo(t) = Z Cy. eIkt
k=-N/2
, sobtepondo-o a0 grafico obtido em 1) e 2), para t € [~ T, T|. Comente
5) Observe o grafico anterior para t € [~ T/4, T/4]. Comente.
6) 2 10) Repita as alineas 1) a 5) considerando 7' =40 e N =40
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