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ANALISE DE SINAIS

DFT

Os principais resultados deduzidos sao apresentados no inicio do Moédulo, seguindo-se um grande
conjunto de exemplos de aplicacao, todos eles baseados na utilizacao do Matlab para calculo dos

TOPICOS

DFT

A DFT e a SF de sinais discretos periédicos

A DFT e aTF de sinais discretos nido periddicos

A DFT e SF de sinais continuos peridédicos

A DFT e a TF de sinais continuos nao periédicos

presenta-se neste Modulo a DFT — Transformada Discreta de Fourier. E desenvolvida
em Apéndice a relacio desta transformacao com a SF de sinais discretos periddicos,
com a TF de sinais discretos nao periddicos, com a SF de sinais continuos petioédicos e

com a TF de sinais continuos nao petiddicos.

coeficientes da DFT, nomeadamente através da utilizacao da funcao FFT.

Para além de exemplos que procuram esclarecer a relacao da DFT' com as diversas transformacoes
vistas em Modulos anteriores, sao ainda dados exemplos que procuram dar ao aluno sensibilidade

relativamente 2 interpretacao dos resultados alcancados.

Objectivos

No fim deste médulo o aluno devera :

Saber calcular a DFT de um sinal discretos.

]

Saber calcular e interpretar a SF de um sinal discreto periddico a partir dos
coeficientes da sua DFT.

[

Saber calcular e interpretar a TEF de um sinal discreto nao periddico a partir

dos coeficientes da sua DFT.

j

]

o,

Saber calcular e interpretar a SF de um sinal continuo periédico a partir
coeficientes da DFT de um conjunto de amostras desse sinal.

(O}]

[

Saber calcular e interpretar a TF de um sinal continuo nao periédico a partir

dos coeficientes da DFT de um conjunto de amostras desse sinal.

=

]

Saber calcular a e interpretar TF de um sinal continuo perioédico a partir dos
coeficientes da DFT de um conjunto de amostras desse sinal.

[



ANALISE DE SINAIS

1. DFT (Transformada Discreta de Fourier)

Define-se 2 DFT - Transformada Discreta de Fourier de um
qualquer sinal discreto x[n] , desctito por uma sequéncia finita de
N valotes, no intervalo [O, N - 1] , COMO

N-1

X[k]= Zx[n]eijkﬂon

n=0

, com Qq =27/N. A partir da sequéncia de N valores que
constitui a DFT do sinal, este pode ser reconstruido por

o)=L S e
) N k=0

,com k e[0, N —1].

A figura M8.1 mostra os N =12 valotes do
a[n]=05"un]-un-12]) e os
respectivos N =12 wvalores cortespondentes

20s modulos dos coeficientes da sua DFT),

X[k].

sinal

Os coeficientes da SF de um sinal discreto peridédico .r[n]
definido por N amostras do seu petiodo fundamental,

ne [O, N - 1], e os coeficientes da sua DFT estdo relacionados

por

A figura M8.2 mostra um periodo do sinal
discreto z[n]= COS[Q()’I’L] +0.5 005[49011] , com
Qy =2m/N =m/20, ou seja N =40, e os
coeficientes da SF, calculados com base nos
DFT, ¢} = X[k}/N,
representados no intervalo [- N/2, N/2].

coeficiente da
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ANALISE DE SINAIS

Dado um sinal discreto nio periédico z[n] definido por N
amostras, n € [O, N —1], os coeficientes da DFT' desse sinal
correspondem a amostras da sua TEF, X(Q), nos pontos
Q=kQ,

X(kQ) = X[k]

com Qg =27/N .

A figura M8.3 mostra o médulo e o argumento
da TF do sinal y[n]=0.5"u[n] no intetvalo R T
[— T, 71'} , conforme visto no Mobdulo 7 ‘ ‘

Y(Q) = ejQ/(ejQ —-0.5) , a que se sobrepos o 70_573 77777 W
médulo e o argumento dos coeficientes X[k], ! !
do sinal z[n]=0.5"(u[n]-u[n -12]), que se | |
mostrou na figura M8.1, redistribuidos no A5
intervalo [— T, 71'] . Como pode ver, a sequéncia

de valores da DFT correspondem a amostra da Figura M8.3
TF do sinal y[n].

Admitindo que um sinal continuo petiddico, de periodo Ty, é de
banda limitada, ‘X(w)‘ =0 ,V‘w‘ >w)r, € se vetifica

wy > 2wy, sendo wjs a frequéncia maxima do sinal e wy a

frequéncia de amostragem, os coeficientes da sua SF, C},, podem
ser calculados a partir dos coeficientes da DFT, X[k], do sinal
discreto constituido pela sequéncia de N = Tj /T, amostras do

sinal continuo obtidas em intervalos  equiespagados,
z4[n]=2(nT}), com n € [0, N —1], sendo

1 061 — — — — :————i————L ———————— 4: —————

C,. =—X|k | | | | |
b= X I I T S S R T
Y S S
N R T N O R

A figura M84 mostra um periodo do sinal

02 —— — —|———

1 I
| |
| |
., . S A e e e H
contihuo petibdico : ! !
x(t) = cos(wqt) + 0.5 cos(dwqt), com 0l ————---~ it e Rt itls e
N . | | |
wy =2m/40, a que se sobtepos o sinal e . S

x(nTy) = cos(winTy) + 0.5 cos(4wynTy), com
w, =67/10, e os coeficientes da DFT do sinal Figura M8.4
discreto  x4[n]=x(nT,), constituido por
N =12 amostras equiespacadas do sinal

© Prof. José Amaral M8 -3 Versio 3.0 * 19-05-2003



ANALISE DE SINAIS

continuo,  representados  no  intervalo

[- N/2, N/2].

Admitindo que um sinal continuo nio periédico é de banda
limitada, |X(w) =0,V|w|>wy, e se verifica wy >2w,y;,
sendo w s a frequéncia maxima do sinal e w, a frequéncia de
amostragem, obtemos amostras da TF do sinal, X(w), nos
pontos w = kQ /T , calculando os coeficientes da DFT, X[k],

do sinal discreto constituido pela sequéncia de N amostras do
sinal contihuo, obtidas em intervalos
z4[n]=2(nT,), com n €0, N —1], sendo

x| H20 | _ 1 xik
[ ] X[

S

equiespa¢ados,

A figura M85 mostra: o sinal continuo
(t) = 2sinc?(t/x) ; a sua TF
X(w) = 2w A(w/2), x(t) é portanto um sinal de
banda limitada com wj; = 2; o sinal discreto
z(nT,) = 2sinc? (nT,, /7),
N =40 amostras retitadas do sinal continuo

composto por

com uma frequéncia de amostragem w, = 27 ;

e os N =40 coeficientes da DFT do sinal
discreto devidamente escalado na amplitude e
no eixo de frequéncias.

22 T T T T T T T
I I I I I I I
Pl e e R e R e A
o B
T R
974 E S ) R
) N S N 1 SN S
] S S I S R R .
) S Y S S S
) I S O 1 G Y S
) I P SO O NV U Y S
) PR S R O Y O R
) A
-20 -15 -10 5 0 5 10 15 20

22 T T T T T T T
| | | | | | |
e e e e e I e
| | | | | |
18— —d4—-——b—-—d-——|f-——-l—-——+—-——1-—— 4
| | | | | |
16— —d4—-——F——-d-— ] |
| | | | |
14— —d——— b —— - — |
| | | | |
12 —— 4 — — — b — — 44— — ] |
| | | | |
] ] |
| | | | |
08— — 4 — L - _ | |
| | | |
06— —d—— b -/ ]
| | | |
04— —d—— -+ - — - ¢ | |
| | | |
02— — 4 ———-L - —d_ | |
| | | |
L —] T e
-20 -15 -10 -5

Figura

M8.5

© Prof. José Amaral M8 -4

Versao 3.0 ¢ 19-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Matiab 8.1

Recotra ao Matlab para calcular a DFT dos
sinais que se mostram na figura 8.6

A DFT de uma sequéncia finita, .r[n], ¢é dada
pot

X[ 3 afne

, podendo ser facilmente calculada recotrendo a
funcao fft.

Assim, temos para z[n]

x=[2 2 -1]
Xk=fft (x)
Xk =
3.0000 1.5000 - 2.59811
1.5000 + 2.59811
, para y[n]
y=[4 3 2 1]
Yk=fft (x)
Yk =
10.0000 2.0000 - 2.00001
2.0000 2.0000 + 2.00001

,e para T [n]

x2=[5 -1 -2 3]

X2k=fft (x2)
X2k =
5.0000 7.0000 + 4.00001
1.0000 7.0000 - 4.00001

Compare com os resultados  obtidos

analiticamente no Apéndice 2.

Note que qualquer dos 3 sinais esta definido no
intervalo n € [0, N =1] pelo que, estando nas
condicbes da definicio da DFI, nio ¢
necessario qualquer cuidado na utlizacao da
funcao fft.

Calcule e represente os coeficientes da DFT do
sinal discreto z[n] representado na figura M8.7

Comecamos por definir a sequéncia de N =10
valores do sinal

x=[0 00213120 0];
N=length (x);

, calculamos de seguida os coeficientes da DFT

-1 1 2 3 4 5
6

5

4

3

2

1

0

-1 1 2 3 4 5
6

2

5 2

4

3

2

1

o
3

5 2 A 0 1 2 3 4 5

Figura M8.6
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ANALISE DE SINAIS

do sinal recorrendo a funcio ff,

Xk=fft (x)

, e finalmente procedemos a representacao do
moédulo e do argumento dos coeficientes, em
funcao do indice k, conforme se mostra na
figura M8.8

k=0:N-1;

figure (1)

stem(k,abs (Xk), 'filled");

grid on

axis ([0 N 0 1l.1*max(abs(Xk))]1):

figure (2)

stem(k,angle (Xk), 'filled");

grid on; axis ([0 N -4 47);

Calcule e represente a TF do sinal discreto
descrito na figura M8.7

Recorrendo 2 biblioteca simbolica do Matlab, e
pré-definindo os valores e n e a[n] para
simplificar o procedimento simbolico, conforme
visto em M7-17 Exercicio 3, temos

Syms w n

x=[0 00213120 0];
N=length (x) ;

n=0:N-1;
xb=subs (sym('exp (-j*w*n) ")) ;
X=simplify (xb*x")

X =

2*exp (=3*1*w) +exp (-4*1i*w)
+3*exp (-5*i*w) +texp (-6*1i*w)
+2%exp (= 7*i*w)

Nao vale a pena tentar simplificar manualmente
a  expressio uma vez que apenas estamos
interessados na representacao grafica. Assim,
podemos proceder de imediato a representacao
do médulo e do argumento de X(Q), em
funcio de Q € [0, 27, conforme se mostra na
figura M8.9

wg=0:0.01:2*pi;
Xg=double (subs (X,w,wqg) ) ;

figure (55)

plot (wg,abs (Xg)) ;

grid on;

axis([min(wg) max(wg) O
1.1*max (abs(Xg))1);

figure (56)

plot (wg, angle (Xg)) ;

grid on;

axis ([min(wg) max(wg) -4 4]1);
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ANALISE DE SINAIS

Sobteponha os coeficientes da DFT calculados
no Exemplo 2 a TF calculada no Exemplo 3.

De modo a identificar melhor a relacao entre os
coeficientes da DFT do sinal z[n] e a sua TF
podemos facilmente proceder a sobteposicao da
representacao grafica das duas grandezas,
bastando para isso representar X[k] em funcio
de ). Dado que cada um dos coeficientes
existe para () = k() , bata fazer

w0=2*pi/N;

figure (55); hold on;

stem(wO*k, abs (Xk), 'filled');

hold off; pause

figure (56); hold on

stem (wO*k, angle (Xk), 'filled'");
hold off; pause

, obtendo-se assim os graficos da figura M8.10.
Como pode vet, a sequéncia de valores da DFT
cotrespondem a amostra da TF do sinal.

Ainda relativamente a0 sinal z[n] definido na
figura 8.7, represente a sua TF no intervalo
Qe [— m, 7r] e sobreponha-lhe os coeficientes
da DFT.

Como sabe, a TF de um sinal discreto é
periddica de 2w, correspondendo  as
componentes proximas de 0 e 27 as baixas
frequéncias e as componentes proximas de 7 e
-7 as altas frequéncias. Para uma mais facil
interpretacio do espectro do sinal, é comum
que a representacao de X (9) seja feita para
Q e[~ 7. O procedimento para proceder a

representacao de X (Q) neste intetvalo ¢é
imediato, dado que basta calcular os respectivos
valores da expressao simbolica

wg=-pi:0.01:pi;
Xg=double (subs (X,w,wg) ) ;

Relativamente aos coeficientes da DFT, e
embora a funcio fff assuma k[0, N —1], o
procedimento ¢é igualmente simples, existindo
uma fun¢io Matlab definida para esse efeito. A
funcao ffishifi quando aplicada a um vector v

v=1[0,1,---,N/2-1, N/2,---, N —1]

separa a segunda metade do vector e concatena-
a no infco, otiginando o vector u

Figura M8.11
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ANALISE DE SINAIS

uw=[N/2,--,N-1,0,1,---,N/2]

(apesar do nome, a funcao pode, evidentemente, ser usada independentemente do contexto do
calculo de uma ffi). Atendendo a periodicidade inerente aos coeficientes da DFT (recorde a relagao
entre a DFT e a SF), basta entao fazer

Xk=fft (x);
Xk=fftshift (Xk);
k=-N/2:N/2-1;

Para uma mais facil interpretacio, repetem-se seguidamente todo os procedimentos necessatios a
representacao pedida

syms w n

x=[0 0021312007,
N=length (x) ;

n=0:N-1;

T X(w) %%%%%

xb=subs (sym('exp(-j*w*n)"'));
X=simplify (xb*x"');
wg=-pi:0.01l:pi;
Xg=double (subs (X,w,wg)) ;

figure (57);

plot (wg,abs (Xg));grid on;

axis([min(wg) max(wg) 0 1l.1l*max(abs(Xg))]);:
figure (58);

plot (wg,angle (Xg)); grid on;

axis([min(wg) max(wg) -4 41);
% X[k] %%%%%
Xk=fft (x);
Xk=fftshift (Xk) ;
=-N/2:N/2-1;
w0=2*pi/N;

figure (57); hold on;
stem(wO*k, abs (Xk), 'filled"');
hold off; pause

figure (58); hold on
stem(wO*k, angle (Xk), 'filled'");
hold off;

Obtendo-se assim a representacao no intervalo 2 € [— T, 71'] , que se mostra na figura 8.11.

Considere o sinal discreto y[n] representado na

figura M8.12. Represente a sua TF no intervalo
[— m, 71'] e sobreponha-lhe os coeficientes da e R
or REEREEE

O sinal nao esta definido para n € [0, N - 1}
pelo que nao podemos utilizar de imediato a 2k~ - -~
funcao fft.

Note que nao é dada informacao temporal a
fungao fft, assumindo-se que 7 € [O, N —1],

Lo — — -
w@ — - —

sendo que de igual modo se assume que os
coeficientes devolvidos sao definidos para Figura MS8.12

kelo, N -1].

© Prof. José Amaral M8 -8 Versio 3.0 * 19-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Note que a informagao temporal apenas tem
implicagcbes no espectro de fase, nao
alterando em nada o espectro de amplitude.

O sinal y[n} definido na figura M8.12 é uma

versio em avanco do sinal z[n] definido na
figura M8.7.

yln] = 2[n + 5]
=a2n + N/2]

Se representarmos a sua TF

sSyms w n
y=[0 00213120 0];
N=length (y);
n=-N/2:N/2-1
xb=subs (sym('exp (-j*w*n) ")) ;
Y=simplify (xb*y"')

Y:

2*cos (w)+4*cos (2*w) +3

wg=-pi:0.01:pi;
Yg=double (subs (Y, w,wqg) ) ;

obtemos os graficos que se mostram na figura
M8.13. Compare-os com a com a representagao
da TF do sinal a[n] vistos nos exemplos
antetiores. Note que o espectro de amplitude ¢é
igual, apenas existindo diferenca no espectro de
fase.

Para podermos calcular os coeficientes da DFT
do sinal y[n], e dados que nio podemos dar

informacao temporal a fff, é necessario proceder
a uma translacao do sinal.

Note que, e independentemente do sinal y[n]
tal como representado na figura M8.12 ser ou
nao um sinal de energia, isto ¢ ser nulo fora do
intervalo [— 5, 4] , para procedermos a uma
translacao de modo a calcular os coeficientes da
DFT de um sinal que nao esta definido no
intervalo n €[0, N 1], e dado o caracter
periddico das funcoes de base, devemos
considerar a versao periddica do sinal, tal como
figura M8.14. Dada esta
representacao, basta seleccionar os valores que o
sinal assume no intervalo n € [0, N —1], como

se mostra na

se mostra na figura M8.15, para obtermos a
versao transladada do sinal original.

A operacao corresponde a uma translagao
circular no intervalo n € [O, N - 1] e pode ser

feita recotrendo a funcao mod

x=[0 0 0213120 0];
N=length (x) ;
n=-N/2:N/2-1;

m=min (n) ;

n=0:N-1

n=mod (n-m, N)

x=x (n+1)

Figura M8.13
6 T T T T T
T T R R
4 - - - — [ [P S A
] S—— e g ———d——— —¢———
LT
000 0 eegee ° eegee 0 *
Figura M8.14
6 T T T T T T T T
7 T Y R B R IR I B
% 2§t Y Yt e
Figura M8.15
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figure (562)
nn=0:N-1;

stem(nn,x, 'filled');
grid on;

axis ([min

nn) max (nn) min(x)
)

’

(
2*max (x) ]

Assim, de modo a obter a representacao dos
coeficientes da DFT sobrepostos a TF do sinal,
como se mostra na figura M8.16, podemos fazer

sSyms w n
x=[0 0021312007,
N=length(x); n=-N/2:N/2-1;
s X(w)
xb=subs (sym('exp(-j*w*n)"'));
X=simplify (xb*x");
wg=-pi:0.01:pi;
Xg=double (subs (X,w,wqg) ) ;
figure (57); plot(wg,abs(Xg));
grid on;
axis([min(wg) max(wg) O

1.1*max (abs(Xg))1);
figure (58); plot(wg,angle(Xg)):;

grid on;

axis([min(wg) max(wg) -4 41);
% shift circular

m=min (n) ;

n=0:N-1;

n=mod (n-m,N) ;

x=x (n+1) ;

% X[k]

Xk=fft (x);

Xk=fftshift (Xk);
k=-N/2:N/2-1;

w0=2*pi/N;

figure (57); hold on;
stem(wO*k, abs (Xk), 'filled"');
hold off; figure(58); hold on
stem(wO*k, angle (Xk), 'filled'");
hold off; pause

Considere de novo o sinal que se mostra na
figura M8.7 e a sua TF e coeficientes da DFT
que se mostra na figura M8.11. Sendo o sinal
definido por N =10 pontos, obtivemos 10
amostras da sua TF, o que da uma ideia pobre
da sua evolucao. Como obter mais amostra da
TF do sinal?, obviamente aumentando o
numero de coeficientes da DFT calculados.

Note que os zeros a direita do sinal nio
contribuem com qualquer informaciao para a
TF do sinal (quer para o espectro de amplitude
quer para o espectro de fase), apenas
contribuindo para o numero de amostra da
DFT que é calculada. Considetemos um sinal
idéntico ao da figura M8.7, mas desprezemos os
zeros a direita dos wvalores significativos.
Procedendo como no Exemplo 7
x=[0 002 1312];

N=length (x) ;
n=-5:2
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Obsetve a figura M8.17. Como pode verificar a
TF deste sinal ¢ idéntica ao do sinal da figura
M8.11. O nimero de amostra da DFT' é agora
menor (NN =8), donde resulta que a
interpretacio da TF a partir das amostra é ainda
mais pobre.

Procedamos agora ao processo inverso, isto &,
juntemos zeros a direita do sinal original. A
figura M8.18 mostra o sinal original ao qual se
juntaram, a direita, 22 zeros. Ficamos assim com
N =30 amostras do sinal, pelo que passamos a
poder calcular 30 amostras da sua TF.
Procedendo como no Exemplo 7

Z=zeros (1,22)

x=[000213123];

N=length (x) ;
n=0:N-1

, obtemos os graficos que se mostram na figura
M8.19, dos quais fica bastante mais clara a
evolugao da TF do sinal a partir da observagao
das suas amosttas.

Da juncao de zeros a direita das amostras de
um sinal discreto nao resulta qualquer
alteracéo na TF do sinal, X({2), mas resulta
uma maior densidade de amostras da TF
obtidas a partir do calculo da sua DFT,
X[k] = X(kQq) -

0 algoritmo de calculo da fft, cuja analise estd
fora do ambito desta cadeira, é bastante mais
eficiente quando o nimero de amostras é um
multiplo de 2. Tendo este facto em atencio,
podemos sistematizar o calculo dos coeficientes
da DFT de um sinal discreto, com o objectivo
de obter amostras da TF do sinal, que nos déem
uma ideia clara da sua evolucio, conforme se
desctreve no exemplo seguinte.

Considere o sinal discreto
2[n] = 0.5 (un + 4] - uln - 6])
representado na figura M8.20. Represente a sua
TF no intervalo [— T, 7r] e sobreponha-lhe 64
coeficientes da DFT.

Resumindo os procedimentos vistos nos
exemplos antetiotes, temos

sSyms w n

n=-8:5;

x=0.5."(n-4) .* (Heaviside (n+4) -
Heaviside (n-6));

N=length(x);

% x[n]

figure (1)

stem(n,x, 'filled");

grid on

Figura M8.20
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axis([min(n) max(n) min(x)
2*max (x) 1);

% X(w)
xb=subs (sym('exp(-j*w*n)"'));
X=simplify (xb*x"');
wg=-pi:0.01:pi;
Xg=double (subs (X,w,wqg) ) ;
figure (2)
plot (wg, abs (Xg));
grid on;
axis([min(wg) max(wg) O

1.1*max (abs(Xg))1);

figure (3)

plot (wg, angle (Xg)) s

grid on;

axis([min(wg) max(wg) -4 41);

L=6
M=2"L
m=min (n) ;
Z=M-N;
x=[x zeros(1l,2)];
n=0

x=x (n+1) ;

Xk=fft (x);

Xk=fftshift (Xk);
k=-M/2:M/2-1;

w0=2*pi/M;

figure (2); hold on;
stem(wO*k, abs (Xk),"'.r");
hold off;

figure (3); hold on
stem(wO*k,angle (Xk),"'.x");
hold off;

Obtemos assim os graficos que se mostram na
figura M8.21. E entio possivel, a partir do
conhecimento de N amostras de um sinal
discreto, tracar o grafico da TF desse sinal com
base em M amostras calculadas por recurso a
i, dispensando portanto a utilizacao da
biblioteca simbolica. Note que a simulacao da
evolucao contihua de X(w) é tao rigorosa
quanto se deseje, bastando escolher um nimero
M de amostras suficientemente grande.

Represente  a TF do sinal  discreto
x[n] =0.5" (u[n] - u[n - 10]), no intervalo

=, ).

Podemos comegar por definir uma funcao que,
com base num numero N de amostras, nos
permita tracar a TF de um sinal discreto z[n].
O sinal podera estar definido em qualquer
intervalo, ou seja, nio necessatiamente
[0, N —1], e o grafico é tracado com base em

M pontos, desejavelmente um multiplo de 2
(M =2")

Figura M8.21

Figura M8.22
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function Xk = plotTFSD(x,n,M)

N=length (x) ;
m=min (n) ;

x=[x zeros(1l,M-N)];
n=0:M-1;

n=mod (n-m, M) ;

x=x (n+1) ;

Xk=fft (x);
Xk=fftshift (Xk);
k=-M/2:M/2-1;
w0=2*pi/M;

figure(l); plot (wO*k,abs (Xk))

axis([-pi pi 0 1.1*max(abs(Xk))1); grid on;
figure(2); plot(wO0*k,angle (Xk)); Fﬁ;na MS8.23
axis([-pi pi -1.1*pi 1.1*pi]); grid on;

Podemos agora fazer

n=0:9;
x=0.5."n.* (Heaviside (n) -

Heaviside (n-10)) ;
plotTFSD(x,n,2"9)

Obtendo assim os graficos do espectro de amplitude e de fase que se mostram nas figuras M8.22 e
M8.23.

© Prof. José Amaral M8 -13 Versio 3.0 « 19-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Matlab 8.2

Amostre o sinal continuo

z(t) =2 sin(:Q(tj

7r
com uma frequéncia de  amostragem
fy =5/2m Hz, reptresente o espectto de

amplitude do sinal amostrado a partir do calculo
dos coeficientes da DFT, e compare-o com o
espectro de amplitude do sinal continuo.

Vamos comegar por representar o sinal
recolhendo amostras suficientemente proximas

>

ws=5;

fs=ws/2/pi;

ts=1/fs;

% x(t)
t=-20*ts:ts/10:20*ts;
x=2*sinc (t/pi) ."2;

figure (10) ;plot (t, x)
axis([min(t) max(t) 1.l*min (x)
1.1*max(x)1); grid on

A TF do sinal x(t)

recorrendo a biblioteca simbolica. Neste caso
patticular ndo ha necessidade dado tratar-se de

poderia ser obtida

22 T T T T T T T T T ‘

| | | | | | | | | [
A e e e T Dl el e e i |
O
O
) 1 N PR
) P
Y N R S T S R R
) SN N N S
) I T O I S O S
) I T S O O S
) I N S R B

AV SN Vs O R I
25 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Figura M8.24

uma TF conhecida. Basta atender a propriedade da dualidade da TF para reconhecer que

X(w) = 2m\(‘;]

Podemos representar graficamente o espectro de amplitude do sinal

% X(w)
w=-3*pi*fs:fs/10:3*pi*fs;
X= pi* (2+w)

+ pi*(2-w)

figure (11) ;plot (w, abs (X))
axis([min(w) max(w) O
1.1*max (abs(X))1]); grid on

.* (Heaviside (w+2)-Heaviside (
.*(eaviside (w-2)-Heaviside (w

)

)) ..

A figura M8.24 mostra os graficos assim obtidos. Note que o sinal z(t) é um sinal de banda

limitada, com w); =2 rad s71. Assim, se amostrar-mos o sinal a uma frequéncia supetior a

2wy, que é o caso do enunciado, dado que w, =2nf; =5 = 2.5w,;, podemos calcular

amostras de X(w) calculando os coeficientes X[k] do sinal amostrado.

Vamos entao amostrar o sinal em instantes muiltiplos do petiodo de amostragem

% x(nts)
nts=min(t):ts:max(t)-ts;
xnts=2*sinc (nts/pi) ."2;

figure (10); hold on;
stem(nts, xnts, 'r', 'filled"');
hold off;

A figura M8.25 mostra o sinal z(nT}) sobreposto ao sinal z(t). Obtivemos assim N = 40

amostras do sinal continuo.
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Nota: O sinal que estamos a analisar nao é nulo

22—
" | | | | | | | | | |
fora do intetvalo em que reco]hemos as 5 S S A NN RN A S
amostras, pelo que z(nT,) podetia nao ser P S S U U || B SR R S S
K , . | | | | | | | | |
representativo de z(t). Num proximo exemplo [ St i it St 11 R i e S A
analisaremos esta questao. No caso em analise, o F i e et 1 I e A
~ . ~ ~ , I
dada a evolugio do sinal, a questio nao é o N
L B
relevante. I I I | | | | | |
08 —————l— —4—— 4+ L o a4
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o X(n) | | | A | | | |
° Py 60a0be® 9060ashd 60060
N=length (nts) ; 25 20 15 -0 5 0 5 10 15 20 25
n=min (nts)/ts:N/2-1;
x=xnts; Figura M8.25
% x[k]
M=2710
NTLength () A
m=min (n) ; P L A N A NN DR
| | | | | | | | |
x=[x zeros(1l,M-N)]; : : : : : : : :
n=0:M-1; e e e A7 Zni el Wil el Bl Bl
. ’ | | | | | | |
n=mod (n-m, M) ; | | | | | | | | |
ot (n41) 7 R S 2 S A S
| | | | | | | | |
Kt ()
Xk=fftshift (Xk); : : : : : : : :
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2.5 2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2 25
kQ .
X| =9 = 1 x[E] Figura M8.26
S

, podemos agora representar as amostras de X (w), sobrepondo-as ao grafico de | X(w) obtido a
pattir da expressao tedtica

% Xc(w)
w0=2*pi/M;
we=w0*k/ts
Xc=ts*abs (Xk) ;

Xcm=max (Xc) ;

figure(11l); hold on; plot(wc,Xc,'r', 'LineWidth',2);
axis([-pi*fs pi*fs 0 1.1*Xcm]);

grid on;

Obtemos assim o grafico que se mostra na figura M8.26. Note que aumentimos o nimero de
pontos (M = 2'") de cilculo da DFT de modo a aumentar o nimero de amostras da TF, tal
como se explicou nos exemplos antetiores. Note ainda que o dominio de representagio valido de

X(w) a partir de X[k] se restringe ao perfodo fundamental do sinal amostrado,
wel-wy/2,w,/2].

Conforme se mostra no Apéndice 1, o sinal amostrado tem um espectro

Xp(w) = TL ZX(w—nws)

S n=—w

cottesponde a sobreposicao de réplicas da TF do sinal continuo z(t), escaladas de 1/7, e

trasladadas de multiplos da frequéncia de amostragem. Vamos sobrepor as duas réplicas contiguas
a0 espectro obtido anteriormente

k=-3*M/2:3*M/2-1;

Xc3=[Xc Xc Xcl;

figure (11); hold on; plot(wO*k/ts,Xc3,'r");

axis([min(w) max(w) 0 1.1*Xcm]);

plot([-pi*fs pi*fs ; -pi*fs pi*fs], [0 O ; 1.1*Xcm 1.1*Xcm], ':k'); hold off
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Amostre o sinal continuo

t-2
=12
o0 =117
com  uma
fs =5/2m Hz,
amplitude do sinal amostrado a pattir do calculo

dos coeficientes da DFT, e compare-o com o
espectro de amplitude do sinal continuo.

de

represente O

frequéncia amostragem

espectro  de

Procedendo como no Exemplo 1, apenas com
aloumas pequenas alteracOes associadas a
precisao dos graficos a obter, vamos comecar
por representar o sinal

t=-30*ts:ts/20:30*ts;
x=Heaviside (t+4)-Heaviside (t-6);

Tratando-se novamente de uma TF conhecida

X(w) = 10sing 10— |e~72¢
2

Podemos representar graficamente o espectro
de amplitude do sinal

X=10*sinc (10*w/2/pi) . *exp (-j*w*2) ;

A figura M8.30 mostra os graficos assim
obtidos. Note que o sinal z(t) nao ¢ um sinal
de banda limitada, pelo nao existe nenhuma
frequéncia de amostragem que nos permita
calcular com exactidio as amostras de X(w)
calculando os coeficientes  X[k] do sinal
amostrado.

Amostremos o sinal em instantes multiplos do
petiodo de amostragem, procedendo como no
Exemplo 1

xnts=Heaviside (nts+4) -
Heaviside (nts-6) ;
A figura M831 mostra o sinal a(nTy)
sobreposto ao sinal z(t). Obtivemos assim

N =60 amostras do sinal continuo.

Podemos agora calcular os coeficientes da DFT
do sinal discreto x{n] = 2(nT}) e representar as
amostras de X(w), sobtepondo-as ao grafico
de |X(w) obtido a partir da expressdo tedrica .
O procedimento ndo tem qualquer alteragao

relativamente ao Exemplo 1. Obtemos assim o
grafico que se mostra na figura MS8.32,
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relativamente ao dominio de representacao valido, w € [-w, /2, wg/ 2]. Note como, embora se
verifique a coincidéncia de valores no lobo principal, logo a pattir do 2° lobo é clara a diferenca
entre os valores do espectro teérico e do calculado com base em X [k] Vamos agora sobrepor as

duas réplicas contiguas ao espectro obtido anteriormente, obtendo assim o grafico da figura
M8.33.

Figura M8.33

Nio sendo o sinal z(t) um sinal de banda limitada, a sobteposicao entre as réplicas nao pode set

evitada, deformando o espectro do periodo fundamental [— we /2, wg/ 2} .

Repita o exemplo anterior para uma frequéncia de amostragem w = 20 rad s ™'

Especificando w = 20 e repetindo os procedimentos anteriores obtemos os graficos de |X(w)| e

de

T, X, (w)‘ que se mostram na figura M8.34.
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A frequéncia de amostragem ¢é agora
suficientemente elevada para que, e embora,
naturalmente, nio desaparecendo, a influéncia
das réplicas seja razoavelmente pouco
significativa em praticamente todo o periodo
fundamental, sendo a evolugao do espectro
esbocado com base nos coeficientes da DFT
bastante satisfatoria como aproximagio ao
espectro do sinal continuo. Se expandissemos a
escala em torno da origem, por exemplo
wel-3,3], peditfamos verificat uma total

coincidéncia. Obsetve a figura M8.35.

Note assim que, e independentemente da Figura M8.35

utilizacao de técnicas que se verao mais tarde

(apds o estudo de Sistemas) o calculo dos

coeficientes da DFI' permite o conhecimento bastante aproximado do espectro de sinais
continuos, mesmo quando estes nao sao de banda limitada., desde que a frequéncia de
amostragem seja suficientemente elevada.

No caso particular de um pulso rectangular continuo, x.(¢) centrado na origem, amplitude A4, e
duragao 7, vimos (pag. M5-32) que a sua TTF é

X (w)= AT SiIlC(T ;]

T

Para um pulso rectangular discreto, z4[n], centrado na origem, amplitude A, e duracio 2M + 1,
vimos (pag. M7-13) que a sua 'TF é

o sen(;z M + ])]

o

Admitindo que z4[n] resulta de x,(t) amostrado a uma frequéncia w , temos T = (2M +1)T},

e Q =uwT,, pelo que

(UJTS T J
sen 2 ?
X, (wT,) = A s hd

. w
T = T AT smc(‘r 2]
sen “is 2sen Ws 4
2 2

Admitindo w7, /2 << 1

sen w7, N w7,
2 2

pelo que, e simplificando a expressao, obtemos

Xg(WT,) ~ ;ATSiHC(T;] = Tch(w)

S S

que como pode verificar corresponde a relacao deduzida na pagina M8-25. Assim, para que seja
possivel identificar o espectro de um pulso rectangular continuo com a sua versao amostrada deve
verificar-se w1 /2 << 1, ou seja w/2 << w, /27 . Por exemplo, para ajustar os dois espectros até

uma frequéncia w/2 = 8 deveria ser w, >> 16/ . Compatre este resultado com as frequéncias de

amostragem utilizadas no presente exemplo e os respectivos resultados alcangados.
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Matiab 8.3

Recotrendo a DFT, represente graficamente os
coeficientes da SF do sinal continuo periddico

x(t) = cos(wqt) + 0.5 cos(wyt)

com fi =w/2r=50Hz e fy=wy/2m

=100 Hz.

O calculo dos coeficientes da SF de um sinal
continuo  periddico de banda limitada
recorrendo a DFT é trivial. Como vimos é

1
Cr = X[k]

devendo o sinal ser amostrado a uma frequéncia
fs >2fm-

No presente exemplo temos um sinal de banda
limitada, sendo fj; = fo = 100, devendo entao

set a frequéncia de amostragem f, > 200.
Podemos escolher f;, =5f;e comegar por
representar o sinal e recolher as amostras

£f1=50; wl=2*pi*fl; tl=1/f1;
£2=100; w2=2*pi*f2; t2=1/f2;
fs=5*£2; ts=1/fs;

% x(t)

t = 0:ts/10:1*t1;
x = cos(wl*t)+0.5*cos (w2*t) ;
% x(nTs)

nts = 0:ts:1*tl-ts;
xn = cos (wl*nts)+0.5*cos (w2*nts) ;

figure(1l); plot(t,x,'r"');
hold on; plot(nts,xn,'.k");
hold off; grid on

Obtivemos assim N =10 amostras dos sinal,
pelo que podemos calcular de seguida os
coeficientes de  X[k]. Vamos optar por
representar apenas os N/2 =15 coeficientes
positivos e fazer a representacao em funcao da
frequéncia

oe

Ck
=length (xn)
= fft(xn,N);

N
X
Ck= abs (X) /N;

figure (2);

f =(0:(N/2-1))* (fs/N);
stem(f,Ck(1: ((N/2))),'r"','filled")
grid on

Obtemos assim os graficos que se mostram na
figura M8.36. Como era esperado, podemos ver
as riscas cotrespondentes a cada um dos co-
senos, de amplitude igual a metade da amplitude
de cada um deles, e posicionadas nas respectivas
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frequéncias.

Embora no presente caso seja inuatil, ja que
sabemos que as Unicas riscas espectrais existem
em fi e fy, admita agora que se pretendem
obter mais coeficientes da DFT. Podemos
optar por aumentar a frequéncia de

amostragem, por exemplo, fazendo f; =15f,

no codigo acima passamos a ter N =30
coeficientes, obtendo os graficos que se
mostram na figura M8.37, ou podemos,
mantendo a mesma frequéncia de amostragem,
aumentar o numero de periodos observados.
Fazendo

t=0:ts/10:3*t1;

nts = 0:ts:3*tl-ts;

no codigo acima, passamos a, obsetvando 3
petiodos, tert N =30 coeficientes, obtendo os
graficos que se mostram na figura M8.38.

Note que ndo podemos juntar zeros a direita
das amostras do sinal. Como o sinal é
petiédico, e dado que para o calculo dos
coeficientes da SF ¢é suposto que se observe o
comportamento do sinal durante um petriodo
(ou multiplo), a jun¢ao de zeros a direita altera o
verdadeiro  comportamento  durante  um
petiodo, nio correspondendo os coeficientes
assim calculados aos coeficientes do sinal
original. Por exemplo, se juntarmos 20 zeros a ‘
direita do sinal amostrado a frequéncia f; = 5f, pal \ | “! ]

fs=5*f2;

t = 0:ts/10:3*tl;
nts = 0:ts:3*tl-ts;
xn = cos (wl*nts)+0.5%cos (w2*nts) ;
xn(ll:length(xn))=0;

0.06

, obtemos os graficos da figura M8.39, onde 018 ‘ ; ; ;
. ®
como pode ver, os coeficientes da SF perderam e e Lo -
o significado original. oral - I o ]
[ ] ° | | |
Note que o codigo anterior tem apenas fim R i I Al S el T
Sy, . . | | |
didacticos, nomeadamente petmite-nos tragar o R R R I A S ===
, . | | |
grafico do sinal sobre o qual estamos a calcular R N B
os coeficientes. Poderfamos tet mantido o _ S N R S S I ]
codigo original, el LT ' o o |
T 1]
fs=5%f2; r
Y &
é" 0:ts/10:1%t1 50 100 150 200 250
= :Ts : 7
nts = O:ts:1*tl-ts; Fggna M8.39

xn = cos(wl*nts)+0.5%*cos (w2*nts) ;

Especificando um ntmero de coeficientes da
DFT a calcular diferente do ntmero de
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amostras do sinal

O Matlab junta um nimero de zeros a direita do sinal de modo a petfazer o nimero total N de
coeficientes que se desejam calcular, sendo o resultado idéntico ao anteriormente mostrado.

Porqué refetir este procedimento, ja que parece conduzir a resultados errados? Note que numa
situagdao mais genérica podemos nao conhecer o perfodo fundamental do sinal e querer conhecer
com potmenor a sua composicao espectral. Por esta razao, ou simplesmente porque pretendemos
generalizar o instrumento de analise dos sinais, independentemente de serem ou nao periédicos,
podemos utilizar a DFT para calcular a TF de sinais contihuos petriddicos, como se mostra no
exemplo seguinte.

Recotrendo a DFT, represente graficamente a
TF do sinal continuo periédico

x(t) = cos(wqt) + 0.5 cos(wyt)

com fi =w/2r=50Hz e fy=wy/2m
=100 Hz

Recorde que no Médulo 5 a utilizacao da TF fot
generalizada ao sinais continuos periédicos,
resultando numa funcio contihua, X(w),

constituida pelo somatério de impulso de Dirac
de area proporcional aos coeficientes da SF do Figura M8.40
sinal, posicionados nas suas diversas harmonicas

X(w) = 2wzk:_w Cp 8(w — kwy) = Zk:_w Cy 8(f - kfy)
No presente exemplo, sabemos que a TF é

X(w) =mé(w+ wq) + Té(w — wq) + 0.5m6(w + wy ) + 0.578(w — wy)
=0.56(f + f1) +0.56(f — f1) + 0.258(f + f;) + 0.256(f — f)

Passamos a ter formalmente uma funcao
continua, mas a informacao espectral é a mesma
a quando do conhecimento dos coeficientes da
SF. Assim, vamos reescrever o codigo do
exemplo anterior, substituindo simplesmente a
funcao stem pela funcao plot

£f1=50; wl=2*pi*fl; tl=1/f1;
£2=100; w2=2*pi*f2; t2=1/f2;
fs=5*£2; ts=1/fs;

t = 0:ts:1*tl-ts;
cos (wl*t)+0.5*cos (w2*t) ;

i
Il

N=length(x);
M=N;
s X[k] % )
X = fft(x,M); Figura M8.41
X = abs (X)/N;
figure (1)
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f =(0:(M/2-1))* (f£s/M);
plot (£,X(1:((M/2))),"'o=")
axis ([0 200 0 max(X)]);
grid on

Obtemos assim o moédulo do espectro do sinal
que se mostra na figura M8.40. Os resultados
nao sao muito brilhantes dado que se queria
descrever dots impulso de Dirac! E necessatio
um maior numero de amostras do sinal de
modo a obter uma maior descriminacio na
frequéncia. Observemos um maiot nimero de
petiodos do sinal. Fazendo

é.; 0:ts:10*tl-ts;
obtemos o grafico da figura 8.41. A descricao
grafica de dois impulsos de Dirac é agora
bastante mais credivel. Aumentemos ainda mais
o numero de pontos observados

é‘; 0:ts:100*tl-ts;
obtemos assim o grafico da figura 842. A
representacao dos impulsos é agora totalmente
satisfatoria. No entanto, para obter esta
representacao, fol necessario um grande numero
de amostras do sinal. Vamos agora diminuir o
numero de amostras do sinal mas juntar zeros a
sua direita para garantir uma boa descriminagao
na frequéncia.

t = 0:ts:30*tl-ts;

N=length (x) ;
M=2"8;

Obtemos assim o grafico da figura 8.43.
Interpretada numa situacdo mais genérica, este
grafico é denunciador de uma forte componente
espectral nas frequéncias f; =50 e f, =100,
dando portanto indicagio da existéncia de
importantes componentes harmoénicas nestas
frequéncias. Note que se perdeu significado
relativamente a amplitude.

Vamos diminuir ainda mais o numero de
amostras do sinal, e aumentar o numero de
zeros a direita

t = 0:ts:10*tl-ts;

M=2~14
Obtemos assim o grafico da figura 8.44. Note
que a amplitude das componentes do espectro
fi=50 e f, =100

correcta. No entanto o espectro toma agora

nas frequéncias é a
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“estranhamente” a fotma de duas sinc( ). Podemos interpretar convenientemente este resultado.

Na verdade, em resultado da juncao de zeros a direita, o sinal sobre o qual estao a ser calculados os
coeficientes da DFT ¢ interpretado como tendo um comportamento periddico como se mostra na
figura M8.45. Ou seja, como se fosse o resultado do produto do sinal otiginal por um tem de pulso
rectangulares

t—IMt
t) =x(t I —=
CRECDS ( ]
resulta entdo que o espectro de y(t) é igual a convolucio dos espectros. Sendo o espectro de z(t)
dois impulsos de Dirac situados em f; e fy e o espectro de um pulso rectangular uma sinc( ),
resulta da convolu¢io, como sabemos, a translacio das sinc() para as frequéncias

cotrespondentes aos impulsos
Y(fi) = Aysinc(f = fi) + Ag sine(f = f5)

Fica assim explicada a forma do espectro da figura M8.44. A sua correcta interpretacio deve ser a
da constatagio de que o sinal tem duas fortes componentes harmonicas, em f| e fy, devendo a

evolucao conforme uma sinc() ser desprezado, ou melhor, ser convenientemente interpretado
como estando associado nao ao sinal z(t) mas

sim a janela de observagao. Fsta ¢ uma

importante  matétia no  dominio  do
processamento  digital de sinal que sera
convenientemente tratada nas cadeiras da
especialidade.

Facamos um dltimo ensaio aumentando o
numero de amosttras do sinal

t = 0:ts:10*tl-ts;

Obtemos assim o grafico da figura MS8.46,
fazendo reduzir, na aparéncia, a evolugio
segundo uma sinc() e destacando assim as Figura M8.46

componentes harmoénicas.

Qualquer das figuras, de M841 a M846 ¢
susceptivel de resultar da analise de Fourier de
um sinal por recurso a DFI. Numa situacao
genérica, desconhecendo-se a composicao
espectral do sinal, é importante que interprete
convenientemente os resultados  obtidos,
esperando-se  que os exemplos acima
contribuam para que ganhe sensibilidade para
esta matéria.
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Matiab 8.4

Considere que ao sinal
x(t) = cos(wqt) + 0.5 cos(wyt)

com fi =w(/2r =50 Hz e fy=wy/2m
=100 Hz, é adicionada uma componente

aleatéria Gaussiana de média nula e variancia
unitaria. Traces os graficos da evolu¢ao do sinal,
com e sem ruido, assim como dos respectivos
espectros.

Vamos comecar por representar um pequeno
segmento do sinal, com e sem ruido

£1=50; wl=2*pi*fl; tl=1/f1;
£2=100; w2=2*pi*f2; t2=1/f2;
fs=10*f2; ts=1/fs;

= 0:ts:100*t2-ts;

cos (wl*t)+0.5%cos (w2*t) ;
nr=1;

x + nr*randn(size(t));

Xt
[

=
Il

p=20*t2/ts;

figure (1) ;
plot(t(l:p),x(1l:p));

grid on; axis ([0 0.2 -4 47])
figure (2)
plot(t(l:p),y(l:p));grid on

Obtemos assim a figura M8.47. Note como, no
grafico do sinal com ruido, é impossivel detectar
a evolugao harmonica do sinal. Representemos
agora os espectros dos sinais.

N=length (x)

M=2"14;

X = Eft(x,M);

X = abs (X)/N;

Y = fft(y,M);
Y = abs(Y)/ N;

figure (3)

f =(0:(M/2-1))* (f£s/M);
plot (£,X(1:((M/2))), " 'r=")
axis ([0 200 0 max(X)1):;
grid on

figure (4)

plot (f,Y(1:((M/2))))

axis ([0 200 0 max(Y)]);
grid on

Note como no dominio da frequéncia é agora
clatamente visivel a existéncia das duas
componentes harmoénicas no sinal com ruido.

Modifique o nivel de ruido e observe os
resultados no dominio do tempo e da
frequéncia.
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Apéndice 1: DFT (Transformada Discreta de Fourier)

Como vimos no Moédulo 7, um sinal discreto ), [n], petiédico de petiodo N, pode ser

representado completamente através da sua SF
N-1
z,[n]= cheﬂmo"
k=0
com
1 —jkQn
Cj = Npr[n}e T8%%0
N

Como realcamos na altura, quer a descricao temporal do sinal quer a sua descricao espectral é feita
através a uma sequeéncia finita de N valores. Por este facto, esta transformacio tempo-frequéncia
¢ especialmente indicada para ser utilizada em supottes computacionais. De modo a permitir a
utilizacao das ferramentas computacionais disponiveis, a SF para sinais discretos periédicos
poderia ser estendida aos sinais ndo periédicos. Assim, dado um sinal de duracio finita, z.[n],

composto por uma sequéncia de N valores, podetfamos tepresentar o sinal através da SF
N-1
z.[n]= Z C M
k=0

com

1 —jke,
C. =N%:xe[n:|e TR oM

Na pratica, e de modo a contemplar quer os sinais discretos periddicos quer os sinais discretos nao
periédicos, define-se a DFT (Transformada Discreta de Fourier) de um qualquer sinal discreto
x[n], descrito por uma sequéncia de /N valores, no intervalo [O, N - 1] como

Xl 3 afne

ycom Qg = 27/ N . A partir da sequéncia de N valores que constitui a DFT do sinal, este pode

ser reconstruido por
] = L X
) N k=0

,com k € [O, N—l}.
Note que assume que quer o sinal quer a sua DFT néo sio definidos fora do intervalo [0, N —1].

A terminologia DFT resulta da literatura anglo-saxénica, e corresponde as iniciais da designacao
Discrete Fourier Transform. A sua grande utilizacio deve-se a existéncia de um algotitmo
extremamente eficiente que permite o seu calculo, designado por fft (correspondente a iniciais de
Fast Fourier Transform), que ¢ de muito facil implementacao quer em hardware quer em software,
e que sera objecto de analise na cadeira de Processamento Digital de Sinal.

Como pode verificar a partir do help do MatLab a funcao ffi procede ao calculo dos coeficientes

X[k] = % ofn]e~n=1(k-1) M

n=1
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Note que os factores (n —1) e (k—1) se devem ao facto de, como sabe, os vectores em MatLab
serem indexados a partit de n =1 (e ndo n =0), ou seja, a funcio fft(x) procede ao calculo dos
coeficientes X[k], com k =1--- N, da DFT do sinal discreto a[n],com n=1---N.

Como vimos no Médulo 7, um sinal discreto periddico é naturalmente representado no dominio
da frequéncia através da sua SF. Atendendo a definicao da SF de um sinal periédico z,, [n]

1 -k,
C, =ﬁ%:xp[n}e JR22oT

sendo a DFT do sinal ), [n]

¢ imediato reconhecer que os coeficientes da SF de um sinal discreto periédico 7, [n] definido

por N amostras do seu periodo fundamental, n € [O, N - 1], e os coeficientes da sua DFT

estao relacionados por
Cp = X4
N

Dada a eficiéncia de calculo da DFT através do algoritmo fff, e a menos que por alguma razio se
deseje conhecer a sua expressao analitica, caso em que sera necessario recotrrer a biblioteca
simbolica do Matlab, o calculo dos coeficientes da SF de um sinal discreto periddico deve ser feito
recorrendo a .

Como vimos no Médulo 7, um sinal discreto nao periédico é naturalmente representado no
dominio da frequéncia através da sua TF. Atendendo a definicio da TF de um sinal discreto z[n ]

o0

X(Q) = Z x[n]e_jﬂn

n=—w

, admitindo que o sinal z[n] é definido por N amostras no intervalo n € [0, N - 1], ¢ admitindo

que é nulo fora desse intervalo, resulta
N-1 ]
X(Q) = Z x[n]e_]ﬂn
n=0
Atendendo a definicao da DFT de um sinal
N-1 ]
X[k]= Z aln]e”Hn
n=0

, reconhece-se de imediato que X [k’] corresponde ao sinal discreto constituido pela sequéncia
de N amostras do sinal continuo X(2), nos pontos 2 = k), ou seja, podemos calcular

amostras da TF de um sinal discreto calculando os coeficientes da DFT desse sinal.
X(kQg) = X[k]

com Q =27/N.
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Note que a representacio de um sinal de energia ,[n] através da sua DFT néo é destringavel da
representacéo do sinal periédico que exibe 0 mesmo comportamento para a mesma sequéncia de
N valores num petiodo.

Note ainda que as amostras devem ser recolhidas no intervalo n e [0, N - 1] Nos exemplos de
calculo mostrar-se-2 como contornar esta imposi¢ao.

Dada a eficiéncia de calculo da DFT através do algotitmo ff, e a menos que por alguma razao se
deseje conhecer a sua expressiao analitica, caso em que sera necessario recotrer a biblioteca

simbolica do Matlab, o calculo de amostras da TF de um sinal discreto ndo perioédico deve ser feito
recorrendo a ff.

Considere um qualquer sinal continuo z.(¢) e um trem de impulsos de Dirac uniformemente

separados de um qualquer intervalo de tempo T,

p(t)= Y 8(t-nT})

n=—o

O sinal resultante da multiplicacao de z.(t) e p(t)

Ip(t) =z (1)p(t) = z.(1) Z 6(t —nTy)

n=—w

= Z x,.(nTy)6(t — nT,)

n=—ow

¢ um sinal continuo constituido por um trem de impulsos de Dirac uniformemente separados do
intervalo de tempo T e areas iguais aos valotes do sinal z.(t) na sequéncia discreta de instantes
de tempo nT}, chamados amostras do sinal z.(t). O sinal p(t) é designado por fungéo de

amostragem (ideal), ¢ a operacao de multiplicacao é desighada por amostragem (ideal). Nas
cadeiras da especialidade tera oportunidade de desenvolver o tema, nomeadamente estudara outro
tipo de amostragens que nao a ideal, assim como as multiplas aplicagoes da amostragem.

Sendo a TF do sinal p(t) (veja o Exetcicio 5.2, Exemplo 2, Pag. M5-20)

P(w) = ;l Zé(w—nws)

S n=—w

, com w, =2m/Ty , entao, e atendendo a propriedade da multiplicacao da TF, a TF do sinal
z,(t) é

1
:%Xc(w)*P(w)

1 & @
:? ZXc(w_nws)

S n=—w

Xp(w)

, ou seja, corresponde a sobreposicao de réplicas da TF do sinal contihuo z.(t), escaladas de

1/Ty e trasladadas de multiplos da frequéncia de amostragem w, = 2n f, = 27/T .

Por outro lado, atendo a proptiedade da translagio no tempo da TF, e sendo, como vimos,
TF[A8(t)] = A, entio
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Xp(w)

TF[ i x,.(nTy)é(t — nT )]

n=—w

@ .
Z z.(nTy) e~

n=-—w

@

Consideremos o sinal discreto constituido pela sequéncia discreta de valores do sinal . (¢) nos

instantes de tempo nT

zqln]=wc(nTy)

, por definicio, a TF do sinal discreto z4[n] é

= Zxd[n]e Jen
" 3
= ch(nTs)e jon

Pelo que, identificando as expressoes 2 e 3, temos

Xp (w) = Xd (Q)‘Q:wTS

= Xd(wTs)

Atendendo agora a expressao 1, temos

] 0

Xyl ZXCw nw,
sn:,OO
1 0
R nTJ

S

Recorde que a TF de um sinal discreto é periddica de 27 . Designando o petiodo fundamental da
TF do sinal discreto por X1,4(92) podemos escrever

indQuT —71271'):i i X (.u—nQ—7r
’ T ¢ T,

n=—w S n=—w
5 pelo que, ¢ admitindo que n&o existe sobreposicio entre as varias réplicas da TF, concluimos
que podemos conhecer a TF de um sinal continuo z,(t) a partir do conhecimento da TF do sinal
discreto constituido pela sequéncia de amostras do sinal continuo obtidas em intervalos

equiespacados nT}, z4[n] =z, (nT}), sendo

Xc(w) = Tled(WTs)

Dado que a TF de um sinal continuo z,(t) amostrado numa sequéncia discreta de instantes de

tempo nT} é

Z X (w—nwy )
T n=-o0
, ou seja, corresponde a sobreposicao de réplicas da TF do sinal contihuo z.(t), escaladas de
1/T, e trasladadas de multiplos da frequéncia de amostragem w, =2nf, =2n/T,, o

conhecimento da TF do sinal continuo a pattir da TF da sua versao amostrada s6 é possivel se ndo
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existir sobreposicao entre as vatias réplicas. Esta imposicao s é possivel de satisfazer se o sinal
z.(t) for um sinal de banda limitada, ou seja

X () =0 V| >wy
,em que wj; ¢ afrequéncia maxima do sinal.

Dado que cada um dos espectros ¢ trasladado de nwy , se o espectro do sinal continuo existir para
-w)s <w <wjy, o sinal amostrado sera constituido pela sobreposicao de espectros nao nulos
para nw, —w); <w <nw, +w ;. Para que nao exista sobreposicio a frequéncia limite inferior
de cada uma das réplicas devera ser maior que a frequéncia limite supetior da réplica que a precede,
ou seja

nw, —wyr >m-Nwg +wyy

W, —Wwr >NW, —Wg + W)y

wy > 2wy

, concluimos assim que, para que nao exista sobreposicao entre as diversas réplicas do espectro do
sinal z(t), a frequéncia de amostragem deve set supetior ao dobro da maxima frequéncia do sinal
continuo.
Este é um importante resultado que constitui o fundamento do chamado Teorema da
Amostragem
Um sinal continuo z(t) tal que |X(w) =0,V|w| > w), pode ser univocamente determinado a
partir da sequéncia das suas amostras z(n7,) se a frequéncia de amostragem verificar

wg >2wyr,com w, =27f, =27/T; .

A frequéncia de amostragem w, = 2w, € designada por frequéncia (ou ritmo) de Nyquist.

Como vimos no Moédulo 5, um sinal continuo peridédico, de petiodo T, é naturalmente

representado no dominio da frequéncia através da sua SF, podendo os coeficientes da SF setr
determinados a partir do conhecimento da TF do sinal de energia, z,(t), correspondente a um

petiodo do sinal, sendo
1
Cp =— X, (kw
k T, e(kwo)
,com wq =27 fy =27/Ty .

Como vitnos, se o sinal continuo z.(t) for de banda limitada, podemos conhecet a sua TF a

partit do conhecimento da TF do sinal discreto constituido pela sequéncia de amostras obtidas em
intervalos equiespacados nT}, x4[n] =z, (nT}), sendo

Xe(w) = Tled(WTs)

em que X14(Q2) corresponde ao perfodo fundamental da TF do sinal discreto z4[n]. Logo, os
coeficientes da SF do sinal sao dados por

1
C. =—X,_(kw
k TO e( 0)

T,
= X, (kwyT.
T, 14 (kwoTy)

sendo, como se viu (pag. M2-13),
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woTs =€
n_
T

S

, e atendendo a definicao de DFT, resulta

1
CL=—X,(kQ
FE N 14 (kS2)

Concluimos assim que, admitindo que um sinal continuo periédico, de periodo T, é de banda
limitada, |X(w) =0,V|w| >w,;, e se verifica w, >2w,;, os coeficientes da sua SF, C},
podem ser calculados a partir dos coeficientes da DFT, X [k] , do sinal discreto constituido pela
sequéncia de N = TO / TS amostras do sinal continuo obtidas em intervalos equiespacados,

z4[n]=z(nT,) com n €[0, N - 1], sendo

Como vimos no Médulo 5, um sinal contihuo nao periddico é naturalmente representado no
dominio da frequéncia através da sua TF. Se o sinal continuo z.(t) for de banda limitada,

podemos conhecer a sua TF a partir do conhecimento da TF do sinal discreto constituido pela
sequéncia de amostras obtidas em intervalos equiespacados nT}, x4[n]= z.(nT}), sendo

Xc(w) =T, Xy (WTS)

em que X14(€2) designa o petiodo fundamental da TF do sinal discreto. Dado que podemos

calcular amostras da TF de um sinal discreto calculando os coeficientes da DFT desse sinal, temos
entao

Xc(kQO) = Tled(kQOTs)
kQ
Xc[ OJ:Tled(kQO)
s
=T, X[k]

Assim, admitindo que um sinal contihuo nao petiddico é de banda limitada,
X(w)

a frequéncia de amostragem, obtemos amostras da TF do sinal, X (w), nos pontos w = kQ /Ty ,

=0,V|w > wyy, e severifica w, > 2wy, sendo wy a frequéncia maxima do sinal e w,

calculando os coeficientes da DFT, X [k’], do sinal discreto constituido pela sequéncia de N
amostras do sinal continuo, obtidas em intervalos equiespacados, z4[n]=x(nT,), com
n e [0, N —1], sendo

Xm—ozTXk
[ j X[

S
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Apéndice 2: Exemplos de cailculo da DFT

Exemplo 1
Calcule a DFT dos sinais x[n] e
representados na figura M8.49.

Sendo
a[n]=[2,2,-1]
com
o i _ o
N 3
Resulta, por definicao
X[k] = Z an]e b
N
2 .
= Zx[n]e_]kgon
n=0
=2+ Ze_jkﬂ" - e_j%ﬂf’
. 2m o 2T
=2+ 2e_Jk? - e_ﬂk?
Logo
x[o]=2+2-1
L
X[1]=2+2 "3 —¢ 3
=1.5-j2.6
ptm
X[2]=2+2 = 3 —¢ " 3
=15+ j2.6
Sendo
yln]=1[4,3,2,1]
com
o 2 2
N 4
resulta
Y[k] = x[n]e_jkﬂon

x[n]e_jkﬂon

e 2m

—jk=~ —1'2162i
=4+ 3e 4 4%

_ijz

y[n]

+ 3¢ M | 9pmI2KY =53k,

T

4 t+e

—j3k£

L T
— jk—
=4+3e 2 +2 2 +e 2

1 2 3 4
1 2 3 4
Figura M8.49
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Logo
Y[O]:4+3+2+1
=10
A
Y[1]=4+3¢ "2 42 ~ 2 +4e " 2
=2-j2
Y[2]=4+3e " 2+2 " 24e 2
=2
BT et _joT
Y[3]=4+3¢ " 2+2 " 24e 2

=2+ 42

Determine a DFT do sinal zy [n] representado
na figura M8.50.

Sendo
zyln]=[5-1,-2,3]
Resulta, por definicao

X,[k]= ZIQ[”]E_M“"

3
_ Z o [n] efjkﬂon
n=0

Figura M8.50

=5 oIk o 02k, | 5,3k,
com
ot
N 4 2
Logo
X5[0]=5-1-2+3
™ K ™
N P R
Xo[l]=5-¢ "2 -2 "2 43¢ " 2
=5+7+2+3;
=T+4j5
™ ™ ™
-j2s —jAn -6
Xo[2]=5-¢ "2 -2 " 243 2
=5+1-2-3
3T T o~
Xo[3]=5-¢ 2-2 " 2+3¢ 2
=5-j+2-3j
=7-4j
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Ficha de Avaliacao M8

[ I [ | [ Nome: [ Turma: [ [ [ |
Data limite de entrega 26-05-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —CEDET)

Grupo C
Exercicio 1

Represente o modulo da TF dos seguintes sinais, recorrendo ao calculo dos coeficientes da DFT
de um conjunto de amostras de cada um deles. Faca as necessarias op¢oes.

1) a(t) = :tQ (Sinc(;] - cos(t)]

2) z(t) = te *tu(t)

3) z(t) = cos(2007t )u(t)

Grupo B

Exercicio 2
Leia o ficheiro ficha82003.mat Represente o sinal e o seu espectro. Detecte a existéncia de
componentes harmonicas no sinal e diga quais sao as suas frequéncias.

Grupo A

Exercicio 3
Considere um trem de pulsos rectangulares de amplitude A =1, duragio 7 =4, e periodo
T, =8.

a) Gere e represente graficamente os coeficientes da SF do sinal periédico continuo a partir da sua
expressao teorica. Limite a representacao aos ptimeiros 15 coeficientes.

b) Gere e represente graficamente os coeficientes da DFT, recotrendo a funcio MatLab ffi, e
verifique a sua relacdo com os coeficientes calculados a partir da expressao deduzida teoricamente
pata o sinal continuo. Faca as opcoes necessatias. Comente.

Grupo AA

Exercicio 4
1) Relativamente ao exercicio 3, qual é a menor frequéncia de amostragem do sinal continuo que
garante que a amplitude da 10* harmonica € calculada com um erro inferior a 1%.
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