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ANALISE DE SINAIS

Sistemas Discretos Lineares e
Invariantes no Tempo

TOPICOS

Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo

Resposta ao impulso ¢ ao escalao

Resposta na frequéncia

Propriedades

Modelos Lineares

Modelos ARMA, AR e MA

Sistemas FIR ¢ IIR

este Modulo é feita a introducao ao estudo de sistemas discretos lineares e invariantes

no tempo. F apresentado o conceito de sistema linear e invariante no tempo (SLIT) e

o conceito de resposta impulsiva de um SLIT. Mostra-se de seguida como a resposta

de um sistema, quer no tempo quer na frequéncia, pode ser calculado a pattir do
conhecimento da sua resposta impulsiva, e mostra-se como, com base nesta mesma resposta, se
pode classificar um sistema quanto a memoria, invertibilidade, causalidade, e estabilidade. Sao
apresentados os modelos AR, MA e ARMA de sistemas causais, e o conceito de sistemas FIR e
IIR. Sao dados exemplos analiticos simples de aplicacio dos conceitos, e mostra-se como 0s
referidos exemplos se podem analisar no ambiente Matlab recotrendo as funcoes impz, conv, filter,
freqz, e fotool. A matéria sera retomada nos Modulos 11 e 12, onde se serdo estudados exemplos de
maior complexidade.

Objectivos
No fim deste médulo o aluno devera :

Saber calcular a resposta impulsiva de um SLIT.

Saber calcular a resposta de um SLIT ao escalao unitario.

Hnn

Saber calculat a resposta em frequéncia de um SLIT.

AWNA

Compreender o conceito de invertibilidade, causalidade e estabilidade de um
SLIT.

Saber reconhecer sistemas AR, MA, ARMA, FIR e IIR.
6. Dominar a utilizacio das funcoes impz, conv, filter, freqz, e futool.

o

HnN



ANALISE DE SINAIS

1. Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo

Define-se sistema como um processo que estabelece uma relacio de causa-efeito entre duas
entidades chamadas o sinal de entrada do sistema (causa), ou simplesmente entrada, e o sinal de
saida do sistema (efeito), ou simplesmente saida.

Desighamos por sistema continuo aquele em que os sinais de entrada e saida do sistema sao sinais
continuos, e por sistema discreto aquele em que os sinais de entrada e saida do sistema sao sinais
discretos. Faremos apenas o estudo de sistemas discretos.

A relacdo entre a entrada do sistema, .r[n], e a saida do sistema, y[n} , € estabelecida através de
uma ou varias equagOes chamada(s) o modelo
matematico do sistema, ou simplesmente o
modelo do sistema,

x[n} y[n] = S[x[nﬂ

yln] = Sla[n]] | S[] >
Um sistema genérico é representado por um
diagrama de blocos como se mostra na figura Figura MO9.1

MO.1.

Um sistema diz-se um sistema linear se a resposta do sistema a uma combinacio linear de varios
sinais for uma combinagao linear, pesada pelos mesmos coeficientes, das respostas individuais a
cada um dos sinais. Portanto, sendo

t)=Y apz(t)

L (t) = Sl (1)]
= S[a(t)]
=8> agay(t)| =Y ap Sz (t)]
k k
e finalmente

Z apyy(t

Por outras palavras, um sistema diz-se um sistema linear se verificar o principio da sobreposicao.

Um sistema diz-se um sistema invariante no tempo se um deslocamento no tempo do sinal de
entrada provocar o mesmo deslocamento no tempo no sinal de saida, sem que a forma do sinal de
saida se altere.

vl =900l

O mesmo ¢ dizet, quando um sistema ¢é invatiante no tempo, a salda do sistema depende dos
valores do sinal de entrada, mas nao do instante em que estes foram apresentados ao sistema.

Um sistema diz-se um sistema linear e invariante no tempo (SLIT) se verificar simultaneamente
as condicoes de linearidade e invaridncia no tempo.

© Prof. José Amaral
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ANALISE DE SINAIS

2. Resposta ao impulso, ao escalao e na frequéncia

Considere que o sinal de entrada de um sistema discreto é o impulso unitatio
aln] = 6[n]

Na saida do sistema, com modelo S| ], teremos o sinal

yln] = S[a[n]]
Sléln]]

- Hla

Define-se a resposta impulsiva de um sistema discreto como o
sinal que o sistema apresenta na saida quando a sua entrada é um = Seja a[n] o sinal de entrada de um SLIT
impulso unitétio, utilizando-se para a designar a notacio h[n] discreto com modelo S| . O sinal de saida do

hn]=San]] g1 o]

sistema sera

Atendendo a que o sistema ¢ linear, podemos escrever

0

yln]= Y alils[e[n ~il]

7=—00
Ora, atendendo a definicao de resposta impulsiva, e dado que o sistema € invariante no tempo
sl — i]] = i ]

, € portanto

o0

yln]= Y alilh[n~i]

i=—00

, 0 que, por definicdo de convolucao, corresponde a convolucao ente a entrada e a resposta
impulsiva do sistema

yln]=aln]* hn]

Conseguimos assim passar da descricao da
A resposta de um SLIT discreto a um qualquer sinal x[n] é | resposta do sistema a sinal genérico J;[n], com

facilmente determinavel, uma vez conhecida a sua resposta = base num operador, desconhecido, que
impulsiva representa o  modelo do  sistema,

y[n] = S[zn]], para uma relacio explicita entre
o sinal de entrada e o sinal de saida do sistema
y[n] = z[n]* h[n]. Concluimos portanto que o

modelo do sistema fica completamente
y[n] = x[n]* h[n] definido desde que seja conhecida a sua
resposta impulsiva.

Considere que o sinal de entrada de um sistema discreto € o escalao unitario

u[n]:{o n<0

1 n=>0

Designando a resposta do sistema ao escaldo unitario por g[n], sera

© Prof. José Amaral M9 -3 Versio 3.0 * 26-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Sendo u[z] nulo para 7 <0, entao u[—i] ¢é nulo para i > 0 e, logo, u[— i+ n} = u[n - z] ¢é nulo
pata i > n . Assim sendo, resulta finalmente

n
gln]="> " H[i]
i:*(X)
Sendo
A resposta impulsiva de um SLIT discreto, h[n] , pode ser obtida n-1
a partir da resposta ao escaléo unitario, g[n] , sendo 9[" - 1} = Z hM
i:*(X)
h[n] = gln] - gln - 1] .
entao
ou, vice-versa, a resposta ao escalao unitario pode ser obtida a " I
pattir da resposta impulsiva gn]-gn-1]= Z i]- 3" hfi] = h[n]
n 1=—00 §=—00
gln]="> " H[i]
i:*(X)

Sendo a resposta no dominio do tempo de um SLIT discreto, a um qualquer sinal de entrada x[n] R
determinavel a partir da resposta impulsiva

yln] = aln]* hln]
Resulta, aplicando a TF a ambos os membros da equagao, que

Y(Q) = TF{a[n]* h[n]]
= X(Q)H(Q)

A resposta em frequéncia de um SLIT discreto é facilmente

determinavel a partir dos espectros de um sinal de entrada e N

T , A relacao

respectivo sinal de saida , sendo
Y(Q

Y@ ) -2

H(Q) = X(@Q) - X(@)

, que estabelece o quociente entre as amplitude
de cada uma das componentes do sinal de saida com as respectivas componentes do sinal de
entrada € designada por resposta em amplitude, ou ganho do SLIT. A relacao

arg{H(Q)} = arg{Y ()} - arg{X(Q)}

¢ designada por resposta de fase, ou simplesmente fase do SLIT discreto, e representa o
desfasamento introduzido pelo sistema. Note que resulta de Y(Q) e X(Q) que H(Q) ¢é periddica

de 27.

© Prof. José Amaral M9 -4 Versio 3.0 * 26-05-2003



Um SLIT discreto sem meméria ¢ caracterizado por uma

resposta impulsiva

ANALISE DE SINAIS

3. Propriedades

Para além da linearidade e da invatidncia no tempo, os sistemas podem ainda set caractrizados por
um conjunto de propriedades que em seguida se enunciam

Um sistema diz-se um sistema com meméria se a saida do sistema em pelo menos um instante
ng, y[no], depender de outros valores da entrada do sistema para além da entrada nesse instante,

alng .
Quando a saida de um sistema num qualquer instante ng, ylng ], depender apenas do valor da

entrada nesse instante, z{ng |, o sistema diz-se um sistema sem memoria.

No caso de um SLIT, a saida do sistema pode ser calculada uma vez conhecida a resposta
impulsiva do sistema

yln] = h[n]*aln]

o0

= Z h[z]x[n - z]

i=—00

, para que a resposta do sistema no instante my nao dependa do sinal de entrada em qualquer

outro instante deve ser

{h[i]:() i#0

hi]#0 i=0
, ou seja, atendendo 2 definicio do impulso unitario
h[n]= Ké[n]
Resultando ainda
yln]=hln]* ln]

= Ké[n]*an]
h[n]= Ké[n] = Kan]
, pelo que Um SLIT sem memotia limita-se a fazer uma
y[n] - Kx[n] simples operacao de escalamento da amplitude

do sinal apresentado na entrada.

Um sistema diz-se um sistema invertivel se entradas distintas produzirem saidas distintas. O
mesmo ¢ dizer, conhecida que seja a saida do sistema é possivel saber qual a entrada que lhe deu
origem. Caso contratio o sistema diz-se um sistema nao invertivel. Um sistema cuja saida seja
igual a entrada é designado por sistema identidade.

Um sistema Sy diz-se um sistema inverso de um sistema S; se o sistema constituido pela ligagio
em cascata dos sistemas S e Sy € um sistema identidade, isto é, um sistema em que o sinal de
saida do sistema S constitui o sinal de entrada do sistema S5, tem uma saida igual a entrada do

sistema S7.

aln] yln] aln]
> Sy Sy —>
Figura M9.2
© Prof. José Amaral M9 -5 Versio 3.0 * 26-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Dado um SLIT S}, como vimos,

yi[n] = 21[n]* hy[n]

Se o sistema for invertivel, entao existe um sistema inverso Sy, que admitimos ser um SLIT,

ya[n] = woln = hy[n]

, que quando ligado em cascata com o sistema S; produz na sua saida a entrada do sistema 5.

Ou seja
yo[n] = zo[n]* hy[n]
= yy[n]* hy(t)
= ay[n]* hy () * ho[n]
A

1

] ) Recordando que para um impulso unitario
Um SLIT discreto com resposta impulsiva h[n] é invertivel se

for possivel determinar um outro SLIT discreto com resposta 5[72] * x([n] = x[n]
impulsiva h;[n], chamado SLIT inverso, tal que

Deve entao ser

h[n]* hi[n] = 6[n] hy[n] % holn] = &[n]

Dada a complexidade de calculo da convolugao, os sistemas inversos nao sao determinados
directamente a partit das expressdes acima, mas sim das respostas em frequéncia. Sendo

hn]x hyln]= 6[n]
resulta, aplicando a TF a ambos os membros

H(Q)H;(Q) =1

Um sistema diz-se um sistema causal se a saida em qualquer instante 1 s6 depender dos valores
da entrada nesse instante ou nos instantes anteriores (n < ng ). Se a saida de um sistema depender

de valores da entrada em instantes postetiores ao actual o sistema diz-se um sistema néo causal.

Como, no caso de um SLIT, a saida do sistema é dada por

yln] = hln]*aln]

= Ml -]

1=—00

Entao, para que a saida em qualquer instante ny

ylngl= ) hliklng - i]
1=—00
nao dependa dos instantes antetiores a 7y,
Um SLIT discreto com resposta impulsiva h[n] é causal se deve ser
h[n]=0 Vn<0 hilelng —i]=0 Vi<0

, 0 que implica

h[i]=0 Vi<0

© Prof. José Amaral M9 -6 Versio 3.0 * 26-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Resultando imediatamente da somas de convolucao que, para um SLIT discreto causal, o sinal de

saida é
sln] = 3" Hilefn 1= 2 eliJhln ]

Um sistema diz-se um sistema estavel se para qualquer sinal de entrada limitado em amplitude,
‘x[n]‘ <M ,Vn, o sinal de saida for também limitado em amplitude, y[n}‘ <N ,Vn.Um

sistema que nao ¢é estavel diz-se um sistema instavel.

Para que um SLIT seja estavel, deve ser

il =) Y- Hilelin -]
Como o

S Hllelin ] < 3 Hilelin )]
Entio o o

)< S il —1]

1=—00

VOGN

i:*OO
<MY |hfi]
i:*OO

Pelo que, para que y[n] seja limitado, deve ser

S S <
hin]| <o =

1=—00

Um SLIT discreto é estavel se a sua resposta impulsiva for
absolutamente somavel

© Prof. José Amaral M9 -7 Versio 3.0 * 26-05-2003



ANALISE DE SINAIS

4. Modelos Lineares

Na sua forma mais geral, o0 modelo de um SLIT discreto causal pode ser descrito analiticamente
por uma equacao as diferencas linear de coeficientes constantes

aiy[n - z] = fbla:[n - z]

N

=0

E portanto um modelo em que a relacao temporal entre os sinais de entrada e saida do sistema
obedece genericamente a equagao

Combinagao linear Combinacao linear
dos valores passados dos valores passados
e presente da saida - e presente da entrada
do modelo do modelo

Da simplificacao deste modelo mais geral, resultam os modelos
1. Modelo de média ponderada, ou modelo MA (Moving Average)
2. Modelo autoregtessivo, ou modelo AR (AutoRegressive)

3. Modelo ARMA (AutoRegressive Moving Average)

Um modelo AR (de ordem N ) satisfaz a equagao as diferencas

: o]
Z aiy[n - z] = x[n}

Combinacao linear dos valores Valor presente
passados e presente da saida =| da entrada do
|
do modelo modelo :
|
em que ag,ai,...,ay sao coeficientes constantes, designados

por parametros do modelo AR.

O modelo AR é um caso particular do modelo
geral, em que nao sao utlizados os valotes
passados da entrada do sistema. Note que, em
relacio a expressao geral, os coeficientes sao Figura M9.3
normalizados, de modo a ser by = 1.

A figura M9.3 representa o modelo AR. Explicitando a equacao do sistema telativamente a sua
saida temos

: N
y(n) = a[n]- )" ayln -]
o i-1

Escrevendo os diversos coeficientes a; na forma de uma sequéncia am, podemos reescrever a

equagao na forma

a[i]y[n - z] = x[n]

=0

N

© Prof. José Amaral M9 -8 Versio 3.0 * 26-05-2003



ANALISE DE SINAIS

ficando claro que o primeito membro da equacio corresponde a convolucio da sequéncia afn]
dos parametros do sistema com a saida do sistema y[n]

a, *y[n]=aln]

Calculando a TF de ambos os membros da equacio, podemos determinar a resposta em
frequéncia do sistema. Temos

H,(Q)Y(Q) = X(Q)

logo

Y(©) = X(Q) = Har(9)X(Q)

Sendo, H,(2) a TF da sequéncia de parametros

N ..
H,(Q)= Z a,e I
n=0
Podemos entdo escrever a resposta em frequéncia de um sistema AR

Um modelo AR tem uma resposta em frequéncia s6 com polos

_Y(©) _ 1
HAR(Q) - X(Q) - i i
n=0 "

Um modelo MA (de ordem M ) satisfaz a equacao as diferencas

=Y bt

Valor presente Combinagao linear dos
da saida do = | valores passados e presente
modelo da entrada do modelo

em que by, by,...,by; sdo os parametros do modelo MA.

O modelo MA é um caso patticular do modelo geral
em que ndo sao utilizados os valores passados da saida

do sistema. Note ainda que, em relagdo a expressao
geral, os coeficientes foram normalizados, de modo a
ser ag = 1. A figura M9.4 representa o modelo MA.

Figura M9.4

Explicitando a equagio do sistema relativamente a sua
saida temos.

Calculando a TF de ambos os membros da equacao, resulta

Y(Q) = Hy(2)X(Q)

© Prof. José Amaral M9 -9 Versio 3.0 * 26-05-2003



ANALISE DE SINAIS

Em que H(2) éaTF da sequéncia de parametros. Temos assitm um sistema com uma tresposta

em frequéncia
M .
Hpa(Q) = an67] "
n=0

Um modelo MA tem uma resposta em frequéncia s6 com zeros

M

)

Hya(Q) =) bpe ™"
n=0

Um modelo ARMA (de ordem (N, M)) satisfaz a equacao as

diferencas
N M
Z aiy[n - z] = Z bix[n - z]
1=0 1=0
Combinagao linear Combinacao linear
dos valores passados dos valores passados
e presente da saida e presente da entrada
do modelo do modelo
em que ag,di,...,ay € bg,by,...,by; sao os parametros do
modelo ARMA

E portanto um modelo completo, do qual
os modelos AR e MA sio casos
patticulares. As figuras M9.5 e M9.6
apresentam dois modelos alternativos para
a representacdio de um sistema ARMA,
designados, respectivamente, por forma
directa I

y[n]=Lj@{fvszix[n—ﬂ—iaiy[n—ﬂ]

, € forma directa IT

w[n] = alo [x[n] - i aiw[n - Z]J

i=1

y[n] = fbiw[n - z]

Figura M9.5

© Prof. José Amaral M9 - 10 Versio 3.0 * 26-05-2003
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Figura M9.6

Calculando a TF de ambos os membros da equacao

N M
aiy[n - z] = Z bl»a:[n - z]
1=0 1=0
resulta
Y)Y a,e " =Y b, M X(0)
n=0 n=0

Um modelo ARMA tem uma resposta em frequéncia com polos
€ zeros

N o
n=0

Hapnma () =5
Zane—QQn
n=0

Alternativamente a classificacio baseada na equacao as diferencas que descreve o sistema, é
comum classificar os SLIT com base na dimensio da resposta impulsiva. Como vimos, o sinal
de saida de um SLIT discreto pode ser calculada uma vez conhecida a sua resposta impulsiva

yln] = h[n]*aln]

o0

= Z h[z]x[n - z]

i=—0o0

Se h[n] for uma sequéncia de dimensio finita o sistema ¢ designado por sistema FIR (Finite

Impulse Response). Admitindo que o sistema € causal, a tesposta do sistema toma a forma
particular

h[z]x[n - z]

y[n]=

e

~
Il
=)

© Prof. José Amaral Mo - 11 Versio 3.0 * 26-05-2003



ANALISE DE SINAIS

, sendo portanto coincidente com um modelo MA.

y[n] = ibﬂ:[n - z]

com h[i]= b, 0<i<M

Sendo uma soma finita, a expressao antetior ¢ muito util do ponto de vista computacional para o
calculo da resposta do sistema. A menos que M =0, resulta de imediato da definicio que um
sistema FIR é um sistema com meméria. A resposta em frequéncia de um sistema FIR é

Hprp(2) = Hpa(Q)
M
= Z bneij"
n=0

pelo que, dado que nao existem polos, um sistema FIR é sempre um sistema estavel. O esquema
de blocos da figura xxx ¢ representativo de um sistema FIR.

Se h[n] for uma sequéncia de dimensio infinita, o sistema é designado por sistema IIR (Infinite
Impulse Response). Neste caso, ¢ admitindo que o sistema ¢é causal, o calculo da resposta do
sistema ¢é feito a partir da expressao

h[z]x[n - z]

or

Il
(=)

y[n]=

)

nao sendo utll do ponto de vista computacional, embora, naturalmente, possa set usada para
calcular a resposta do ponto de vista tedrico. Um subconjunto importante dos possivels sistemas
IIR ¢é o daqueles sistemas que podem ser desctitos pela equacao as diferencas

yln ]+ f: ayln —i]=a[n]+ % bx[n -]

=1

~

Ou seja, os coincidentes com os sistemas ARMA. Neste caso a resposta do sistema pode ser
calculada com base num numero finito de termos, tendo resposta em frequéncia

N .
Hppp(Q) =20

n=0

, pelo que, dependendo do posicionamento dos polos, um sistema IIR néo é necessariamente
um sistema estavel. Os esquemas de blocos das figuras xxx e xxx sao representativos de um
sistema TIR.

Os sistemas podem ainda ser classificados de um terceiro ponto de vista. Se a saida do sistema
puder ser calculada sequencialmente com base apenas no valor do sinal de entrada no presente
instante e nos instantes anteriores, o sistema ¢ dito um sistema nao realimentado. Os sistemas
FIR e MA sao exemplos de sistemas nao realimentados, com um esquema de blocos tipicamente
desctito pela figura M9.4. Se o calculo da saida do sistema recotrer a valores antetiores dessa
mesma saida entao o sistema diz-se um sistema realimentado. Os sistemas IIR, AR e ARMA sao

exemplos de sistemas realimentados, com um esquema de blocos tipicamente descrito pela figura
M9.3, M9.5 e M9.6.

© Prof. José Amaral
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Exercicio 9.1

Considere um SLIT discreto caractetizado pelo modelo

y[n} _ .r[n] + x[n - 1:|

2
a) Determine a resposta impulsiva do sistema.
Por defini¢ao de resposta impulsiva

Mﬂ=5hhﬂuﬂﬂw
:05ﬂd+04n—ﬂﬂd
= 0.56[n]+ 0.56[n — 1]

o]

b) O sistema é FIR ou IIR?
Dado que a resposta impulsiva ¢ finita, o sistema é FIR.
Alternativamente podetiamos ter tido em atengio que, sendo

y[n} = 0.5x[n} + 0.5x[n - 1}

= bw[n - z]

1

Md

1=0

pelo que podemos classificar o sistema como sendo um sistema MA, ou como sendo um sistema
FIR,com M =1,by =0.5 e b; =0.5.

¢) Determine e esboce a resposta do sistema ao escaldo unitario.

Por definicao de resposta do sistema ao escalao unitario

h

—00

\M:

+5z—]

M:

s

i} +—§:M—

[n[}

d) Determine o sinal a saida do sistema admitindo que a entrada tem o sinal discreto

zn] = 8[n]+ 28[n — 1]+ 36[n - 2]

l\.')\»d

A partir do modelo do sistema.

y[n} _ x[n] + x[n - ]]

2
:%@@+%h_ﬂ+%h_ﬂpé@h_u+%m_ﬂ+%h_ﬂ)

:%qd+5@_ﬂ+§qn_ﬂ+%qn_ﬂ+qn_ﬂ+gqn_ﬂ

=%qﬂ+%qn—ﬂ+gqn—ﬂ+%ﬂn—ﬂ

© Prof. José Amaral M9 - 13 Versio 3.0 * 26-05-2003
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A resposta do sistema ao sinal de entrada pode também ser 0 1 n
calculada a partit da resposta impulsiva do sistema. Sendo
y[n} = x[n] * h[n} resulta (veja o método grafico de resolucao

05 0.5 hn]

da convolugio que se mostra na figura M9.7) 0 1
1 3 5 3 1 2
=—6n|+—6n—-1|+=6n-2|+=06n—-3
)= LS 1Je Dol -2+ Sofu 3]
2 3
e) Determine e esboce a resposta em frequéncia do sistema.
Sendo Figura M9.7

h[n]=0.56[n]+0.58[n — 1]
resulta de imediato para a resposta em frequéncia do sistema
H[Q]=0.5+0.5¢77%
Qi -Jj
iy e ?+e 2
2

=e 2 cos()
2

Alternativamente, poderfamos ter tido em aten¢ao que, tratando-se de um sistema FIR, a resposta
em frequéncia do sistema é

Hprp(2) = Hpa(Q)
M
= Z bneij"
n=0

Para o caso concreto,com M =1, by = 0.5 e by =0.5, temos

=€

1
H(Q) =) bye /™"
n=0

=0.5+0.5¢

f) Classifique o sistema em relacao a memoria, causalidade e estabilidade.
Concluimos de imediato, a partir de h[n ]
h[n]= 0.56[n]+ 0.58[n —1]

, que se trata de um sistema causal, dado que h[n} =0 para n <0, e com memotia, dado que

h[n} # 0 para n # 0. Sendo, como vimos, um sistema FIR, o sistema é necessariamente estavel.

¢) Faca um esquema de blocos que represente o
sistema.

A partir da equagao do sistema

y[n] = 0.52[n]+ 0.52[n — 1]

o esquema de blocos é conforme se mostra na

figura M9.8

Figura M9.8
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ANALISE DE SINAIS

Considere um SLIT discreto caractetizado pelo modelo

y[n] = O.5y[n - 1] + x[n]

a) Determine e esboce a resposta impulsiva do sistema.
Sendo, por definicao

h[n] = San] }‘x[n]:(s[n]
¢ admitindo y[n] = x[n] =0 para n < 0. Temos entao

h[0]= y[0] = 0.5y~ 1]+ 8[0] = 1

H[1]=y[1]=0.54[0]+ 8[1] = 0.5
h[2]=y[2] = 0.591]+ 6[2] = 0.5
h[3]=y[3]= 0.5y[2] + 6[3] = 0.5

h[n] = O.5nu[n]

b) O sistema ¢ FIR ou IIR?
Dado que a resposta impulsiva ¢ infinita, o sistema é IIR.

Alternativamente, dado que

y[n] - 0.5y[n - 1] = x[n]

N

> ol - )= afn]

1=0

Podemos classificar o sistema como sendo um sistema AR, ou como sendo um sistema IIR, com

N=1,a3=1ea; =-05.

¢) Determine e esboce a resposta do sistema ao escaldo unitario.

A resposta do sistema ao escalao unitario, por definicao, é

logo

n] = zn:O.E)iu[z]

i=—00
n .
= u[n]z 0.5
=0

Tendo em atencao que

n
S -

k=0

+1
,r_TL

resulta
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1-0.5""1
[n]= 1-0.5
=2(1-0.5"")u[n]

d) Determine e esboce a resposta em frequéncia do sistema.
A resposta em frequéncia do sistema, notando que se trata de um sistema AR, é

1
Hap(Q) = —

n=0

Para o caso concreto,com N =1, ay =1 e a; =-0.5, temos

H@Q) =
Zane—jﬂn
n=0

~ 1
11— 0.5e 2

e) Classifique o sistema em relacao a memotia, causalidade e estabilidade.

Um SLIT sem meméria é caracterizado por uma resposta impulsiva h[n]= Ké[n]. O presente
SLIT, tendo resposta impulsiva h[n] =0.5" u[n], existe para ¢t # 0, pelo que se trata de um
sistema com memoria

Para que o sistema seja causal deve ser h[n] =0, Vn < 0. Sendo h[n]= 0.5"u[n] o sistema nio

assume valores nao nulos para n < 0, logo, o sistema ¢é causal.

Para que o sistema seja estavel dever set

Para o sistema em analise temos

0

‘ih[i] e

i=—00 i=—00

= ioy
=0

Logo o sistema ¢é estavel.

f) Faca um esquema de blocos que represente o
sistema.

A partir da equagao do sistema

y[n] = O.5y[n - 1] + x[n] Figura M9.9
o esquema de blocos é conforme se mostra na
figura M9.9
© Prof. José Amaral M9 - 16 Versio 3.0 * 26-05-2003
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g) Determine a resposta impulsiva do sistema inverso.

Um SLIT é invertivel se for possivel determinar um outro SLIT com resposta impulsiva h;[n] tal

que
hn]* hiln] = é[n]
, ou, aplicando a T a ambos os membros resulta

H(Q)H;(Q) =1

Sendo
H(Q) = TF[0.5" u[nﬂ
1
T 1-0.5e 0
Resulta
Hi(@)=
H($)
=1-0.5e %
Pelo que

hin]= TF 1 - 0.5
=68[n]-0.56[n 1]

Considere um sistema discreto caracterizado pela equagao

y[n] = x[n]— O.5y[n - l]

a) Diga, justificando, se o sistema é um FIR ou um IIR

O modelo do sistema é do tipo

N aiafn —i] = ol

pelo que se trata de um sistema IIR.

b) Calcule a resposta impulsiva do sistema.

A resposta impulsiva corresponde ao sinal que o sistema apresenta na saida quando a sua entrada é
um impulso unitario

h[n] = San] }\x[n]:(s[n]

Entio, fazendo z[n] = 8[n], e admitindo y[n] = z[n]= 0 para n <0, temos
h[0]=4[0]=6[0]- 0.5y[-1] =1
1] =o[1] = 8[1]-0.59[0] = -0.5

= y[2]= 6[2]- 0.54[1]= (-0.5)*

= y[3]=6[3]- 0.5y[2] = (-0.5)°
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¢) Determine a saida do sistema quando a sequéncia a entrada do sistema for

Conhecida a resposta impulsiva, resulta
yln] = a[n]* hln]

38[n — i]* h[n]

s.

. ~. I

M\I I M\] B
B

~
I
o~

I
w

h[n - i]

(=0.5)"""u[n - i]

Il
w

d) Calcule a resposta em frequéncia

Sendo um sistema IIR, a equacao as diferencas ¢ do tipo

N aigfn —i] = ol

Logo, a resposta em frequéncia é dada por

1
HQ)=
Zwe—jm
(]
i=0
S S
1+0.5e 7%

e) Calcule a resposta impulsiva do sistema invetso
O filtro inverso ¢é tal que

Hi(Q):H(lQ)

=1+0.5¢7
B portanto um filtro com resposta em frequéncia do tipo
M o .
HQ)=Y be /¥
=0

,caractetistica dos sistemas FIR, cuja equacao as diferencas é

Por comparacao com a expressao de H;(€2) é imediato que

y[n] = x[n]+ 0.595[71 - 1]
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Considere o SLIT discreto caractetizado pela seguinte resposta ao escalao unitario

g[n} = 26[11 + 2]+ 5[71 + 1] - 6[11] - 25[71 - 1]

a) Determine a resposta impulsiva do sistema

Temos
h[n]= g[n]- g[n -1]
= 28[n + 2]+ 8[n + 1] 8[n] - 26[n - 1]
—28[n +1]=68[n]+ 8[n — 1]+ 28[n - 2]
=28[n + 2] - 8[n +1]-26[n] - &[n — 1]+ 26[n - 2]

b) Determine a resposta em frequéncia do sistema. Sendo
h[n]=26[n +2]- 6[n +1]-26[n] - 8[n — 1]+ 26[n - 2]
Resulta de imediato

H(Q)= 2072 _ I o omI 4 9p=i22
Q- 2 -2
g ¢ e L& e
2 2

=-2-2cos(2) + 4 cos(22)

¢) Diga, justificando, se o sistema é um FIR ou um IIR, e se o sistema é ou nao realizavel.

Sendo
h[n]=26[n +2]- &[n +1]-26[n] - 8[n — 1]+ 26[n - 2]
a resposta impulsiva é finita, logo trata-se de um sistema FIR.

Como h[n] existe para n < 0, o sistema nio ¢ causal, logo nio ¢é realizavel.

d) Considere que a entrada do sistema tem um sinal discreto

x[n] =5 cos[n g} +3 sen{mr + Z}

Determine o sinal na saida do sistema.

Sendo um SLIT, o sistema nio apresenta na saida frequéncias para além das apresentadas na
entrada. Assim, se o sinal de entrada for

zn]=A cos[QOn + @1
Entao, sendo
on] = A i @n+0) | A -j@n+e)
2
resulta

ln] = [H(Q,)| 2 (o +orarglH(@,))
°h2

" ‘H(Qo)‘ éej(Qon+®+arg{H(Qo)})
2

= AH(Q,) cos(Qyn + O +arg{H(22,)})
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No caso presente
0 ™ ™
=5H| — —n+ H| —
y[n] (2jcos{2n arg{ [2JH

+3/H(r) sen[wn + E +arg{H(m )}}

:5><Gcos{gn+7r}+3><4sen[7m+Z+O}

=30 cos[;r n + 7T:| +12 sen[ﬂ'n + ;j

e) Classifique o sistema em relacio a memotia, estabilidade e causalidade.
Sendo
h[n]=26[n +2]- &[n +1]-26[n] - 8[n — 1]+ 26[n - 2]
Resulta
1. O SLIT tem resposta impulsiva que existe para n # 0, logo é um sistema com memotia.

2. Para que o sistema seja causal deve ser h[n} =0, Vn < 0. O presente sistema assume valores

nao nulos para n < 0, logo, o sistema nao é causal.
3. Para que o sistema seja estavel dever ser
o0
Z ‘h[z]‘ <o
1=—00

Para o sistema em analise temos

Y i =2+1+2+1+2=38

1=—00

pelo que o sistema ¢é estavel.
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impz(b,a,n)

ANALISE DE SINAIS

Matiab 9.1

Commo vimos, na sua forma mais genérica, podemos caractetizar um sistemas discreto (causal) pela
equacao as diferencas

N M
aly[n - z] = Z bix[n - z]
1=0 1=0

em que dag,aq,...,a5 € by,by,...,byr sao os parametros do modelo ARMA (de ordem
(N,M)), x[n - z] representa os valores passados e presente (¢ = 0) na entrada do modelo, e

y[n — i] representa os valores passados e presente (7 = 0) na saida do modelo.

Em Matlab, conhecidos que sejam os parametros do modelo, e uma vez definindo os respectivos
vectores, a =[agay...ay] e b=[byby...by ], existe um conjunto de funcdes, que no

seguimento apresentamos a medida da utilidade da sua utilizacao, que nos permitem responder a0
conjunto de questoes postas no Exercicio 9.1

Recorra ao Matlab para resolver o Exercicio 9.1 Exemplo1.
Dada a equagao dos sistema
y[n} = O.5x[n] + 0.51’[71 - 1}

¢ imediato reconhecer o valor dos patametros: ag =1; by =0.5; by = 0.5. Comecemos por
definit os vectores a e b

a=[1];
b=[0.5 0.5];

a) A resposta impulsiva pode ser calculada recorrendo a funcéo impz( b, a, n ), em que bea
correspondem aos vectores de parametros e n especifica a dimensio (temporal) desejada para a
resposta. Consulte o Help do Matlab para conhecer em pormenor a funcionalidade e formas
possivels de enunciar esta fungao. Assim, por exemplo para n = 10, basta fazer

[h n]=impz(b,a,10) ;

para ficar a conhecer a resposta impulsiva. Note que h e 1 sao vectores coluna

[h n]'
ans
0.5 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9

o ol
o

Note que a chamada da funcao sem argumentos

de saida traca de imediato o grafico da resposta Lo
. . 09 — — b — — 4 — — 4 —d— - —m— - — —

impulsiva. Fazendo R
08 — - Ll L L]

impz (b,a,10) L
grid on L e i et Rt et et i

| | | | | | | |
axis([min(n) max(n) 0 2*max(h)]) B e e e e e et il
obtemos o grafico que se mostra na figura L R R
MO9.10. b - R

: | | | | | | |
A partir do grafico a expressiao analitica ¢ 02F —~f-=T-=q=-q-=—=-—--p--1 -~
imediata 01— — 77#‘~**ﬂ“**4‘***1***1***‘%**‘F***

| | | | | | |

0 P S R S S S—
h[n]=0.58[n]+ 0.56[n —1] AR A N U B A

n (samples)
Figura M9.10
conv(h, x) c) A resposta de um sistema a um qualquer
sinal pode ser obtida a partir do calculo da
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convolugiao entre esse sinal e a resposta

2 T T

impulsiva do sistema, conv( h, x ). Conhecida a 0 I S S S N S R
resposta impulsiva a resposta ao escalao pode 1'67”;7”i 777777777
entao ser obtida fazendo 1'47 L
u=ones (1,length(n)); .777:,,:,,:
g=conv (h,u) 12 T T T
figure(2); r-—¢-- 1
stem(n,g(l:length(n)), 'filled") 08l — —L__
grid on
axis([min(n) max(n) 0 2*max(g)]) 0'6.;77 o
04 — — - -
Obtemos assim o grafico que se mostra na 02k - — I
figura M9.11. Note que da convolugio entre um 0
sinal de dimensao M e um sinal de dimensao et ?
N resulta um sinal de dimensao M + N —1.
O grafico da figura M9.11 foi tracado utilizando
apenas as primeiras N (dimensao da entrada) , ) -
g(1:length (n)), amostras da convolucio. Note B S S VR S S b
que se obsetvassemos todos os valores I R R S R
resultantes da convolucio, como se mostra na . 47”17”1 777777777
figura M9.12, terfamos a resposta do sistema a Lot i ~ 771
um pulso rectangular de dimensio N, L b
resultante do modo como especificimos o val
escalio, u=ones (1, length (n) ). bl
A resposta de um sistema a um qualquer sinal 0_411 -
filter(b, a, x ) pode ser calculada recorrendo a funcgao 02k -
filter( b, a, x ), em que bea correspondem 208 0
vectores de parametros e x especifica o sinal de ° ¢ *
entrada. Consulte o Help do Matlab para
conhecer em pormenor a funcionalidade e
formas possiveis de enunciar esta funcao. s
Assim, para conhecer a resposta ao escaldo A N S R S R T N S S
podemos fazer, alternativamente, 4,,,3”,i,,,i,,,i,,i,,,i,,,i,,,i,,,i,,,
u=ones (1, length(n)); 3.57ff:fff:f7{77%77%**}**:**{**%***
=fil r ; | | | | | | | | |
Tigure (4)s5cemin, g, £illed)
grid on
axis([min(n) max(n) 0 2*max(g)]) 2,,,:,,,:,,J‘,, _ ‘L ‘L,,:,,,:,,J‘,,,
Obtendo assim um grafico idéntico a figura 1'5”7377 777377 773777 77377737773777
M9.11. Note que a saida da funcao filter é de H i T T T
dimensao igual ao sinal de entrada. o A T T T
00 0‘5 1 1i5 2 2‘5 3 3i5 ﬁ 4i5 ‘3
d) Recotrendo a funcao filter, temos Figura M9.13
x=[12 300 0]; o
y=filter(b,a, x); | | | | I I I I I
n=0:length (x)-1; L T e
figure(5);stem(n,y, 'filled") 7 e P
grid on T T
axis([min(n) max(n) 0 2*max(y)]) 3-5"""’”:”’:”:’”:’”:”’:”’:”’
e e A AL e I
Obtendo assim o grafico da figura M9.13. Note S S N T N S S
| |
| |
| |
| |

que houve o cuidado de colocar zeros a direita A I 1]
. . . | |
dos valores significativos de z[n], de modo a |

. N L] e e A . Gt R it Bt Sty
prevenir a resposta truncada da funcao filter. [ e
Fazendo simplesmente B S S S N R N S S

x=[1 2 31; o T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
;/l[)gtelrzramos, erradamente, o grafico da figura Figura M9.14
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e) A resposta em frequéncia de um sistema a
um qualquer sinal, x[n], pode ser calculada
recorrendo a funcéo freqz( b, a, w ), em que b
e a correspondem aos vectores de parametros
e w especifica a gama de frequéncias em que se
pretende conhecer a resposta. Consulte o Help
do Matlab para conhecer em pormenor a
funcionalidade e formas possiveis de enunciar
esta funcao. Assim, para conhecer a resposta em
frequéncia do sistema podemos fazer

w=-2*pi:pi/100:2*pi;

[H wl=freqz(b,a,w) ;

figure (7);plot (w,abs (H));grid on

axis([min(w) max(w) O

max (abs (H) ) ])

figure (8) ;plot (w,angle (H));grid on
axis ([min(w) max(w) -pi/2 pi/21)

Obtemos assim os graficos que se mostram na
fioura M9.15 relativamente a resposta de
amplitude e de fase. Note que a respostas dos
discretos é periddica de 2w,
cotrespondendo 2 =0 e Q=127 as altas
frequéncias e Q = 7 as altas frequeéncias. Por
ser de leitura mais intuitiva, ¢ comum fazer a

sistemas

representagio para Q€ [-m 7] ou para
Qe [0, ﬂ

w=0:p1/100:pi;
[H wl=freqz(b,a,w) ;

, como se mostra na figura M9.16. Note que,
admitindo que o sinal discreto presente na
entrada do sistema resultou da amostragem de
um sinal continuo amostrado a uma frequéncia
wy, ¢ Q=wTly, pelo que w=w,Q2m,
resultando que a representacao no intervalo

Qe [0, ﬂ cotresponde a resposta do sistema
no intervalo w € [0, w, /2], que, como vimos

no moédulo antetrior, cortesponde ao semi-
dominio positivo de representacao valida do
sinal de entrada (que se admite ser de banda
limitada, e amostrado a uma frequéncia
wy > 2w ).

A resposta impulsiva, a resposta ao escalao, e
a resposta em frequéncia de um sistema de
parametros a e b, pode ser calculada
recorrendo a funcao fvtool( b, a)

a=[1]1;

b=[0.5 0.5];
fvtool (b,a) ;

A funcao abre uma aplicacao feita em GUI
(Graphical User Interface), como se mostra na
figura M.17. A partir desta aplicagdo é possivel
visualizar, entre outras, a resposta impulsiva, a
resposta ao escaldo, e a resposta em frequéncia
de um sistema discreto.

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura M9.16
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Figura M9.18
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Ficha de Avaliacao M9

(N:[ [ [ | | [ Nome: [ Turma: [ [ [ |
Data limite de entrega 02-06-2003

(A ficha deve ser colocada, até a data limite, no recipiente apropriado existente junto ao Gabinete C —CEDET)

Grupo C

Exercicio 1
Considere os SLITs discretos caractetizados por

1. y[n] = x[n] + x[n - ],:|
2 sfn)= Y-

3. h[n]=58[n]-8[n —1]-26[n — 2]+ 36[n - 3]

Recorra ao Matlab para tracar o grafico da resposta impulsiva, resposta ao escaldo, e resposta em
frequeéncia do sistema.

Grupo B

Exercicio 2
Considere os SLITSs discretos caracterizados por

1. y[n] = x[n] -0.5 y[n - ],]
2. y[n] = x[n] + x[n - 2] +0.5 y[n - 1]
3. h[n]=0.8"u[n]

Recorra ao Matlab para tracar o grafico da resposta impulsiva, resposta ao escaldo, e resposta em
frequeéncia do sistema.

Grupo A

Exercicio 3
Considere o SLITs discretos caracterizados por

1. hfn]=0.8" cos(mn/4) u[n]
2. g[n] = 26[n + 2]+ 8[n + 1] - &[n] - 26[n — 1]

Recorra ao Matlab para tracar o grafico da resposta impulsiva, resposta ao escaldo, e resposta em
frequeéncia do sistema.

© Prof. José Amaral M9 - 25 Versio 3.0 * 26-05-2003



